ANKARA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

YUKSEK LISANS TEZi

N CAPLI RASGELE BiR ORNEKLEM iCIN BELIRLI BIR ARALIKTA
DEGER ALAN MAXIMUM GOZLEM SAYILARININ DAGILIMI

M. Bahar BASKIR

ISTATISTIK ANABILIM DALI

ANKARA
2004

Her hakk: saklidir



Yard. Dog. Dr. thsan KARABULUT damsmanhiinda , M. Bahar BASKIR tarafindan
hazirlanan bu gahgma 23/12/2004 tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Istatistik Anabifim
Pali’ nda Yuksek Lisans Tezi olarak kabut edilmigtir,

Bagkan: Prof. Dr. Hazma GAMGAM WW

Yard. Dog. Dr. Levent OZBEK Z

Yard, Dog¢. Dr. Ihsan KARABULUT

Yukarsdaki gonst:

&
" prof, Dr. Metin GLGUN
Enstitii Miidiirg



OzET
Yiiksek Lisans Tezi

N CAPLI RASGELE BIR ORNEKLEM ICIN BELIRLI BiR ARALIKTA
DEGER ALAN MAXIMUM GOZLEM SAYILARININ DAGILIMI

M. Bahar BASKIR

Ankara Universitesi
Fen Fakiiltesi

Istatistik Bolimi

Damsman: Yard. Dog. Dr. ihsan KARABULUT

Giiniimiizde bilimsel caligmalarda ozellikle biyolojide kuilamlan rasgele ornekiem
caplart oldukca bityitk olabilmektedir. Bu gozlemler iginde kimi ozelliklere sahip
olanlarin belirli bir dagilim varsayimi altinda hangi olasiliklarla hangi araliklarda ve
hangi sayida gozlenebilecegi sorulari 6nem kazanmaktadir. Ornefiin, genetikte DNA
diziliglerinde belirli bir dizilimin araghriimasi gibi... S6z konusu rasgele drneklemin

abndigr dagihim (0,1) araligimda dizgiin dagiim oldugunda yukandaki sorulara

yantlar kismen abnmistir. Eger dagilim diizgiin degilse bu sorulara nasi yamit
verilebilecegi Uzerinde durulmustur ve bu alandaki ¢aligmalardan bazilan gdzden
gegirilmistir.
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ANAHTAR KELIMELER: £ & topluluk (k-aggregate), sira istatistikleri, ardisik sira

istatistikleri arasindaki farklar (Spacings), bolunmils farklar, yer degistirilebiliriik
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1. GiRis

(0,1) araliginda diizgiin dagilimh bir yifindan alman X, X,,.... X, 71 capl rasgele

P
drneklemde A G(O,l) clacak bigimde, belirli bir A uzunlugundaki araliklar boyunca
deger alan gozlem sayilart ve bu sayilarin maksimumlarinin dagilimt Gizerine degisik
¢aligmalar yaptlmigtir. (0,1) araliginda diizgiin dagilimdan alinan bityitk gaph rasgele
ornekleme ait gozlemlerden belirlenen uzunluktaki araliklarda yer alanlarin sayist ve bu
degerleri almas: olasiliklar: Gizerine C. Mack, M. A. (1948), Naus, J. L (1965 ve 1966)
tarafindan ve kugitk 6rneklem gaplan igin Seth, G.R. (1950)’ in ve Lieblein (1952)’ m
yaptiklar: ¢aligmalar dikkat c¢ekici ofanlanidir. Huffer (1988)’ mn ve Huffer ve Lin
(2001) in ardigtk sira istatistikieri arasindaki farklar olarak tammlanan rasgele
degiskenlerle (spacings) olusturulan katsayilan 0,1 veya rasyonel olan lineer
kombinasyonlann ortak dagihimi ile ilgili ¢aligmast bu olasiliklarin elde edilmesinde
kolaylastiric bir ¢6ziim sunmaktadir. Konuya iliskin uygulama alaninda birkag olasilik

problemi agagidaki gibi ifade edilebilir:

1. N tane telefonun bagl oldugu bir santral disiiniilsiin. V tane telefonun herhangi
birinin 1 dakikahik zaman dilimi iginde santrali arama zamanlar: rasgele ve herhangi bir
telefonun santrali meggul etme siiresi A birim zamandir (saniye). N telefondan en az

7 tanesinin A zaman araliginda santrali aramasi olasiligt nedir (Naus 1965)?

2. Bir sayag ile sayilan sinyatler A oranh Poisson stirecini meydana getirmektedir.
t stresinden daha az uzunluklu bir zaman aralifinda » tane sinyal, sayag tarafindan
kaydedilmektedir. Sayacin ilk kaydina kadar gegen bekleme siiresinin dagihimi nedir
{Naus 1965)?

3. N oldukea bityiik bir dogal say: ve N > 7 olacak bicimde N tane kutucuk ve
7 tane fop olsun. # tane top rasgele olarak N tane kutucugun igine dagmilsin. N
kutucuun belirlenen p tanesinde toplam & top bulunsun. Bu gekilde herbir p

kutucuk gruplarinda k top ile elde edilen &’ /2 foplulugun bulunmast olasihii nedir
(Mack 1948)?



4. Belirlenen bir siralamsa uygun DNA dizilim pargalarinin DNA baz
dizilimindeki yerlerinin dagilim: diizgiin dagilimli midir (Nolan ve Speed 2000)?

5. Bir yigindan alinan # =3 ¢apli 6rneklemlerdeki gozlemlerden birinin bir
siradigt (outlier) deger olma olasilig1 nedir (Seth 1950, Lieblein 1952)?

Yukarida verilen problemler birbirine benzer sorular olup belirli bir uzunluktaki aralikta
yaptlacak gozlemlerin sayisimin en ¢oguna (maksimumuna) iligkindir. Yukaridaki
problemler Naus (1965) un ifade ettidi gibi, dogru uzerinde belirli uzunluktaki

araliklarda yer alan gozlem sayilarinin maksimumu ile ilgilidir.

Bu derleme caligmasinda bu tir olasthklann nasil cevaplandinimaya g¢alipldigt
sergilenip, uygulama olarak; bir mod tahmin edicisinin dagilimmi belirlemede ve
molekiiler genetikieki DNA diziliglerinde diizgiin dagilima uygunluk testinin nasil

yapilacagina dair iki ornek verilecektir.

Bu ¢aligmada amag, bu alanda yapilan ¢aligmalani kismen de olsa kullanicilara bir 6zet
halinde sunmaktir.

Bundan sonraki bolimlerde konuya iligkin olarak sirast ile 6nemli kavramlar verilecek,
“Problem ve Cézimine Yaklasimlar” baglig altinda sézii gegen olasiliklarin hesabinda
ortaya sunulan yaklasimlar ve kesin ¢6ziim y6ntemleri, son olarak da 4 ncii Béliimde
“Uygulama Ornekleri” bagligt altinda bir mod tahmin edicisinin dagilimi, DNA’ da yer
alan kimi 6zel dizilislerin dizgiin dagilima uygunlugu ve yukanda verilen 1 nci, 2 nci

ve 5 nci problemler uygulama drnekleri olarak verilecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Calismanin bu agamasinda, konuya hazirhk amaci ile sira istatistikleri ve ardigik sira
istatistikleri arasindaki farklarla olusan araliklar (spacings), yer degistirilebilirlik
(exchangeability), Laplace donigimii tanim, bélﬂnmﬁ$ farklarin tamimlan ile bazi

teoremler verilecektir.
2.1. Sira [statistikleri ve Ardigk iki Sira Istatistigi Arasindaki Fark (Spacing)

X1, X5,y X, rasgele degigkenleri aym dagihimdan alinmis olsun. Xy, 1 nci sira

istatistigi olmak tizere,

Xy S Xpy €. S X,

yazilir. X, rasgele defiskenlerinin en kigugi Xm,l nci sira istatistigi; ikinci en
kilgligi X (o), 2 nci sira istatistigi; ... ; en biiyigd X, 7 nci sira istatistigidic.

X @y s istatistikleri bagimli rasgele degiskenlerdir.

Bu calismada X, rasgele degiskenleri istatistiksel olarak bagimsiz ve aymi dagilimli

olarak ele alinacaktir. X, rasgele degiskenlerinin bagimh oldugu durumlar igin sira

istatistiklerine bkz. David (1969) sf:82, Boliim 5.5.

2.1.1. Swra Istatistikierinin Dagiumlar

X X5sn X, rasgele degigkenleri, olasilik yogunluk fonksiyonu f (x) dagihim

fonksiyonu F(x) olan surekli bir dagilimdan alinmis olsun. Xy, X(z),..., X,

) sira

istatistiklert yukaridaki gibi tammlanmis olsun.



X1y, ' nci sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu f,(x), dagilim fonksiyonu

E, (x) olarak gosterilsin. Buna gore ¥ nci sira istatistiginin dagilim fonksiyonu,

P(x< Xy <x+Ax)= =) (n r),{F(x)}"l{l F(x+ax))"™”
@
x{F (x-+ %)~ F ()} +O((4)")

dir. Burada O((Ax)z) ifadesindeki (Ax)2 terimi, (x,x+Ax] aralifinda birden fazla

X rasgele depiskeninin bulunmas: olayina karsihk geimekiedir (Arnold et. al. 1992).

(2.1) ifadesine gore, 1<r<n igin, X, sira istatistiinin olasihk yogunluk

fonksiyonu,
I P(x<X(,)Sx+Ax)
Sy e
2.2)
nl r-1 n-r
oy @Y () oace
dir.

X () Sira istatistifinin olasilik yogunluk fonksiyonu, # tane sira istatistigin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu ile dogrudan tiiretilebilir (Arnold et. al. 1992). 1 tane
sira istatistigin ortak olasilik yoguntuk fonksiyonu,

n
ﬁly._’"(x‘,xl,...,x")=anf(x,.) , —O<X <Xy <..<X, <0 (2.3)

i=l



dir.

Ornegin, U, rasgele degiskenieri birbirinden bagimsiz ve (0,1) araligindaki ditzgiin
dagilimdan alinmis olsun (i = ],2,...,n). Bu durumda [/, sira istatistiklerinin ortak

olastlik yogunluk fonksiyonu,
TR (R O0<u <u,<..<u,<l
dir.

Diger bir 6mek, X;,i=12,..,n rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve

parametresi 1 olan iistel dagilimdan alindiginda X (iy Sira istatistiklerinin ortak olastltk

yogunluk fonksiyonu,
n
2
fizn(® %00, ) =nte , 0<x <X, <..<X, <o
olacaktir.

Genel olarak ise (2.2) de verilen formiile gore en kiigiik ve en biyiik sira istatistiklerinin

olasilik yogunluk fonksiyonlari siras: ile,

fi(x)=nfi- F(x)}"~1 flx) —00 < X <%0 (2.4)

ve

fi(x)= n{F(x)}n—] f(x) , —0 <X <O (2.5

dir.



(2.4) ve (2.5) de verilen olasilik fonksiyonlarina gore X ay ve X, () Sira istatistiklerinin

daglim fonksiyonlar: sirastyla,

I(x)=1- {1 - F (x)}" s —0 <L X <0 2.6)
ve

L (x)= {F (x)}" , —o0 < X <00 @7

olarak bulunur. (2.2) formiliinin (—OO,JC] araligindaki integrali X, (»y nin dagilim

fonksiyonunu vermektedir.

Ote yandan, herhangi bir ¥ =1,2,....# i¢in 7 nci sira istatistiginin dagilim fonksiyonu,

F(x)= P(X(,) Sx):P(Xl,Xz,...,X" en az r tanesi<x) .

= Z P(X.,X,,...,X, tam | tanesi<x)

i=r

]

Srer @y, ecxn

i=r

bi¢iminde bagar1 olasiligi F(x) ve denemelerin sayist # olan Binom olasiiklariin »

den baglayarak toplami olarak ifade edilebilir.

Binom dagilimli rasgele degiskenlerin olasiliklarninin toplamu ve tam olmayan Beta
fonksiyonu arasindaki iliski kullamlarak,

F.(x)= Ip(r,rz— r+1)



ifade edilebilir. Burada [ p(r,n - r+1) tam olmayan beta fonksiyonudur ve tam

olmayan Beta fonksiyonunun genel gosterimi,

P
1,(a.b)= fz"“ -0t
0

bigimindedir.
Agsagidaki 6zdeslik kullanilarak,

Il

Z( )P a-py~ = I( (n T 7 (1-2)""dt, 0< p<1 29

it
(2.8) deki X,y sira istatistiginin dagilim fonksiyonu,

Fi (x)

E(x)= 5[ ————«—(r — 1)’;(!}7 — r)!t"‘ (1-0) " a

(2.10)
=IF(X)(r,n—r+1) s —0 <X <D

Pearson (1934)° mn tam olmayan Beta fonksiyonu olarak elde edilir (Amold ef. @l
1992).

(2.8) de verilen ifade, X, i=1,2,....n rasgele degiskenlerinin dagilimlar: siirekli veya

kesikli oldugunda gegerlidir. Ancak (2.10) daki ifade dafilim sirekli oldugunda
kultamimalidir.



2.1.2. Iki veya Daha Fazia Sira Istatistiklerinin Ortak Dagilimlan

X(,),r nci swa istatistii ve Xy, s nci swa istatistiginin 1<r<s<n olacak

bigimde ortak olasilik yogunhuk fonksiyonu f,, (x, y) olarak gosterilsin.
Ortak dagilim fonksiyonu da,

P(x<X(r)5x+Ax,y<X(s) Sy+Ay)=

e et @

()~ Flraf T-Fre )T @
{F (x+&x) = FOOHF (y+ 49) - F ()}

+0((axy ay)+ O Ax(a)')

dir (Ammold e, al. 1992).

Baylece (2.11) kullamlarak X, (r) V€ X (s) Stra istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,



Jrs (x’y) - zgznm
Ay—0

P(x<X(,)Sx+Ax,y<X(,.)Sy+Ay)
AxAy

n

= (r~1)(s— r.—l)!(n—s)g {F(x)} -

(2.12)

AFO)-FY T {-FO)
x f(x)f(») s —C<X<Y <D
olarak elde edilir.

1S <ry<..Sr,Sn,1<k<n oimak tzere, X ), X ), X, sira

istatistiklerinin ortak olasilik yoguniuk fonksiyonu, x, S x, <...< X, icin,

n!

frxfzwfk (x X2 ® k) B (i'l — 1)!(f‘2 - 1)!...(" —Fy )!

X{F(x‘)}rrl f(xl){F(Xz)—F(x,)}rr"#l f(x2) 2.13)
x...x{l—F(xk)}n_rk f(xk)

dir. x5 =—00,%,,4 =+0,%, =0,7,,, = +1 alindiginda (2.13) formild,

Mg

=l i=0)

bigiminde yazihir (David 1969).



1 tane sira istatistiginin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,
}7!_/.(}'] )f('XZ )"‘f(‘xu )
dir.

(2.12) formiilinde § =r +1 almrsa X ,, ve X(,,), ardigik sira istatistiklerinin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu,

ﬁ”*”””:Ciﬁé%7:y04wn»”ﬂ—FQMW”*

xf(x,)f(xm) > —®o <X, <Xy <0
olarak elde edilir (Arnold er. al. 1992).
2.1.3. iki Sira Istatistifi Arasindaki Farkin Dagihm
W.,=X )~ X, ¢y Olsun. W,, rasgele degiskeninin olastlik yogunluk fonksiyonu,

!

IO )=y r s
< [ F@FG ) -F@FT s

x f(x+wg){I-F(x+ wm)}"—s dx

dir (David 1969).

10



X, X,,.... X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve (0,1) arahfinda dilzgiin
dagiima sahip olsun. Bu durumda, W, =X () —X(r> nin dag:ihm fonksiyonu ve

ofasihik yogunluk fonksiyonu bulunmak istensin.

Xy, ¥ nci sir2 istatistigiB(r,n —r+1) olan beta dagiimiidir. X, nin olasiik

yoguniuk fonksiyonu,

1
fi(x)= B(r,n~r+l)x
0 , diger yerlerde

-xyT 0<x<1

dir.

(2.11y e gore X, ) Ve X ¢s) Sira istatistiklerinin ortak olasilik yoguntuk fonksiyonu,

n! ) s—r-1 n—s
(o) ] Fry e (y—xy"(1-y) ,0<x<y<l
0

, diger yerlerde
dir.

x21-w, igin f{x+w,)=0 oldugu kullamilarak (2.15) den,

f-w,

r-i. s—r-} HoS+r
j S 1= x—w )T de
0

nl

f(Wrs)= (,,_ I)I(S— r.__])!(n —s)!

olarak elde edilir.

x=y(1-w,, ) doniisimi kullanilarak,



_ 1 s—r-l(y _ n—str
f(w")—B(s—r,n—s+r+1)wm (1=2.) o OEre s

bigiminde yazilir.

Sonug olarak, X,,i=12,...n (0,1) aralignda ditzgiin dagilimh rasgele degiskenler
oldugunda W, , sadece s — 7 ye bagli olan, § ve 7 ye ayn ayri bagli olmayan Beta
dagilimina sahiptir (David 1969).

Teorem 2.1. X;,X,,...,X, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve parametresi

G olan ustel dagihmdan alinmig rasgele degiskenler olsun.

X 0 > 1<i<n siraistatistiklerinden elde edilen ardisik farklar,

Si=X(i)_—X(i—l) 5 ISZSn
seklinde ifade edilsin. Buna gore,

P(S;sx)=1-e?"  1<icn
olarak elde edilir (Sukhatme 1937).
2.1.4, Ardisik Sira Istatistikleri Arasmdaki Farklarm (Spacings) Dagiim
Bu kisimda afirhkh olarak, ardipk sira istatistikleri arasindaki farklarmn dagihm
izerine Pyke (1965) tarafindan verilen incelemeler Gzetlenmektedir. Ardigtk sira
istatistikleri ~ arasindaki farkin  olusturdufu  arabklarin  (spacings) dagihimi
genellestirilmis, dizgiin ve Ustel olmak tzere ii¢ kisimda incelenmektedir.

n tane rasgele degigkeni bilesen olarak iceren rasgele vektér ile #+1 tane, n7 tane

veya 1 —1 tane fark (Spacings) olusturulabilmektedir. Rasgele orneklemin alindig

12



y1gn ditzgiin dagilimda oldugu gibi sinirht aralikl degerlerin alindifi yiginlar igin, istel
dagilimda oldugu gibi deger arahinn bir tarafi simrsiz, normal dagihimda oldugu gibi

deger araligimmn iki tarafi sinirsiz olabilmektedir.

Tanm 2.1. X, X,,..X, birbirinden bafimsiz ve aym dafihma sahip rasgele

degiskenler olsun. Sira istatistikleri,

Xy S Xy S $X,

olmak tizere (Arnold et. al. 1992) ardigik sira istatistikleri arasindaki farkla tanimlanan,

X(Hm)—-X(l.) , I<i<i+m<n

bir m — fark (m—spacings) olarak ifade edilir (Miller 2003).

2.1.4.1. Ardigik Sira Istatistikleri Arasindaki Farklarin (Spacings) Genellestirilmis

Daglimn

X =(X],X2,...,/Y"), # tane bagimsiz ve aym dagiima sahip rasgele degiskenden
olugan drneklem ve T:(X(]),X (2yo+2 X (")), sira istatistiklerinden olugan vektor
olsun. T vektOriniin herhangi bir alt vektori 7} =(X(,‘.!),X Cyyoees X U\'m))’

1<k, <k, <...<k, <7 in ortak olasibk yoguniuk fonksiyonu,

i F(xj)—p(xj_l )}kj—kj—l“] f(xj
Fy (it = n ] (kj_kju‘_x)g s X <X <.<X, (2.16)
o , difier yerlerde



dir. Burada Xy = -, x, , =+0.k . =n+1 ve f(xml) =1 dir. T vektoriinin

ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

fT(x],x%“,x”):{Z!f(xl)f(xz)...f(x,,) , X <xy<..<X, @17

, diger yerlerde
dir.
S =Xy =Xy » 2<0<n ve S=(8,,55,...,S, ) olmak iizere (2.17) deki lineer

doniigiim,

® n
! dx ] j
JACK A IHf(x“’““ +5,) - 5202500 (51

—0 =2

0 , diger yerlerde
dir.

(2.16) veya (2.18) den,

15 (v)= j-f(xm)x(}_))(x,x+ »)y

(2.19)

Ty SN P 7 )y

elde edilir.



Ardigik  sira  istatistikleri arasindaki farklarin  (Spacings) olasiik  yogunluk
fonksiyonlanimt elde etmek kolay degildir. Bu araliklar tizerinde yapilan ¢ahigmalarda

Markov siirecinin 6zelliklerinden yararlanmak yardimet olacaktir (Pyke 1965).

S;ve S ,; nin ortak olasifik yogunluk fonksiyonu, ,v > 0 igin,

! 1’ (k)} p(Y)—l"(x+u) Jm=2
s S5 (ll v) nl iji ’_7)' __“m)'_}_
(2.20)

————~—{1 [(y+v) ) x+u)f{x+ut+vy
e () (e s

dir. (2.20)de j=1i+1 igin,

Jis,s.y(y)=n! f }‘ ? l(X)z)‘ 1—F((::1_~:)v!)}

) f () f(x+u) f(x+u+v)dydx

olarak elde edilir.

2.1.4.2. Diizgiin Daglim Durumunda Ardisik Sira istatistikieri Arasmdaki
Farklarm (Spacings) Dagflim

X =(X "¢ 2,...,Xﬂ) bagimsiz, (O,l) arahfinda dizgiin dafihma sahip rasgele

vektor olsun.

X rasgele vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu,



1 N 0<x;<1,1<i<nigin

0 , diger yerlerde

f:\' (xlaxz’--‘ax,,) 2{

dir.

T= (X (1):X (2),...,X (n)), sira istatistiklerinin olugturdugu rasgele vektor olsun.

T rasgele vektoriiniin olasilik yoguntuk fonksiyonu,

Jr (xlsxzwwxn

{n! , 0<x<x,<.<x,<1
)= (2.21)

0 ) diger yerlerde

dir. Xy =0 ve X,y =1 olmak iizere ardistk sira istatistikleri ile olusturulan farklar
(Spacings) S; = Xy — Xy, 1<i<n+1 olmak vzere S = (S ,SZ,...,S,,+1) olsun.
S+, +...+8,,, =1 dir. § vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

n! , s;20ves+s,+..+5,,=1

85855000580 ) = A
fg(l 2 H) {0 ) diger yerlerde

olmaktadir. Bu nedenle, S nin olasilik ifadesi teorik olarak, § -+, +..+5,,, =0
derecesinin alt kiimesinin miktarina bagh olarak veya

{s; 20 (1<i<n),s +s,+..+s, S1} ifadesine gore elde edilebilir.

(2.21) de verilen S vektorimiin olasithk yoBunluk fonksiyonu aym sirada herhangi bir
permitasyon altinda degismeden kalabilir. Dizgin dagilimh rasgele orneklemle
olugturulan ardigtk  sira  istatistikleri arasindaki farklar yer degistirilebilen
(exchangeable) rasgele degiskenlerdir.
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Herhangi bir §; aralifinin (Spacing) olasihk yogunluk fonksiyonu S;’ in olasihk
yogunluk fonksiyonuna ve (S’i,S j),(i;é j) cifiinin ortak olasihik yogunluk

fonksiyonu (S,,Sz)’ nin ortak olasiltk yogunluk fonksiyonuna esittic. Buna gore,

x, 20 ve x + <1 igin,
Fy (x)=Fy ()= Fy (x)=1-(1-x)"
ve

Fs.s, (%)= P(Xgy <2, X~ Xy < ¥)

X

= ﬂl £ (1 = —l—i/;]”—l }(1 = u)’H du (2:22)

=1-{(1—x)" +(i-y)’ _(;,x_y)n}

dir. Buradan S; ve (Sl.,S j) igin olasilik yoguntuk fonksivonlar,

fs, (x)=n(1- )c)"_1
ve (2.23)
72

Js,5,(x)=n(n-1)(1-x-y)

olarak elde edilir.
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Xqy=u verildiginde X, — X, in kosullu dagiilimy, [O,I—u] araliginda dizgin

dagilima sahip #—1 tane rasgele degiskenin olugturdugu 6meklemden elde edilen

ardigik sira istatistikleri arasindaki farklarla meydana gelen arahklarin dagilimina esittir.

2.1.4.3. Ustel Daghim Durumunda Ardisik Sira Istatistikleri Arasmdaki Farklarn
(Spacings) Dagihm

X;,i=1,2,..,n rasgele degiskeninin olasihik yogunluk fonksiyonu f,
f (x)::ﬂe_'h , x>0 olarak verilsin. X|,X,,...,X, rasgele 6meklemden elde
edilen Xy, X3y, Xy stra istatistikleri ile ve X =0, ;=X —X,,

(1 <ig n) olmak fizere tammlanan S = (SI,SZ,...,S,,) vektoriiniin olasihk yoZunluk

fonksiyonu, 5; >0 (l <ig n) igin,

n

fs (slzs2a..-;su ) = n!lnne‘_l(s]t*si)

i=l
(2.24)
—-).Z(n—iﬂ )s;
=nli"e =

- Hl(n —i+ ])e—ﬂ.(n—i-)-l)si

i=1
dir.

Goruldigii tizere S vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu » marjinal iistel olasilik
yogunluk fonksiyonunun carpimma esittir. Bu durumda, S,,S,....,S, bafimsiz ve

parametreleri sirast ile /'in,/l(n—l) s A oOlan listel dagilima sahip rasgele

degiskenler olmaktadir. Bundan dolay1, {l(n —-i+1)8;:1<i< n} olarak tanimlanan

18



rasgele degiskenler birbirinden bagimsiz ve ortalamast 1 olan tistel dagilimdan alinmug
rasgele degiskenlerdir. Bu rasgele degiskenlere normallestirilmis araliklar (Spacings)
denir. Bu dafihm varsayimi altinda ardigtk sira istatistikleri arasindaki farklar

(Spacings) birbirinden bagimsizdir.

(2.24) denklemi ve normallestirilmis araliklarin (Spacings) gosterilen olastliklar: esas
olarak Sukhatme (1937) tarafindan tammlanmugtir (Pyke 1965).

2.2. Yer Degistirilebilirlik (Exchangeability)

Port (1994) de ifade edildigi hali ile yukartda da deginilen yer degistirilebilirlik

(exchangeability} tammi ve konu ile iligkili bazt 6nemli teoremler agagida verilmigtir:

Tamm 2.2. X}, X,,..., X rasgele degiskenlerinin ortak dagilim fonksiyonu J olsun.
X,,X,,..,X, rasgele degiskenlerinin #! tane degisik takilandirmas: igin 7,

X, X,,.., X, rasgele degiskenlerinin #! takilendirmasimn herhangi birini gosteren

yer degistirmelerinin bir fonksiyonu olmak tizere, F' dagilimi igin her Be B (9{") ve

. yer degistirilebilir rasgele

v ign, F(r'(B))=F(B) ise X,,X,,..X

degiskenler denir.

X1, Xy,.... X, rasgele degiskenleri yer degistirilebilir (exchangeable) ise R’ de
tammh X =(X . ST, ¢ n) rasgele vektoriinin #! tane takilandirmast ayni

dagilima sahiptir denir (Port 1994).

Benzer olarak, 7 permiitasyonlan igin, 7.X ve X aym defilima sahipse X rasgele
vektorit yer deistirilebilen (exchangeably) dagihimlidir.

Onerme 2.1. X|,X,,..,X, birbirinden bagimsiz ve aym dafilmli rasgele

degiskenler ise X, X,,..., X, yer degistirilebilir (exchangeable)dir (Port 1994).

19



Sonug 2.1, X, X,,..., X, rasgele degiskenleri yer degistirilebilir (exchangeable)
olsun. g &lgilebilen bir fonksiyon olmak izere Y; =g(X i),lSi <n olsun.

Y.,Y,,....Y, yer degistirilebilir (exchangeable) rasgele degiskenlerdir (Port 1994).
2.3. Laplace Déniigiimii

Uyan (1980) da ifade edildigi hali ile Laplace déniigiimiiniin tantmi ve konuya iliskin

bazi 6nemli teoremler agagida verilmigtir:

Tanm 2.3, [ (t ) fonksiyonu ¢ >0 icin £ degigkenine ait bir fonksiyon olsun. f (1)
fonksiyonunun Laplace doniigiimii ],[ b (t)] =F (s) bigiminde gosterilir. "L"

semboliine Laplace doniigiimii operatorii denir. Sozkonusu [ (t) fonksiyonunun

Laplace donistim,
L f(t)]=F(s)= J. f(t)e™at (2.25)
0

seklinde yazilabilir. Buradaki § parametresi reel bir degerdir.

Teorem 2.2. (Laplace dontisiimii operatorii L nin lineerlik 6zelligi)

fi ve f, fonksiyonlanimin Laplace donistimleri, L[ A (t):‘:FI(s) ve

L[ 5 (t)] =F,(s) olsun. ¢; ve ¢, sabit degerler olmak iizere,

L[clf, )+ fy (l)] = clL[:fl (t):|+c2L[f2 (t)]
(2.26)
= F(s)+¢,F(s)

dir.
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2.4. Boliinmiis Farklar

Herhangi bir polinomiyal fonksiyon bolinmis farklardan hareketle yeniden ifade
edilebilir. Boliinmis farklar, bir fonksiyon igin polinomiyal interpolasyonun bir
aracidir. Bolinmiig farkiar, agagida verilen Tamm 2.4. e gore elde edilmis fonksiyonlar

olarak ifade edilebilir.

Tanmm 2.4. f fonksivonu D reel sayilar kiimesinde tamimh bir fonksiyon olsun.
f (x) fonksiyonunda x degiskeni igin Xxy,X,X,,...,x, degerleri verilmis olsun.

Xq>%1 5%y ,...,%, deferlerinin hepsi birbirinden farkli olsun.
f(x) fonksiyonunun Xg,x; € DD igin bolinmiis farkr f [xo,xl],

PACY rACH]

f[xo,x;]- Xy — %

olarak taumlamir. Benzer sekilde, X, ve x, noktalan igin f (x) fonksiyonunun

boliinmiis farks,

_ SO - f(x)

f[xb'x?.]'— X — X
1 2

dir.

Xg,X; Ve X, ,[) kiimesinden alinsin ve herbiri farkh Gi¢ nokta olsun. X,,X; ve X,

noktalar: igin f fonksiyonunun béliinmiis farks,

f[xo,xl]‘f[xbxz]

Xo — X

f[xoaxth]:
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dir. Burada f [xo,x\] ve f [x‘,le de ortak noktamn X, oldugu gorilmektedir.
Benzer olarak, [ kumesinden alinmyg birbirinden farkh Xg,X;,...,X, noktalar igin

boalinmiig farklar,

FAEYS S o B N

‘xO - xn

S %0 Xpsees X | =

olarak yazilir (Milne ve Thompson 1933).

Teorem 2.3, f fonksiyonunun X,,X,,...,X, noktalarindaki bolinmis farks,

dir (Jankovic 2000).

Sonu¢ 2.2. [ [xo,x,,...,x,,] olarak tamimlanan boliinmiis farklar teoreme gore

simetriktir (Yankovic 2000).

Teorem 2.4, (Newton boliinmiis fark interpolasyon polinomuy)
f (x) fonksiyonu béliinmiig farklarla asagidaki bigimde ifade edilebilir. Burada X

yerine X almmaktadir.
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F(x)= 7 (a)+ (x=x) a0 ]+ (-0 ) (- x) 0, 5]+
ot (=21 ) (2= 0 )= 2, ) £ [ g, ]
(=) (1= 1) %y ) [ Tgreaty ]+
(=) (=2 )= %) £ X1 e, ]

(Milne ve Thompson 1933).

Teorem 2.5. (Rolle Teoremi) f (x) fonksiyonu [a,b] arahginda sirekli,
tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. @ ve b noktalari f (x)=0 olacak bigimde kok

degerleri ise f'(x) =0 olacak bigimde x € (a,b) vardir (Milne ve Thompson 1933).

Teorem 2.6. Newton’ un genel interpolasyon formiilii kalan terim R, (x) ile birlikte,

n-t

F@)=F(@)+ ) (=) (5= 1) (= 1) f [k ]+ R ()

s=}

bigimindedir ve burada kalan terim,

R, (x)=(x—x)x=x)c(x = x,) 1. 50 %0 %, |
dir. Dolayisiyla,

#-1

P, (x) =f(x)+ Z(x— ) x—x)x— xs)f[x‘,xz,...,xm]

s=1
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(n — 1) nci dereceden polinom olmak iizere,

R, (%)= 1 (%)= Pra(x)

bigiminde ifade edilir. P, (x) in x egore (l’l - 1) nei tiirevi,

P (xY = (n=1)! 5%, ]
dir.

Simdiye kadar verilen ifadeler i¢in f (.x) fonksiyonu sinirsiz olarak alinmugtir.

Rolle teoremine gore R, (x) in birinci tiirevi Rn(x) de , (a,b) deki 7 —1 nokta
kaybolmaktadir. Benzer olarak kalan terimin ikinci tiirevi R:,(x) de, (a,b) deki
1~ 2 nokta kaybolmaktadir. Rolle teoremi tekrar uygulandiginda R, - (77) =0 olacak

sekilde (a,b) aralifinda bir 77 noktas: bulunmaktadir. Bu durumda,

_ ")
(n—1)!

Slx%,0%,]

yazilabilir.

Bu sonuglardan hareketle gu ifade edilebilir;
f (x) , reel degerli bir fonksiyon olsun. [ (x) fonksiyonu, [a,b] aralifinda tammlr ve

(a,b) de n kez turevienebilir olsun. [a,b] araligindan alinan birbirinden farkls

XgsXy5..-»%,, noktalart icin,
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()
f[xmxl,...,xn]_—_ __f_(é)

n!
olacak bigimde ((1, b) araliginda bir & noktas: bulunabilir (Milne ve Thompson 1933).

Teorem 2.7. Boliinmiis farklar sonlu integrallerle de ifade edilebilir.
(0,1) araliginda tiirevienebilen bir fonksiyon f olarak tammlanstn. [0,1] araligindan

alinan birbirinden farkli X;,X,,...,X, noktalan mevout olsun. [ fonksiyonunun

Xy,%5...,X, noktalarindaki bolinmiig farklan,
y o1

1 n-2
flx. %05, ]= JB j
[V ]

LU, ), dty dy (227
0
olarak ifade edilebilir.

Burada,

u, =(1=1)x +(f = 1) %+ 4l — ey )Xy X

n=1%n

ve I,1,,...,1,_; birbirinden farklidir (Milne ve Thompson 1933).

25



3. PROBLEM VE COZUMUNE YAKLASIMLAR

Girig kismindaki Mack (1948)° in tanimladigt k ° & toplulukiar ile ilgili 3 ncii problem
su sekildedir:

N gok biiyiik bir dogal say1 olmak iizere N sayida kutucuk ve #<N olacak bigimde 7
tane top olsun. # top rasgele bir sekilde N kutunun igine dagitilsin. N tane kutuda

verilen p sayidaki ardisik kutularda k& tane topun yer almas: olarak tammlanan & *

toplulugun olasihig1 bulunmak isteniyor.

Rasgele olarak kutulara yerlestirilen & top igin 1 nci top ile k& nci top arasmdaki uzaklik
< p kutucuk sayis1 olacaktir. Boylece k ° I topluluk elde edilebilir, ancak k top bir
baska k+1/ ° ki topluluga ait olmayacaktir.

* Herhangi bir topun N nci kutucuga dasmesi olasthg:

o

* k—1 topun p —1 kutucuga ditgmesi ve geriye kalan 7 —k topun N — p kutucuBa

diigmesi olasilif:
p-1(N-p
k-1 J\n—k
N -1
n-1
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dir.

Sonug olarak bu iki olasithiin ¢arpimi, N kutucuktan ardigtk p tane kutucugia & tane

topun yerlestirilmesi ya da herhangi bir & ° I1 topluingun olasihigint verir:

p-1)(N-p
k-1 \n—k
N .
n
Problem (0,1) araligindaki diizgiin dagihim igin ele alinsin. Diizgiin dagilimdan alinan

7 rasgele nokta olsun.

Burada k ° I fopluluk, A uzanlugunun iginde & noktadan olusan kiimedir.

< A —»>
5 o 7
0 xy-Ay x-y x xtAx 1
A
< A >

Sekil 3.1. Siirekli durumda diizgiin bir dogru boyunca & * &z toplulugun konumu

A -baglangig noktasindan x kadar uzakta bir nokta ahindiginda (x,x +Ax) gibi ¢ok

kiigitk bir aralifia £ nct noktamn diigmesi olasiliina bakilirsa;
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x+Ax

J.ldt:Ax

dir.

Boylece, & nci noktamn yerinin belirlenmesi ile & ° /1 topluluk olusturulmaya

baglanmugtir. X noktasindan y ye kadar

CD| iginde kalacak sekilde C noktastna dogra

oteleme yapilsin. Olugturulan (x- y-Ay,x— y) aralifma 1 nci noktamin diigmesi

olasiligt;
x—y
J' 1dt = Ay
x-y-Ay
dir.

Bagska bir deyisle, (0,1) araligindaki diizgiin dagilima sahip 7 noktadan herhangi birinin
(x,x +Ax) araligina diigmesi olasilift Ax,(x— y—Ay,x— y) araligina diigmesi
olasthfnn Ay dir. [CD|=2A - y kadardir.

Sonug olarak, iki noktanin Ax ile Ay olasiliklarmi igeren araliklarin (sirast ile
(x,x +Ax) ve (x-— y—Ay,x— y) araliklari) arasina  diismesi  olasihif
nAx(n—1)Ay dir.

iki noktanmn yerinin belirlenmesinden sonra geriye kalan k-2 noktanm k °l ropluluk
tammi gereBi (X — ¥,X) arahfna diismesi isteniyor. #-2 noktadan kalan k-2 noktamn

bu araliga digmesi olastigr Ci 2 Y dir.
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[CD|=2A~y araif iginde olusturulan k ° I topluiuk x—y—Ay ile Xx+Ax
aralifim kapsamaktadir. Bu nedenle, kalan noktalarm & ° Z topluluk tamm kapsami

diginda olmast olasiligt da katlusa, bir & ° & toplulugun (x,x+Ax) ve

(x —y—Ay,x— y) arasinda bulunmas: olasiligi:

nAx(n-DAYCF 2y 2 (1= 22+ yy'™*
olmaktadir. Mack (1948), problem yaklagik hesaplamalar ile ¢oziilmektedir.
Benzer olarak, Naus (1965 ve 1966)’ un dogru boyunca dizilmis noktalarin belirli bir 4

uzunlukiu arahklarda yer alan gozlemlerin sayilannin maksimumuna iligkin dagiiimi

tizerine galigmasi bulunmaktadir.

n tane gozlem (0,]) araligindaki diizgiin dagilimdan rasgele ¢ekilmis olsun.

P(k

mA), (0,1) araliginda A uzunluktaki bir aralikta kiimelenmis gézlemlerin

maksimum sayisinin & veya k dan daha fazla olmas: olastligint gostersin (Naus 1965).

X1, X,,..,X, rasgele depiskenlerinin herbiri birbirinden bagmsiz ve (0,1)

arahginda tammhb  dizgin dagiimh  olsun. Bu rasgele omnekleme iligkin

X, (1)’X (2y5+» X () Sa istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu;

P(Xpy €21, X9y S Xy, Xy £, ) = 12! J.j Idx,dxz..‘dxn
dir.

1-Plk }n;/l) olasihg; (0,]) arahiginda yer alan A uzunlugundaki bir aralikta & nokta

bulunmamasi olasilifidir. Baska bir deyisle, 1- A4 uzunlupundaki arahikta 7~k dan

daha az sayida nokta gozlemlenmesi olastligidir.
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0 Xy < Xy <. < X,y <1

sira istatistikleri, 3.1

X(/(-H‘-—])—-X(f)>ﬂ' s Vi=1,2,...,n—k+1

olarak tamimlansin. (3.1) de ifade edilen iki sira istatistii arasindaki farklardan en
bityiginiin A4 uzunlugundan biyilkk olmasi olasih@, A uzunlufu disginda kalan

kisimlarda n-k dan daha az sayida noktamn bulunmast olasilig demektir.

P(kln;ﬂ.) olastiiun (3.1) deki ifadelere gore hesabt gok islem igeren integral
hesaplarina dayanmaktadir. & > #/2 ve A<//2 oldufu durumda P(k!n;/l)

olasthiginm, X;,X,,...,X, nin A nci dereceden polinom olarak gosterilecegi Naus

(1965) tarafindan ifade edilmistir. Bu nedenle Naus (1965) hesaplamay: yaklasimla
yapmaktadir.

L tamsay: olmak iizere P(k,rl;/'l) olasthginda A yerine //L alindiginda P(k In;ﬂ)
1/L nci dereceden polinom olarak karsimiza gikmaktadir. P(kln;/?,) ile P(k!n;l/ L)
nin katsayilan birbirinin aynist olmaktadir. £ > #w/2 ve A<I1/2 igin P(k |n;)u)
veP(k,n;l/ L) yaklasimi ile hesaplanmaktadir. A 21/2 oldugu durumda ise

Pk }n;/?,) olasilig dogrudan bu yaklagimla bulunmaktadir (Naus 1965).
Teorem 3.1. (Naus 1965) P(kln;l), (0,1) araliginda A uzunluktaki bir aralikta

kiimelenmis gozlemlerin maksimum sayisimin & veya k& dan daha fazla olmas: olasilig
agagidaki gibi tanmlanr:
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P(kln; A)=C(k|n; A) — R(k|n; 2) L A21/2vek>(n+1)/2
= C(k|n; 2) L ASI/2vek>n2

Teorem 3.1. de gegen ifadelerin daha agik bir yazimi igin asafida verilen bazi

notasyonlar kullanitacaktir:

blk|n; A) =[Z]A" -+
k
F;,(k[n;/l)=2b(iln;/l)
i=0
ve
Gb(kln;/t)=2b(f|n;,1)
i=k

olsun.

Bu durumda Teorem 3.1. de verilen C, H ve R swasiyla,

Clkln; 2) = (n— k + Dbk = 1|n; A) — (n— k)b(k|n; A)
+G, (k|n; A) + Gy (k + 13 2)
=(n—k + D[ G, (k ~1n; 4) + G, (k +1]n; 2) |
—2(n— k)G, (k|n; A)

ve
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k(1- 4)
)

~(n—k+DFy(n~k+1k;(1- 1)/ 2)

H(k|n;A) =

Fy(n—kjk=1;(1- 2)/ 4)

olmak iizere,

R(k[n;ﬂ)=i:b(y[n;/1)b},(n —k|y;(1-2)/ 2) + H(k|n; A)b(k|n; A)

v=k
dir.

Giris kisminda verilen 5 nci problem Seth (1950) ve Lieblein (1952) tarafindan
verilmigtir. Ormeklem ¢ap1 kiigiik oldugunda drnegin #=3 olarak alindiginda Seth
(1950) ve Lieblein (1952) problemi normal dagilim ve diger dagilimlar igin ele almigtir.

Cap1 3 birim olan bir drneklem igin sira istatistikleri X (]),X (2),X @) olsun. En yakm

iki gézlemden elde edilen rasgele degiskenler X' ve X" olarak gosterilsin. X '> X"
igin,
X'—_‘X" XI—X" X|+X"

Y = Y =

=X(3)—X(l)’ 2Ty Ty

1

olacak bigimde ¥; , i=1,2,3 rasgele degigkenleri tammlansin.

Ornek olarak,

e
f(x)=\/;_ﬁez' , —0<xX<®

olarak almdiginda Y; rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,

32



33

f(yl)=m

. 0y <12

olarak bulunur.

Y, nin olasilik yogunluk fonksiyonu,

« ] 2
4J3 _2 X
f(y2)=——£e 2 e 3 didy, , 0<y,<m
n .
3y
dir.
X'+ X" o Al _ .
V3= ——2— rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu,
A N {ywww
f)=—— j j e dy,dy; +
N27
0 y3+3p,
wy3=iyy (—21——,\'3 e +y§)
+ e dxdy,dy, |, —0< y; <0
0
bigimindedir.

Probleme ardigtk swa istatistikleri arasindaki farklarla olusan araliklarin lineer
kombinasyonlart olarak bakildiginda Huffer (1988) 1 g¢ahigmas: su sekilde

verilmektedir:
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n—1 gaph (0,1) araliginda diizgiin dagihmli rasgele orneklemi ele alalim. Birim
aralikta degier alan gozlemler aralit n pargaya boler. Bu pargalarin uzunluklar

81,9,,...,S, olarak gosterilmektedir. Bu uzunluklara ardigk swra istatistikleri
arasindaki farklar (spacings) adi verilmektedir. S=(S1,S2,...,S”)' rasgele stitun
vektorh S, + 8, +...+ S, =1 kosuluna gore diizgin daghima sahiptir.
S;,i=1,2,....,n lerin yer degistirilebilir (exchangeable) rasgele degiskenler oldugu

2 nci bélimde ifade edilmistir.

T:kxn lik reel bir matris olsun. (I'S) rasgele vektorinin dagiimu arastirilmak
istensin. (I'S) vektoriiniin olasilik olgiisi P(I") ile gosterilmektedir. AR om
herhangi bir olgiilebilir alt kiimesi olmak iizere Pr(I‘S EA)=P(F)(A) dir. Baz1

durumlarda P(I") basit terimlerin toplam gibi gosterilebilir.
Herhangi bir £ € R* vektori igin,

I; e T matrisinin i nci siitunun & siitun vektorii ile yer degistirmesi sonucu elde

edilen k x 7 lik bir matristir,

13
Teorem 3.2. (Huffer 1988) dz(dl,dz,...,dn)' ve Zd,. =1 olan herhangi reel

i=1

sayilar olsun. £ =I"d olarak tammlansin.

P(D)=) dP({T,)

i=]

dir (Huffer 1988).
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Tam /i ler igin d; 20oldugu durumda P(T') olasthg P(I, ;) lann konveks

kombinasyonu olmaktadir.

Teorem 3.2. Huffer (1988) tarafindan asagidaki bigimde ispatlanmaktadir:

Teoremin ispati sonlu farklarin hesabinda kullamlan boliinmisg farklar ile yapiimaktadir.

Herhangi bir f fonksiyonu igin boliinmiis fark,

f[xhxz]:f(xz)"’f(x})

Xy =X

seklinde tanimlanmaktadir. Burada [ [xl,xz], S(x) fonksiyonunun x; ve X,

degerleri icin boliinmusg farkidir.

Buna gore, 7> 2 igin boliinmilg farklar,

= o xsnx, = f [0 %0006, ]

'xn r ‘xl

fi‘x} :x29“';x”

dir. Bu tamim sadece X;,X,,...,X, deferlerinin hepsi farkli oldufunda gegerlidir.
[ fonksiyonunun tirevleri meveutsa f [xl,xz,...,x"] boliinmiig farklarla tammianan

fonksiyonianin herhangi x;, i =1,2,...,n degerleri igin limitleri vardir.

Asagida verilen (3.2) ve (3.3) esitlikleri f[xi,xz,..,,x"] in X,%,...,X, e gore

simetrik oldugunu gosterir.

Xy 5%y 5., %, deferlerinin hepsi farkl: oldugunda;
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n

flx%,0%,]= z S(x) (3.2)

i=l H(xi =X;)

J#

dir. f fonksiyonu siirekli ise ve 1 —1 nci tirevi f° ("1 Varsa, herhangi X5 Xgseees Xy
degerleri icin E, [0,1] arahginda dizgiin dagilimli 7 tane birbirinden bagimsiz

rasgele degigkenin ortak olasthk yogunluk fonksiyonu altinda S;,S,,...,S, nin

dogrusal kombinasyonlarinin degeri olmak iizere,

(m=DIf[x,%,...%,|= Ef““"[zx,.s,) (3.3)

i=]

dir (Huffer 1988). (3.3) in timevarim yontemi ile yapilan ispatinda S, ve

(81,8558, ) /(1= S,,) vektorimiin birbirinden bagimsiz olmast ve S, in olasilik
yogunluk fonksiyonunun O<x<l1 igin (-1~ x)"? ve
(81,855-»8,4)/(1=8,) vektoriniin R" de diizgin dagilima sahip olmasmdan
yararlanihr. Herhangi bir X =(X,X;,...,%,)} i¢in f [x]= f [xl,xz,...,xn] ile

gosterilsin. Eger (3.3)de f(u)=¢" alimirsa S nin Laplace donisimii olan,
Eexp(8S) = (n-T)lexp[0] ., 6=(6,6,..6) (3.4
ifadesine ulagilir. I'S vektoriniin Laplace dontgiimii (3.4) esitliginden yaralanarak,

Eexp(6(I'S)) = (n—1)lexp[6T] , 0=(6,,6,,....6,) (3.5)
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bigiminde elde edilebilir. Teorem 3.2., dogrudan dogruya (3.5) esitligini ve agagida
ifade edilecek bolunmig farklar igin yardimet teoremi takip etmektedir. Herhangi bir

satir vektorid X = (X,,%,,...,X, ) ve herhangi bir reet sayt # igin,

Xyt X vektorinde / nci elemamn # ile yer degistirmesi sonucu elde edilen

vektordiir.

Huffer (1988)" in boliinmis farklar igin yardimcer teorem su sekilde ifade ediimektedir:

f fonksiyonu 77 —1 nci dereceden sirekli tiireve sahip herhangi bir fonksiyon olsun.

N
Sabitlerin vektoris d = (d,,d,,....,d, ) ve Zdi =1 varsayilsin.

i=|

Her x vektoriiigin, # = xd olmak iizere,

f[x] = idif[xf,u ]

dir.

Bu sonug #,X,X,,...,X, deBerlerinin hepsi birbirinden farkh oldugunda (3.2) nin
kultaniimast ile ispatianabilmektedir.

(33) formilinden gorildugn gibi f[x,,%,,....%, ], %,%5,.,%, lerin sirekl:
fonkstyonudur, 8yle ki bu yardime: teorem tim X|,X,,..., X, ler i¢in gegerlidir.
Varsayalim ki £ =1'd ve u=0& olsun. (61)

=0T, - olarak gosterilsin.

{313

Yukanidaki yardimet teoreme gore,
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exp[6T]= i:d" exp[gri,._f]

i=l

olarak ifade edilir. Buradaki ifadeye gore, (3.5) formuliindeki Laplace déniigimi,
benzer Laplace doniugiimlerin  lineer birlesimi (kombinasyonu) bigiminde

tamimlanabilmektedir.

Asagida verilen 6rekler, diizgiin dagtliml rasgele 6rneklemlerle elde edilen ardigik sira
istatistikleri arasindaki farklarla tanimlanan olaylarin olasihiklarimin bulunmasinda
Teorem 3.2. nin nasil kullanilacagim gostermektedir. ilgilenilen olaylar ardigik farklar
istatistiklerinin lineer kombinasyonunu igermektedir. Omek1’ de araliklarin tek bir
lineer kombinasyonunun dagilimi gosterilmigtir. Sonraki iki érnekteki dagilimlar da
Ornek1’ deki dagihma benzer olarak elde edilebilir (Huffer 1988).

Dogru veya gember lizerinde dilzgiin dagihimli yigindan cekilen rasgele bir érnekleme
ait gozlemlerin kimelenmelerine iligkin olasiliklanin hesabi igin gesitli yontemler Naus

(1982)’ un galigmalarinda goriilmektedir (Huffer 1988). Bu ve benzeri problemler
P{K >t,1<i< k} veya P {Y, <t,1<i< k} olasiliklarinin hesabini icermektedir.
Burada (1,Y,,....Y;)' =TS dir. I', O ve 1 degerlerini igeren bir matristir. Glaz ve
Naus (1983) dogru boyunca kiimelenmelerin sayisinin varyansiny, £, /,k keyfi degerler

olmak iizere,

P ZS" <t,ZS,. <t 3.6)

olasiliklarin hesabim kullanarak elde etmigtir (Huffer 1988).

Asagida verilen orneklerde ilgilenilen olasiliklara Teorem 3.2. uygulamrken (3.6)

olasilik hesabina basitlegtirilerek sadelestirmeler yapiimaktadir.
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Ornelder:

Ornelei: (Huffer 1988) T, 1x # lik bir vektor ofarak alinsin. 'S nin dagilimi Teorem

3.2. yardint ile hesaplanmak istenmektedir. k <n ve 4,,4,,...,a, reel sayilar olsun.
[=(q,,0;,....0,). i > k iken a; =0 i¢in Teorem 3.2. uygulanacaktsr.

Varsayalim ki @; # d, olsun.

Teorem 3.2.” ye gore d) + d, =1 ve dya, + d,a, =0 olacak bigimde yapilabilecek

segimlerden birisi,

@4

d =
a4 =G

ve
4
4=t

dy =

dir. d, ve d, Teorem 3.2 de verilen kosullara uygun olarak secilmistir. Boylece elde

edilen &£, 1—‘,.’ s yi daha basit hale getirecek ve sonuca ulagmay: kolaylastiracaktir.
Buradan,
P(TS>1)=P(T)
3.7

=d,P(To)+d,P(T)

dir. £ >0 ve 1<J £k igin yukanidaki (3.7) ifadesi,
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1>{Za,.s,. >1}=dll’{§:aib‘, >1}+d21’ D as, >1}

i iz] i#2

olarak yeniden ifade edilebilir.

£ > 0 sabiti igin bu olasilik,

k
Qk(al,az,...,ak)=P{Za,.S,. >t} (3.8)

i=l
bigiminde ifade edilir.

S; yer degistirilebilir (exchangeable) oldugu igin
0(a1,0,05,..,0,) =0, | (9,,05,..,a4,) v.b. bigiminde yazilabilir. Bu sebeple (3.8)

deki formiil,

a2Qk—l(a2=a3r~'aaI:)_a]Qk—J(aha.?’"',aA')
Ayl ) =
QI{( 15425054, az_al

3.9

bigiminde de yazilabilir. 41,8y,...,0;, sabitlerinin hepsi farkl: oldugunda (3.9) formiilit

O (ay,a,,...,a,) igin bolinmis farklara dontisiir. (3.9) igin asaghda verilen yardime:

teorem ( Huffer 1988) daba agiklayic: olacaktir.

8,4, X, %, ,...,X,, hepsi birbirinden farkh reel say1lar oldugu varsayilsin,
X5 X)5.-5X, yerine x semboli kullamism. f ve & fonksiyonlan tim x ler igin

g(x)=xf(x) olsun. Buna gore,

gls.t,x]= M__—;{-{[—X] (3.10)
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dir. (3.10), (3.2)" de bolinmiis farklar igin verilen ifadenin uygulanmasi ile elde edilir.
X, .i=12,..,n (0,[) arah@indaki diizgan dagilimdan alinmuy rasgele degiskenler

olmak iizere,
PLS > x}=(1~x)"" , 0<x<l igin G.11)

oldugu bilinmektedir. k>0 igin, g, (u)= u* _’Q, (u)=u* "’P{uS‘; > l} bigiminde

ifade edilir. Tantmlanan ¢, (%) fonksiyonu (3.11) kultanilarak,

L y u>t
q,(u)= u ; (3.12)

bigiminde yeniden ifade edilebilir.

(3.9)’ da verilen esitlikte k=2 alinirsa,

a0 (a,)~ 4,0 (¢)

a, —d,

O (a,a,)= =4, [ah“z)

olarak hesaplanmak istenen olasihk ile boliinmils farklarla ifade edilecegi sonucuna

varilir. (3.9) ve (3.10) ifadelerini kullanarak timevarum yontemi ile,
04, 8y,..,0,) =g [0, 05,6, ] (3.13)

elde edilir. (3.13) formiala & <# igin, @;,4,,...,4; birbirinden farkh oldugunda ispat

edilebilmektedir. k=1 ve @ =a,=..=q, =/ oldufu durumda ise bolinmiis
farklar tanimianamamaktadir. g, =d, =...=a, =1 oldugunda ise ardigik arahklarin
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£ &
lineer kombinasyoniart toplangSi dir. ZS,. * nin beta dagilirmina sahip oldugu

i=1 i=l
varsayimi altinda, bolinmis farklarin tammindan kaynaklanan hesaplama zorluklar

¢oziime kavusturulur.

Notl: Z;,Z,,Z;,... birbirinden bagimsiz ve parametresi 1 olan istel dagilimdan

alinmig rasgele degigkenler olsun. Z,,Z,,Z,,... rasgele depiskenlerinin olasilik

yogunluk fonksiyonu,

fo@=e", =123, olsun (2,20 Z) D 2 ve (S155,-5,)

i=l
vektorlerinin - dafilimlart  ozdestin.  m—>o0  ve k  sabit alindiginda
(nS,,nS,,...nS, ) vektoriman  dagimi  (Z,Z,,...,Z;) vektorinin dagilimina

yakinsamaktadir (Huffer 1988).

(3.12)’ de ¢ yerine x/7 konulup 7 degeri sonsuza yaklagtmldiginda,

k
P{Za,.Z,. >x}:ﬁ{[a,,a2,...,ak] , x>0 (3.14)

i=l
elde edilir. Burada,

uk~1 —x/u

0

) u>0

fk(u):{ , u<0

dir.
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Ornek2: (Huffer 1988) I'= (7y) > 2xn lik bir matris olsun. 7, tim i ve j ler igin,

0 ve 1 degerlerine esit olsun. Bu duramda, P(I") olasthimin hesabi incelenmektedir.

¥; - T matrisinin i nci sitununu gostersin. I" matrisinin #, s ve ¢ nci sittunlan siras:

ile {1L,OY', (0,1)' ve (11)' olsun. Yani,

1 01
r:
011
olarak verilsin.

P(T) olasihigy, I” matrisinin sivtunlarinin degisimi (permutasyonu) altinda degismez

olmas: sebebi ile bu olasiiin hesab1 7, 5 ve { ye baghidir ve
PI)=P(r,s,1)

bigiminde ifade edilir. #>0, >0 ve £>0 olsun. y, =(1,0),7, =(0,1)' ve
73 =(1,1)" olarak belirlenir. Teorem 3.2.> de verilen kosullan saglayacak sekilde &
sttun vektoril, 7, + 7, — ¥; =(0,0)'=0 ve istenilen d; katsayilan, toplamlan 1° e

esit olacak bigimde 1+1—1=1 olarak belirlenir. Bu secim sonucunda Teorem 3.2.
kuflanim,

P(f‘)zP(r,,0)+P(F2’O)~P(l“3’O)

esitligini vermektedir.

Kiimelemmelerin olastliklarmm hesabi: Bu tirden I'S tammiamalan ile gember veya
dogru zerinde tammli diizgiin dagihimlara sahip rasgele degiskenlerin rasgele bir

omekleminden ¢ember veya dofru iizerinde kiimelenmelerin olasthklarimin hesabi
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yapilabilir. Tarama istatistiklerinin dagilimlarmin bulunmas: i¢in de kullamlabilir.
Tarama istatistiklerinin dagilimlan ile ilgili olarak genis ¢apta aragtirma yapilmaktadir.

Bu alanda Naus (1982)” un galigmasi 6rnek gosterilebilir (Huffer 1988).

Agsagida verilecek olan Ornek3 kiimelenmelerin olasiliklarinin bulunmasi ile ilgilidir.
Bu 6mekte de yine Huffer (1988)’ in gosterimlerinden yararlanilmaktadir ve agagida
verildigi gibidir:

A, k tane satin ve n—1 tane situnu olan bir matris olsun. I, 4 matrisine O
siitununun eklenmesi ile elde edilen 7 situnlu matris olsun ve F=(A|0) ile
gosterilsin. ¥ =(¥,7,,....,1;)" ve Y =I'S olarak tasmiansin.

Herhangi bir £ > 0 degeri igin,
{4}, = P{Y,>1, tiim i ler icin} (3.15)

bigiminde gosterilsin. { ihmal edildiginde (3.15)° deki esitligin sol tarafindaki ifade
{A} seklinde yazilmaktadir. Teorem 3.2. ve sonuglari, {A} > mn hesabt igin
kullanilabilir. Asagidaki 6zellikler yardimi ile istemler daha kolay yapilabilmektedir:

(a) A matrisinin / nci satir elemanlar1 J nci satir elemanlarina esit veya daha biiyiikse,
i nci satir {A} ’ nin degeri degismeksizin gikartilabilir.

Sira istatistikleri arasindaki farklarla olusturulan araliklar ver degistirilebilir ve

A=(40) oldugu igin;

(b) Siitunlann yeri degistirilebilir,

(c) Satirlarmn yeri degistirilebilir.

(d) O siitunlar silinir,

Teorem 3.2 nin uygulamasi olarak Ornekl ve Ornek2’ de hesaplanmak istenen

olasiliklar basit terimlerin hesaplanabilir olasiliklarinin toplam: bigiminde bulunmustur.



Ancak Ornek3’ teki durum igin bu terimlerin hesaplanmas: gerekmektedir. Bu

hesaplamalar1 yapabilmek i¢in ise,

&+l k-]
~1YV . i
P{S, >t,§ S,.>t}= E (" , Jt’(l—Zt)':l"’ (3.16)
J

%) 7<0

oldugunu kullanmak gerekecektir. {S, >t} olayinin kogullandirilmas: ile (3.16)° daki
olasilik elde edilebilir. Ayrica (3.16)" da verilen esitlik, (3.6) ifadesinin bir sonucudur.
Burada (J\C)+ =max(x,0) olacak bicimde negatif olmayan x degeri olarak ifade

edilmektedir.
Ornek3: (Huffer 1988) Yukanda Huffer (1988) * 1 verdigi yontemin uygulamas: igin,
P{S, + 8, >1,8, +8,> 1,8, +8, >1,5, + 5, > 1} ={4}, (3.17)

olasilig hesaplanmak istensin. Burada 4 matrisi,

D QD e
D D = e
[ e =]
— - D D

olmaktadir. {5,,5,,95;,5, ), cevresi 1 birim olan ¢emberin iizerinde dilzgiin dagilima
uygun ofarak konumlandiriimig dort noktanim arasindaki araliklardir.

¥;» A matrisinin i nci stitununu gostermek iizere

}'] =(1707071)' 2 72 = (1,1,0,0)‘ 2 }/3 = (0,1,1,0)' ve ;’4 = (070:1:1)‘

dir.
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Teorem 3.2." de belirtilen kogullara gére, ¥, =¥, + 73 =¥ ve 1 =1+ 1=1 olarak &

vektorii ve katsayilar belirlenir. Buna gore,

{4 ={4,,} -} +{4}

dir. Bu esitlige bakilirsa, esitligin sag tarafindaki Gi¢ olayda belirtilen siitun yerine

=(0,0,1,1)" sittun vektorii konularak iglem yaptlacag: gosterilmektedir. Buna gore;
Vs g

01001000t 100
o1 10ll0o010[{01 00
A= - :
e PR b P L PR
100 1| (11011011

Omek3 icin gereken gosterimlerin tammiandig kisimda verilen (a) dzelligi kullamlarak

isleme devam edilir:
o100 1ooo+0100
1001100710 00T1T1/[

Daha sonra esitlige (d) 6zelligi uygulanir ve O sittunlart (b) 6zelliginin uygulanmast ile

matrisin son siitunu haline getirilip silinirse,

Lot o 5 2]

elde edilir. Son olarak yine (b) tzelligine gore esitligin sag tarafindaki ilk matriste

birinci siitun ile ikinci siitun yer degistirilir:
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1 0 0] {1 0
=2 - . (3.18)
01 1] [0 1
(3.18) ifadesi kullanilarak,
PYS|+8,> 1,8, +8;> 1,8+ 8, >1,5,+8, > 1}
(3.19)
=2P{S; > 1,8, +S8; > 1} - P{S, > 1,5, > 1}

oldugu goriiliir.

(3.19) ve (3.16) kullamlarak,

1
=22("; l}f (=20y —(” ; 1]10(1 — 2y

j=0
=2[(1 =207+ (n= e - 20072 |- (- 20y
=(1-2"" 1 2(n -1 - 20)"2

seklinde yazilir. Istenilen olasshik ¢ ye degerler verilerek hesaplanir.

Ornek4: A matrisi,

1100
{4}=]0 11 0
0011

olsun. 7;, 4 matrisinin i nci sitununu gostermek fizere ,
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71 =(1,0,0)' > }/2 =(17170)' ? 73 =(071’1)' ve 74 =(O’071)'
dir.

Teorem 3.2 ye gore, J—V,+y3=y, ve I-1+1=1olmaktadr.

E=y,= (0,0,l)' olarak belirlenir. Buna gore,

{A} = {Al,n } - {AZ,m } * {Alh }
dir. Buradan,
0100 10 0G0 1 100
{A}=01]0~0010+0100
1 011 0111 0 011
Ornek3 igin verilen dzelliklerden (a) 6zelligi kullanslarak isleme devam edilir:

0100 100 0 0100
- +
1 011 0010 0 011
Yukarida elde edilen matrislere sirasi ile (b) ve (d) ozellikleri uygulandifinda,
1 0 00 1 0 N 100
0111 01 011
elde edilir. Yukanda elde edilen ifade (3.17) formiiliine gore,

PiS, >1,S, + 85+ 8, > 1} = P{S, > 1,8, >t} + P{S, > 1,8, + S; > 1}
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olasiligina esit olacaktir. Bu ofasiligin sonucu,

+

=(1-207 2 -t - 20)" 2 + %(n ~)(n—-2)21 -2ty

dir.

Huffer (1988)" m ardigtk swa istatistikleri arasindaki farklann (Spacings) lineer
kombinasyonlan ile ilgili olarak yaptifn galigmada 4 matrisi O ve 1 degerlerinden
olugan bir matris olarak ele alinmgtir. A matrisi rasyonel degerlerden olusan bir matris
oldugunda Huffer ve Lin (2001), bu galigmay: genigleterek istenilen olasiliin hesabini
yapmak igin bir algoritma geligtirmigtir.

X, X,,...X, birbirinden bagimsiz ve (0,1) araliginda dizgiin dagilima sahip
rasgele degiskenler ile ilgili sira istatistikleri X (1),X (2),...,X ) olsun.

Ardigik sira istatistikleri arasindaki farklar,

S’. :X(}) _X(i—l) 9 i=1,2,...,n +1

olmak tizere X(o) =0. X("H) =1ve S¥ :(Sl,SZ,...,S

o) olarak tanimlansin.

A, rasyonel degerler igeren herhangi bir matris ve b, rasyonel degerler igeren herbangi

bir vektor ve £ > 0 olmak iizere,
P(AS(") > tb) (3.20)

olasilifinin hesaplanmasinda A matrisinin siitun sayisimn k < 72+1 oldugu durumda,

4s®) =(4)o)s™
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bigiminde A matrisine, k siitun sayis1 #+1 e esit olacak sekilde O siitunu veya

siitunlan eklenir.

(3.20) de verilen olasilifin hesabi, j 20 olacak bigimde pozitif tam sayt ve A>0

reel degerleri igin,

ny o 1
Y-20" A<l
R(j.A)= (J) ( ) (321

0 . Atz1

kullanilarak elde edilir. Ancak S ") vektori yerine birbirinden bagimsiz ve parametresi
1 olan astel dagtlima sahip rasgele degiskenlerin olusturdugu Z vektori ile (3.21) de

verilen R fonksiyonu,

. e
olacaktir (Huffer ve Lin 2001).

(3.20)’ de verilen olasilik,
O(4,6,2,p)= pIR(p,2)P((1- 20) 45" > 1)
ile gosterildiginde ileride verilen algoritmada temel amag,
0(0,0,4,p)= p!R(p,4)

olacak bigimde A matrisini ve b vektoriinii bos kiime yapacak elemanter islemleri
uygulamak ve asagida verilen (3.22) ile (3.23)° deki temel yinelemeleri uygulanabilir

hale getirmektir. Burada bos kiime, algoritmaya gére yapilan indirgemeler sonucunda
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A matrisinin tek bir satir vektoriinden ve b vektoriiniin de tek bir elemandan olusmas:

ile elde edilmektedir.

A, kxn lik bir matris ve c=(cl,cz,...,c")' sabit sayilarin vektorii olmak tizere,

i
Zci =1 igin &= Ac vektorii elde edilir. 4 ., A matrisinin  nci situnu ile &

i=l
vektorinin yer degistirmesi sonucu elde edilen matristir. Buna gore 3 ncii boliimde

verilen Teorem 3.2. uygulandiinda,

n

0(4:6,2.p)= D 6.0(4.b,4.p) (3.22)

i=]

olacaktir. Yukanidaki A,-’f matrislerinin herbiri agagidaki 6zellikler saglandiginda bu

matrislerin satir sayilarinda azalma saglamr.

A =(a,3.) ve b =(bj) olmak tizere, k 21 igin,

(Rl) a; =0, j>k igin
(R) ay=ay, j<k igin
(R3) ;>0 ve b, >0

b
dir. & =—L olmak tizere, bu azalmanin saglandi1 durumlarda genel gdsterimier,
ay

0(A4,b,4,p)= Z%Q(A{_i),b' —8a",A+8,p+ i) (3.23)
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bigiminde yazilabilir (Huffer ve Lin 2001). (3.23)’ de tanumlanan As, A matrisinin ilk
satiriun silinmest ile elde edilen matris; A{_‘.) , A" matrisinin ilk i sitununun silinmesi
ile elde edilen matris; b , b vektorinin ilk elemanmn silinmesi ile olusan vektor ve

* . v e . . o e se .. - . CHS .
a , A matrisinin ik sGtun vektorinin birinci elemammn silinmesi ile elde edilen

vektdrdiir.

Q fonksiyonunun hesaplanmas: sirasinda kullanilan 6zellikler asagida verilmektedir:

Herhangi bir (G permiitasyon matrisi igin,

(E) 0(4,6.4,p)=0(4G,b,A,p)

(E,) 9(4.0,4,p)=0(GA,Gb, 4. p)
Kosegen elemanlar: pozitif olan 1D kosegen matrisi igin,
(E;) 0(4,b,4,p)=0(DA4,Db, 4, p)

dir. (E,) ozelligi, ardigtk sira istatistikleri arasindaki farklanin yer degistirilebilir

ozellige sahip olmasi ile uygulanmaktadir.

Asagida verilen 6zelliklerin herhangi biri saglandifs zaman A matrisinin / nci satin ve

b vektoriiniin i nci elemam, () fonksiyonunun degeri degismeksizin silinir:

(S)) ay 2ay, tim k larigin ve b, <5,

(S;) ay 20, tim k lariginve b, <0,

(Ss) @ =0, tim k larigin ve b, <0,

(S:) a +ay <0, tim k lar igin ve b, +b, 20,

(Ss) a, <0, tim £ lariginve 5, 20.
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Huffer ve Lin (2001) in ortak galigmas: sonucu elde eitikleri sira istatistikleri

arasindaki farklarin lineer kombinasyonlarina iliskin algoritma agagidaki gibi verilebilir:
Adim 1: A matrisi B, blok matrisleri ile standart forma donistiiriliir. Standart form,
B nin degieri 1 veya 1 den bityitk bir tamsay1 olmak tizere 4 matrisinin bloklara

ayrilmig halidir.

Omegin, B, blok matris ve 4, B =3 olmak iizere,

B, By, Bxa
A= le Bz:) Bz3
B31 B32 B

bigiminde tanimlanabilir.

Adim 2: B;, blok matrislerinden herhangi biri secilir. B, blok matrisleri karesel
olmak zorunda degildir. Ayrica bu bloklar tek bir eleman da bulundurabilir. Yukanda

tarumlanan A matrisi ele ahmrsa; By, B,,, By ana kogegen bloklan higbir sekilde 0
elemanini igermeyecektir. Buna kargin, Blz’ BB, 323 bloklarimn elemanlarinin hepsi

0 olmalidir.

Adim 3: Segilen B, blok matrisinin birinci satin A matrisine gore i nci ve j nci
siitunlarda o ve B gibi birbirinden farkh iki eleman bulundursun. B, biok matrisinin

ilk satirt A matrisinin 7 nci satrimn bir pargasi olmak tzere ¥ =q,; , f= a,; dir.

Adm 4 [=m ise, (3.22) deki ¢ |Kkatsayr vektori olmak iizere
ﬂ ~a 11
C = ,Cj= ve k#1,j igin ¢, =0 dir. Bu durumda ZC,. =1 kosulu
b-a B-a

i=
da saglanmaktad:r.
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Adim 5: I>m ise, k<r ler igin a4y, =a, ; dir. A matrisinin » nci satmndaki en

son, sifir olmayan eleman § nci siitunda yer alsin ve ¥ ile gosterilsin. Bu durumda

i

ve ¢, =1 dir. Zc,. =1 koguluna

i=]

4 _ 7
,C~—
B-a’’l p-a

gore k =1, j,8 i¢in ¢, =0 dir.

(3.22) deki ¢ vektori, ¢; =

Adim 6: £ = Ac olacak bigimde belirlenir ve A,.g matrisleri olusturulur.

Adm 7: Elde edilen A,-’g matrislerinde  algoritma  igin  verilen
(S)($2):(83):(80)(Ss). (R)AR)(R;) kosullan ve (£),(£,).(E;)

ozellikleri incelenir. 4; ¢ matrisleri (JRl),(R2 ),(R3) kosullarim saglarsa §=ﬁ—
’ ay

elde edilir ve (3.23) uygulanabilir hale gelir.

Adim 8: 4; , matrisleri (R,),(Rz),(R3) kosullarin: saglamazsa 4, , matrislerinden

biri ele almir ve A matrisi yerine konulur. Bu matris, Adim 1 de verildigi sekilde
standart forma déniistiriilerek, matrisi bog kiime haline getirecek elemanter iglemler
tekrar edilir.

Orneks: Ornek4’ de verilen A matrisi Huffer ve Lin (2001) in algoritmas: ile

goziilmek istensin. 4 matrisi,
1100
A=10 11 0
0 011

ele alinsin. Huffer ve Lin (2001) in algoritmasina gore ilk once 4 matrisi standart
forma doniigturiilir. Standart form halindeki A matrisinin kogegen blok matrisleri ve

kogegenin iistinde kalan blok matrisler sirast ile,
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B =(L1), By = (1), By = (1)’
=0 = (0. (0]

dir. Algoritmay: uygulamak igin B,; ={(0,1})' blok matrisi ele alinsin. Algoritmanin 5
b3 21

nci adimt uygulanacaktir. Sonugta elde edilen ¢ katsayr vektoris,
c'= (1,—1,1,0)'

olacakiir. £ = Ac ifadesine gore & :(0,0,1)' olarak bulunur. &= ( 0,0,1)’ vektorit

asagidaki gibi yerlestirilir;

A=Ag=~ Aot Ay

Elde edilen 4., 4, Ay ¢ matrislerinde Huffer ve Lin (2001) in algoritmast igin
verilen kogullar incelenir,

A, £ matrisine (E‘) ozelligi uygulandifinda ,

1000
Ag=|1 01 0 (3.24)
0111
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elde edilir. Bu matris algoritma i¢in verilen (Rl),(R2),(R3) ozelliklerini saglar. Bu
durumda (3.23) formiilii uygulanabilir. § =b;/a;, =1 dir. Aynca (3.24) deki matris

(Sl) ozelligini saglar. Dolayisiyla (3.24) de verilen matris,

_ 0100
101 1
bigimini alir ve (EI) o6zelliginin uygulanmas ile O fonksiyonu (3.23) formilliine gére,

Q((l,l,l),(l),],O) = R(0,2) + R(I,Z) + R(2,2)

dir. AI,.f matrisinde algoritmanin igleyisi benzer gekilde Az,g» A3,§ matrislerine de

uygulanir. Sonug olarak aranan olasilik,
(=20 4 2 =Ty = 20) %(n ~1)(n— 22— 2y

olarak elde edilir.
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4. UYGULAMA ORNEKLERI

4.1. Bir Mod Tahmin Edicisinin Daghim:

Bu bolimde, Huffer (1988)’ n ardigik sira istatistikleri arasindaki farklarin lineer
kombinasyonlannin dagilim: i¢in kullandig: algoritma ile bir mod tahmin edicisinin

dagiliminmin elde edilmesinin yolu gosterilmektedir.

Venter (1967), modun iki tahmin edicisini su sekilde vermektedir;

X, Xy,.... X, rasgele degiskenleri herhangi bir dagilim fonksiyonu / e sahip olsun.

, siral rasgele ornekleminin

IY siirekli bir dagihim fonksiyonu olsun. X}, .X,,...,X

modu & olsun.
I/i=X(i+]()_X(i) > i:1,2,...,n‘k (41)
ve

Vi =min{y;:1<i<n-k} (4.2)
olarak tammiansim. Mod (9 ) icin iki tahmin edici,
.= ! X, X G,=X
W (K aek) () v R )

dir.

K (X (1)) L F (X (2)) seems F(X ( n)) (0,1) aralifindaki diizgiin dagiimdan alinmg

rasgele 6rneklemin sira istatistikleri olarak diigiiniilebilir.
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Zy,Zy ..., Z,, birbirinden bagimsiz ve herbiri parametresi 1 olan iistel daflima

sahip rasgele degiskenler olmak iizere,
U=Zi+Z,+..+Z;
igin,

F(X(,.))= Ui L =127

m+l

i

dir. Dolay1styla , i=12,...n (0,1) arahigindaki diizgiin dagilima sahiptir.

ntl

Eger I dagilim fonksiyonunun tersi varsa bunu G = F' ~! ile gosterilir. Bu durumda,

u ) .
X(,.)=G[U' ),::1,2,...,;1 43)

n+l

olmaktadir.

. U.
éj‘ <p ,,( p) < a’—*i olacak bigimde oyle bir ¢, ( p) degeri vardir ki, ortalama
n+l ntl

deger teoremine gore,

)4z
UrH-I Un+1 - G'(¢n(p)) (44)

Ui _ Ui

u

a+l

U

n+l
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U, J
olmaktadir. (4.4) esiiliginin her iki tarafi (U”’k - U, ) ile garpildiginda,

n+l { n+i

U u (U, U,
G ith |2 i _ itk ; , |
(Um-] ) (I[U ] [U 7, )G (¢u(p)) “4.5)

n+l whi n+l
elde edilir. (4.1) ve (4.3) ifadelerine gore (4.5) de verilen esitlik,

Vi= X(i+k) - X(i)

=(%;+L—DILJG'(¢,,(1?))

] n+l

olarak yazilabilmektedir.

Buna gore,

P(min(¥, ,VZ,...,V,,_k)>v)=P[[g—:f—L—](L]G'(¢n(P))> v]

n+l

(4.6)

U, U, v

— e

- [U,m Uy G’(¢,,(P))]

dir. Buradan hesaplanmak istenen olasitik,

P(min(¥,,V,.,...V, ) >v)= P[ka) - Xy >

)

dir.
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Bu durumda bir mod tahmin edicisinin dagilimi igin,
PV, > v) =P(min{} YV} > ) @47

elde edilmek istensin.
Ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarin (Spacings) lineer kombinasyonlarmin
minimumunu bulmak igin 3 ncii Bolimde verilen Huffer (1988)" in ilgilendigi

yontemden yararlanilacaktir.

n=7 , k=3 olarak aindifinda (4.7) deki olasihk 3 ncii Bélimde verilen Huffer

(1988Y m yontemine gore hesaplanilacaktir.

Buna gore A matrisi,

01116000
0011100
A=
001110
00111

olmaktadir. A= (AIO) oldugu igin O siitunu silinir. Buna gére,

111000
011100
A=l 01110
000111

dir.
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Huffer (1988)” 1n verdigi yontem yukandaki A matrisi igin uygulandiginda elde edilen
olasilik,

P(Vx, > v)=P(min(V,1.3,V,) > )

-1
=(1- 2t)'f‘ +2(n -1 - 2;)’;~2 + 4("2 ]tz(l - 2:,‘)';‘3
(4.8)

-1 -1
+4(”3 )r’(l -yt e 2("4 )14(1 ~26)"

dir.
4.2. Ge;netikte Uygulama

Girig kismindaki Nolan ve Speed (2001)’ de ilgilenilen 4 ncii problem, 3 ncii Boliimde
verilen Naus (1965)’ un yaklagimi ile su gekilde ele almabilir:

Stomegalovirits (CMV) ile savagmak icin bilim adamlar virisiin nasil gogaldima dair
aragtirmalar yapmaktadir. DNA® daki baz sayist az oldugundan DNA dizileri pek ¢ok
sablon (6rnek) ierir. Tan;amlaylm palindromlar bu sablon tiplerinden Dbiridir.
Tamamlayic palindromlan olusturan harf dizisinin (bazlarn) 6zelligi tersten okundugu
zaman diizden okunan dizinin tamamlayicis1 olmastdir. Omek: GGGCATGCCC

CMV ile aym aileden (Herpes ailesi) iki virlisin DNA eslemeleri tamamiayict

palindromlaria gerg;ekle:sir:

CMV igin egleme merkezinin (replikasyon kaynaBi) veri virologlara viriislere karg: bir

a1 bulmada yardime: olabilir.

Nolan ve Speed (2000) de aktarnlan CMV’ nin DNA’ st iizerinde yaptif arastirmada
¢ofialma bilgisini tagiyan 296 palindrom elde edilmigtir. CMV’ nin palindromlar en az
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10, en fazla 18 baz ¢iftinden olugmaktadir. Bu bilgiyi elde edebilmek igin DNA
pargalara boliinerek herbir parganin gogalmast incelenmistic. Bu yontemden yola
gikarak aranan ozelligi kaybetmeyecek sekilde aralik belirlenmeye caligilmstir. 250,
500 ve 1000 baz gifti uzunlugundaki aralikta maksimum palindrom sayilarinin olasilik
dagilims asagidaki gekilde elde edilmistir.

Cizelge 4.1. Aralik uzunluguna bagli olarak maksimum palindrom sayilan

Aralik Maksimum palindrom sayilar

Uzunlugu 4 5 6 7 8 9 10 11
250 0.67 0.08 0.006 0.0003 - - - -

500 ~ 0.61 0.12 0.12 0.001 0.0001 - -

1000 - - - 0.34 0.07 0.012 0.002 0.0002

Cizelge 4.1.” de, 500 baz ¢iftini igeren aralikta DNA’ da en az 6 palindrom bulunmast
olastlif 0.12 olarak belirlenmigtir. 250, 500 ve 1000 baz ¢ifti i¢eren uzunluktaki
araliklar igin olasthiklar yukandaki tabloda verilmigtir. Nolan ve Speed (2000), olasilik
hesab1 igin Naus (1965)’ un yaklagimindan yararlanmigtir.

4.3. Diger Uygulamalar
Girig kisminda yer alan 1 nci problem Naus (1965)” un yaklagimu ile soyle gozilebilir:

1 dakikalik siire iginde 15 tane telefonun santrali arama zamanlan rasgeledir. Arama
yapan bir telefonun santrali mesgul etme siiresi 10 saniye olarak belirlenmistir.

1 dakikalik siire iginde 15 telefondan 8 veya daha fazlasinin aym anda santrali arama
olasihigt nedir?
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Burada i=1,2,...,8 iken i nci arama basladiktan sonra 10 saniyeden daha az bir

siirede (7+i) nci arama gergeklesmektedir. Bu durumda elde edilen olasiik Naus

(1965)’ un yaklagimt ile;

P(815;1/6) =0.037

dir. Dikkat edilirse (0,1) araligr 10 dilimlik parcalara ayrilmamaktadir. Arama iglemi
60 saniyelik siire iginde herhangi bir saniyede baslamaktadir. Dolayisiyla belirlenen
10 saniyelik siire 60 saniyelik siire olarak gosterilen (O,i) arah@min herhangi bir

kismint gostermektedir.

Giris kisminda verilen 2 nci problemin Naus (1965) yaklagimi ile ¢Oziimi su
sekildedir:

Probleme gore sayaca alinan sinyaller A oranlt Poisson sitrecini olusturmaktadir. ¢ den
daha kiigiik uzunluklu bir aralikta sayag »# tane sinyali kaydetmektedir. Sayacin ilk

kaydina kadar gergeklesen bekleme siirelerinin dagilimi bulunmak isteniyor. Bunun igin

sayactn ilk kaydina kadarki bekleme siiresi <7 olmak iizere F, (T Lt l Z) olasth@inin
hesaplanmas: gerekmektedir. N , (O,T) aralifindaki noktalarin toplam sayisi olsun.
Budurumda N , AT ortalamah Poisson dailtmina sahiptir. F, (T,t l)/,;N ) N’ nin
bilinmesi koguluna gore F”(T,Z]JL) olasihft olsun. F,,(T,ll/'l;N ), T 2 nin t

uzunfukiu ali arahfinda N tane sinyalin # veya # den daha fazlasi ile olusan

olasthiktir. N nin bilinmesi ile kogullanan Poisson dagilim: ditzgiin dagihma denktir.
Yani, £, (T,I‘X;N ) olasilig P(H\N S lT) dit. N ° nin dagilim iizerinden bu

kosullu olasihiklarin toplams,

—AT (/ow—v)

F(T.8)4)= ZP (n] N3t )2
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olarak ifade edilir.

3 nci: Béliimde verilen ve Girig kisminda 5 nci problem olarak tanimlanan Seth (1950)
ve Lieblein (1952 i n=3 gaph orneklemlerden en ugta yer aldigi varsayilan
omeklemin bir siradis1 (outlier) deger olmasi olasiig: ile ilgili problemi diger bir
uygulama ornegidir. Seth (1950) ve Lieblein (1952) ilgilendikleri érneklemde siradist
(outlier) degeri ararken o6meklemin g¢apini 3 olarak belirlemiy ve diger uygulama
orneklerinden farkli olarak drneklemin alindig: yiginin Normal dagilimdan alindigim
varsaymigtir. Orneklem capim kigik tutarak istenilen siradigt degere ulagmaya
caligmiglardir.

3 ncii Boliimde Ornek3’ te verilen kimelenmelerin olasiliklar, gember iizerinde dagilan
noktalarin diizgiin dagiimli olup olmadig: testinde kullamlabilir. Bu tiir bir uygulama,
mevsimlere gore riizgarlarn hareket yonlerinin diizgiin dagilimli olup olmadigimn veya
hastanenin acil servisine 24 saat i¢inde gelen hastalann gelislerinin dilzgiin dagilimh

olup olmadignun testi olabilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu ¢aligmada, »# tane rasgele defiskenin (0,]) aralifinda dizgiin dagihima sahip bir

yigindan alindiginda, belirlenen A uzunlufundaki bir aralik boyunca deger alan géziem
saytlar ve bunlann maksimumlannin dagiliminin konu edilen farkl: yontemler yardimi

ile nasil elde edileceginin gosterilmesi temel amagtir.

Ugiincii bdliimde verilen problemler ve bu problemlerin ¢oziimierine iliskin tg farkl:
yaklagim yonteminin uygulanmasi gosterilmektedir. Ayrica bu bolimde ilgilenilen
problem igin Huffer (1988) tarafindan verilen kesin ¢oziim yontemi bulunmaktadir.
Huffer ve Lin (2001) in Uciincii Boliimde gosterilen algoritmasi, Huffer (1988)
tarafindan verilen yontemin daha gelistirilmis bigimidir. Bu algoritmada Huffer (1988)°

in yonteminde kullandi@: matrisin rasyonel degerler igermesi durumu s6z konusudur.

Huffer (1988)° in ardigtk sira istatistikleri arasindaki farklarin (Spacings) lineer
kombinasyonunun dagilimt i¢in vermis oldugu yontem Dordinci Bolimde bir mod
tahmin edicisinin dagilimi igin uygulanmstir. Yine Dérdiincii Bélimde Nolan ve Speed
(2001) in tammlanan problemin genetikte uygulamasi ile ilgili caligmas:
bulunmaktadir. Genetik {izerine yapian galismada Naus (1965)” un Ugiincii Bolimde

anlatilan ¢oziim yonteminden yaralamimsur,

Ugiincis Boliimde Seth (1950) ve Lieblein (1952)" i ¢apt 3 olan bir érneklemde swradigi
(outlier) degerin bulunmas: ile ilgili ¢aligmasi yer almugtir. Seth (1950) ve Lieblein
(1952) bu galismasinda problemin ¢6ziimi igin verilen diger yontemlerden farkl: olarak
Orncklemin alindigt yiginin Normal dafilima sahip oldugunu varsaymustir. Ayrica Seth
(1950) ve Lieblein (1952) oreklem capim 3 alarak istenilen swradisi defere ulagmugtir,
Cok bitylik drneklem gaplaninda siradigt degere ulagmak zordur. Bu nedenle Seth (1950)
ve Lieblein (1952) problemi oldukga kiigiik Srneklem gapi ile sonuca ulastirabilmistir.
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