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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Ik boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, tezde gerekli olan bazi kavramlar, tanimlar ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde, nabla ayrik kesirli analizde incelenecek olan bazi esitsizlikler ile

ilgili teorem ve lemmalar verilmistir.

Dordiincii boliimde, tigiincii boliimde verilmis olan bilgilerden yararlanilarak Opial,

Ostrowski, Poincaré, Sobolev ve Gronwall esitsizlikleri incelenmistir.

Beginci boliimde, Nabla ayrik kesirli analizde incelenen bazi esitsizliklerin uygulama

alanlarindaki 6neminden bahsedilmistir.
Temmuz 2014, 50 sayfa
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This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions and theorems which are needed

in the thesis.

In the third chapter, teorems and lemmas about inequalities in Nabla discrete frac-

tional calculus have been investigated.

In the fourth chapter, Opial, Ostrowski, Poincaré, Sobolev inequalities and Gron-

wall’s inequality have been examined by using the notions given in the third chapter.

In the fifth chapter, the importance of inequalities which are observed in Nabla

discrete fractional calculus has been mentioned in application areas.
July 2014, 50 pages

Key Words: Nabla discrete fractional calculus, Nabla discrete inequalities.
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1. GIRIS

Miihendislik ve bilimin farkli alanlarinda yaygin olarak kullanilan kesirli diferensiyel
hesabin temeli 1695 yilina dayanmaktadir. 19. yiizyilin sonlarima dogru Riemann,
Liouville, Griinwald, Letnikov, Caputo gibi matematikgiler kesirli hesap konusunda
onemli ¢aligmalar yapmigtir. Bunlarin en 6énemlileri Riemann-Liouville ve Caputo

tipi olup hala gecerliligini korumaktadir.

1988 yilinda ise Hilger tarafindan zaman skalasinin temelleri atilmigtir. Daha sonra
bir¢cok matematikci tarafindan zaman skalasinin teoremlerinden yararlanilarak ayrik

kesirli hesaplamalarla ilgili caligmalar yapilmigtir.

Ayrik kesirli hesap iizerine yapilan ¢alismalar Atici ve Eloe ile ivime kazanmigtir.
Atici ve Eloe (2007), kesirli fark operatorii igin kuvvet kurallarim ve genellegtirilmis
fonksiyonun o¢zelliklerini verdiler. 2009 yilinda ise nabla operatorii ile ayrik kesirli

hesaplamalar: ifade edip gelistirdiler.

Burada ise oncelikle Caputo tipi ayrik kesirli fark denklemi tanimlanacaktir. Bu
denklem daha 6nceden Riemann-Liouville tarafindan verilmis olan denklem ile kiyas-
lanacaktir. Ardindan ayrik kesirli denklemler i¢in Taylor formiilii ve toplam denk-
lemleri verilip bu tip denklemlerle ilgili Opial, Ostrowski, Poincaré, Sobolev ve Gron-

wall egitsizlikleri incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde calisma boyunca yararlanilacak temel tanim ve kavramlar verilecektir.

n € Nigin t7 := t(t + 1)...(t + n — 1) (rising factorial) ve t© = 1 dir.

ac€RveteR—{.,—2 —1,0} olmak iizere

t* = W, 0%:=0 (2.1)
V(%) = at®t (2.2)

dir. Burada Vy(t) = y(t) — y(t — 1) olup geri fark operatorii olarak adlandirilir.

Ayrica

Vi) = 3 () - m) 23)
dir. f(¢) nin n. basamaktan toplami

VL) = 3 ) (24

dir. Burada p(s) =s—1,t>a; a € Z, n € N dir.

f(t) nin v. basamaktan kesirli toplami

dir. Burada p(s) =s—1,v>0,v¢ Zvet>a ,a € Z di.

Kesirli Caputo tiirev operatoriiniin nabla fark operatorii i¢in tanimi ¢ > a igin

Vo () = V" (V™ f(1)) (2.6)



seklindedir.

Burada [.], ceiling (tavan) fonksiyonu olmak iizere pn > 0, m—1 < u < m, m = [u],

m € N, v =m — p dir (Atici ve Eloe 2009a).

Tanim 2.1. m € Z, i¢in A™, m. basamaktan ileri fark operatorii olmak iizere t € Z
icin

@ = S e (2.7)

dir. Ayrica a > 0 olmak tizere, t € R — {..., =2, —1} i¢in ¢ = r(ll(jt)a) seklindedir.

n € Nigin t% = t(t —1)...(t — n+1) (falling factorial) dir. t* = (t + o — 1)* geklinde

yazilir.

v > 0 i¢in delta operatorii

1
AV f(t) =
A0 =
olarak tanimlanir. Ayrica Vm € N i¢in
A" f(t —m) = V" [f(t) (2.9)
oldugu goriiliir (Atici ve Eloe 2009a).

Lemma 2.1. 0<m—-1<v <m,m=[v] olsun. f, N, = {a,a+ 1,...} lizerinde

tanimli bir fonksiyon olmak iizere Vt € N, icin
A fE+v) =V, f() (2.10)

dir (Atici ve Eloe 2009a).



Teorem 2.1. p € N ve v > p olsun. Bu durumda

AP(ALVf(1) = AP f(1) (2.11)

dir (Atici ve Eloe 2009b).

Teorem 2.2. f reel degerli bir fonksiyon ve p, v > 0 olsun. Bu durumda V¢ > a
icin
V(Y1) = VB () = V(YU () (2.12)

dir (Atici ve Eloe 2009a).

Teorem 2.3. (Ayrik Taylor Formiilii) f : Z — R bir fonksiyon ve a € Z olsun.
Bu durumda t > a + m ve Vt € Z igin
1 t

S (t—714 D™V f(7) (2.13)

S (t—a)
( ) z—: V f( ) (m - 1)' T=a+1

dir (Anderson 2002).

Tanim 2.2. a € Rve v > 0 olsun. Vt € N, = {a,a + 1,...} igin

) = 3 A ) = Vb

dir. Burada p(s) = s — 1 dir. Biz burada kesirli farkin Riemann-Liouville formunu

kullanacagiz.

(Vah)(t) = V* (Vo h)(t)

olmak iizere burada k € Z*, k — 1 < v < k ve Vy(t) = y(t) — y(t — 1) dir.

Vg(t) € N, icin




ve Vt € N, igin

(Vrho gy = 3 ETPE 0 oys)

seklinde tanimlanir (Atici ve Eloe 2012).

Tanim 2.3. (Mittag-Leffler fonksiyonu) a > 0 ve z € C i¢in

Bl = 2 a7 )

dir.



3. AYRIK NABLA KESIiRLi ANALiZ

Burada ayrik kesirli analizde bazi teorem ve sonuclar verilecektir.

Teorem 3.1. f : Z — R bir fonksiyon ve a € Z olsun. t > a +m ve Vt € Z igin

Bl

=5 L0 1 o - )TV, )

k=0 P(M) T=a+1

dir. Buradam —1 < p <m, m = [u], p > 0 dir (Anastassiou 2009).
Ispat: (2.6) ve (2.12) den

VAV f() = VAV TV ()
— V()
VoV ()

dir. Ayrica (2.4) ve (2.5) den

t . m—1
v =y Uo7

T=a+1 (m - 1)'

vrf(r)

ve o
too(t—7+ 1)t i

Va-l—lvuaJrl f( ) = F(,u) v(aJrl)*f(T)

T=a+1

elde edilir. Ayrik Taylor formiilii ve (3.3) den

B m—1 (t _ a)E
= k!

VEf(a) + Vi v f(t)

bulunur. Burada (3.2) ve (3.4) birlikte kullanilirsa

t

10 ="S T @)+ s 3 T )

elde edilir ki bu da istenilen ifadedir.

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.6)



Sonug 3.1. k = 0,1,....,m — 1 i¢gin V*f(a) = 0 olsun. Bu durumda (3.1) de,

Vt > a+ m icin

1 t I
f(t) = ) T:aH(t — T+ D)V f(T)

dir (Anastassiou 2009).

Teorem 3.2. p € N ve v > p olsun. Bu durumda ¢ € N, i¢in
VIV () = VU ()

dir (Anastassiou 2009).

Ispat: (2.10) dan t € N, icin

VI(VI ) = APV f)(E—p)
= A (- p )
= (APA;”f) (t—p+v)

AP f(t+ v —p)

ve

V() = AP (v~ p)

elde edilir.

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



Uyar1 3.1. pe Nve k > p i¢gin

Vp<(t7€!a)k> _ Vp((t_a;!k_l)k>
— AP<(t_a+’Z!—1—p) )

(t—a+k—1—p)=2

|

(k= p)!
_ (t(];j;)_!p (3.11)

dir.

Teorem 3.3. f :Z — R bir fonksiyon ve a € Z, olsun. p € N ve u > p olmak

iizere Vt > a + m igin

m—1 (t _ G)H

VPf(t) = kgp vaf(a)
), 2T D V), £ (7)
(3.12)
dir. Buradat € Nym — 1< pu<m, m=[u], p >0 dir (Anastassiou 2009).
Ispat: (3.1) den
m—1 _ k
VIt = VP ( > %W(@)
k=0 !
1 S
v <m 2 Ty 1v(a+1)*f(7))
(3.13)

elde edilir. Burada



Fo VP (%; i):b;) V" f(a)
_ “EO__CLLD; fla)+ (t(l__a;)_!pvl F@) + .+ E;__“)lm__;; V" f(a)
_ (_‘;))ff@ " Et ‘_al)p_;; P f(a) + “( __az,p)fvpf (@)
ok E;—_a)lm_—;—; V" f(a)
= 0+04..+0+ (t(p__az;!pvpf(a) .+ Ejn _a)lm_lp;;vmlf(a)
_ “B_!“)Ovpf(a) N (t—l_!“)lvpﬂf(a) T %vm‘lﬂa)
_ 7:2—:: (ik—_a;’“)!pvk fa) (3.14)
dir. Ayrica

t

V(5 S (T UV, ) -

F(N) r=a+1
L S p—p—Ix7H
I'(p—p) T:Zm(t — T DTV . S(7) (3.15)

olup istenilen elde edilir.



Sonug 3.2. Teorem 3.3 e ek olarak k = p,...,m — 1 icin V¥ f(a) = 0 olsun. Bu
durumda ¢t € N ve Vt > a + m igin
1 t

> (=T 1)V f(T) (3.16)

fo(t) N F(:“’ - p) T=a+1

dir (Anastassiou 2009).

Uyar: 3.2. b € Z olmak tizere f, [a —m+1,a —m+ 2,...,b] {izerinde tamiml bir
fonksiyon olsun. Bu durumda (3.1) ve (3.12) sadece t € {a+m, ..., b} i¢in gegerlidir.

Burada b € Z olmak iizere a +m < b dir.

Uyar:1 3.3.
¢ _ t+1 o
> t—r+1)t = [ -1+ 1)V
T=a+1 T=a+1

(t— 7+ 1)

K T=a+1
B —(t_(t+1)+1)ﬁ+ (t—(a+1)+1)*
u [
(t —a)
= 3.17
. (3.17)
dir (Anastassiou 2009).
Sonug 3.3. (3.1) ve (3.17) den
e G)E k 1 : a1
t) — V = t— + ]_ i VM
-5 f(a)' o X = )V )
1 (t—a)”
< - N 77 H
— |\D(p) p Te{g—lﬁ),.(..,t} V(“H)*f(T)‘
_ (t — a)ﬁ M
= Tt D) 8y Vs (T)’
(3.18)

elde edilir.

10



Sonug 3.4. (3.12) ve (3.17) den

vi) - $ @) =

VAN

elde edilir (Anastassiou 2009).

Lemma 3.1. Vt € N, icin

ViV (t—a+1)" =

dir (Atici ve Eloe 2012).

ispat:

V. (t—a+1)*

1 ¢ pre—
=g 2 7T Ve J0)

1 ¢ o
o(t—1+ 1)“_7’_1

. max
Te{a+1,...,t}

1
max
C(p—p) (u—p) refatl,.t}

V€La+1)*f(7)‘

(t —a)*P

mm{g}-l ..... t} f(T>‘ (3'19)

I(p+1)

T _(t—a+ 1)
F(u+y+1)< )

11



1 t—a =1 n
= mggﬁ(t—s—anLl) (s+1)

1 %F(t—s—a—ku)l“(s—i—,u%—l)
T & T—s—a+DI(s+1)

1 tia(t—a>r(t—s—a+y)r(s+u+1)

Fv)=\ s It—a+1)

(N + 1)§thsfa

_ rw+ntac—ﬁ

F(t—a—l—l) s=0 S

F(M + ].) t—atl-1l /¢ ¢ +1-1 5 I—ati—s—1
1 S a+1—s—1
F(t—a—i— 1) s=0 <,u+ ) v

D(p+1) 83 (4 —1 5 =T
T T Z%( s:y“+ny

- —F(lf‘(;;)l) (v+p+1)ht

F(,u + 1) —ari=1
— 1 a+1-—1
Ti—arn THtl

I'(p+1) a
B P(t—a+1)<y+”+1)

P+ +p+1+t—a)
T(t—a+ DD(v+putl)

B C(p+1) TE
= m(t—a—i—l)

dir. Burada
t—a /¢t — 1 [ N
5 (1) 0T = e )

s=0 S

ifadesinden yararlanilmistar.

12



i1k olarak Nabla operatorii icin kuvvet kuralini verelim.

\Z [(t = p(s)) T f(s)| = (= p(s)) T Vi f(s) = (v = 1)(t + 1= p(s))" " f(p(s))

dir.

(f9)¥ = Y9+ 9"

= 9" +fV.¢

den yararlanilirsa

Ve [t = ()T ()] = (t = p(5) VLS () + Vi [ = pl5))7] Fo(s))

elde edilir. Burada

V. [t o) Sl = [ = p(9)T = (= pls = 1)) S(o(s))

= =5+ )T (0= s +2)7] flols))
T(t—s+v) T({t—s+rv+1)

T T(t—s+1) T(t—s+2) ]f(p(s))
[T(t—s+v) (t—s+v)I(t—s+v)

T T(t—-s+1) (t—s+1)F(t—s+1)} Fols)

[Tt —=s+v) (t—s+v)

O T({t—s+1) (1 C(t—s+ 1))] J(p(s))

TPt —s+v)

= Ti—s+2 (1 =) f(p(s))

olup kuvvet kurali gosterilmigtir.

13



Teorem 3.4. Herhangi bir v > 0 igin

V2wt = 9920 - S o (3.20)
dir (Atici ve Eloe 2012).
Ispat: Lemma 3.1 den yararlanilirsa
VAVIO = o 2 (= )TV
G 0 G e | N
- s+ B S (1= ) ols)
 (t—a+1)! 1 t —
= —Tf(a)ﬂLmsza(t—P(S)) f(s)
= v - et

bulunur. Burada

v = vy ATy

(v —1)(t — p(s))" 2
s=a ['(v)
(t —p(s)"?
. L'(v—1)

1 t
- Tv-1) =

oldugundan ispat tamamlanir.

14



Simdi de

Vy(t) = fty®t), t=a+1,a+2,.. (3.21)

VoS y(t)a = yla) =c (3.22)

baslangic deger problemini ele alalim. Burada 0 < v < 1 ve a herhangi bir reel

sayidir.

Lemma 3.2. y, (3.21) ve (3.22) baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimiidiir ancak

ve ancak -
(t—a+1)"1

y(t) = )

y(a) + Vi f(ty() (3.23)

ifadesi saglanir (Atici ve Eloe 2012).

Ispat: (3.21) in her iki tarafina V¥, operatorii uygulanirsa

ViiiVey(t) = Vi f (4, y(t))

olup
VYV y(t) = Vi f(ty ()

elde edilir. Burada (3.20) kullanilirsa

t—a+ 1)t _
U=t D Gotiny ).,

—v —(1-v) _ —vy7—(1-v) _
va—l—lvva y(t) vva va y(t> F(V) a

= V. f(ty(d)

olup

(zf—a—i—l)ﬁ

—vy7—(1-v) _
vva va y(t) F(l/)

Vo Uy ()i=a + V21 (8 y(2))

elde edilir. (3.22) den

(t—a+1)" 1

—vy7—(1-v) _
vva va y(t) F(I/)

y(a) + V L f(ty(t))

15



dir. Burada

YV Uyt = YV ()

dir. O halde

y(t) =

(t—a+1)"1

= ) - Y uls)
= y(t)

Foy (@) + Vel ()

dir. Diger taraftan y, (3.23) ifadesini saglasin. V operatoriinii (3.23) e uygulayalim.

Ik olarak;

Vit —a+1)""t

dir.

=V

= VIV, 0t —a 1)t
I'(v)
T(v—1+1-v+1)

(t —a+ 1)1/—1+1—1/

vt = 3 SR )

16



olup V7 operatorii uygulanirsa

(t — pla))"

ViV ty®) = ViV S (ty®) = Vi

fla,y(a))

_ VIV;(I—V)v;uf(t’ y(t)) _ f(cll_:(gl/j()a»vlv;(l—y)(t . p(a))u—l

= VLt y(t) — L) Grgmon g ey

['(v)
- vg (t _Ffl(;)) F(s,9(s)) — f(c;<zi(>a))v£g§ (t—at1)
= VY oo - LG A v

t—1

= D fls.y(9) =D fs,u(s) = f(ty(t)

S=a

elde edilir. O halde

(t—a+1)"!
I'(v)
= 0+ f(ty(1))

= f(t’ y(t))

Voy(t) = Vi y(a) + VeV i fty(t)

dir. (3.22) saglanmustir. (3.23) kosulunu saglatahm. (3.23) ifadesine V; ") uygu-

lanirsa

v;(l_y)y(t) _ v_(l_y) (t —a—+ 1)1/,1

. ) y(a) + VIV F(t y(t))

() e T = 1
F(U)Va (t —I—l)

192070 [ (e y(e)) — L2y

~ yla) ['(v) T | o—(1—1) v
_ I‘(y)F(l/—1+1—V+1)(t_a+1) v WA f (g (1))

—(en t = p(a))"
—Va( )Tf(ayy(a))

17



- MOTW sty - LD goaon g

[ T(1) I
SRS Dp )
fas) D)

I'v) T(rv—14+1-v+1)

= yla)+ ) f(s,y(s) — fla,y(a))
olup t = a igin

Vo y(0)l=a = yla)+ Y fls,y(s) — fla,y(a))
= y(a) + f(a,y(a)) = f(a,y(a))

= yla) =c

dir. Ispat tamamlanir.

Simdi de o
(t—a+1)»1!

) y(a) + V 1 [t y(t))

y(t) =
olarak ele alinsin. Oyle w ve v olsun ki

(t—a+1)" 1

wl) > EE I o)+ vt u) (320
o) < E v+ v o) (3.25)

gergeklensin. Bundan sonra f(t,y(t)) yerine b(t)y(t) alahm. Burada t = a,a + 1, ...
icin 0 < b(t) < 1 dir (Atici ve Eloe 2012).

18



Teorem 3.5. w ve v sirasiyla (3.24) ve (3.25) yi saglasin. Eger w(a) > v(a) ise o

zaman t = a,a + 1, ... igin w(t) > v(t) dir (Atici ve Eloe 2012).

Ispat: u(t) = v(t) — w(t) olsun. t = a,a + 1, ... i¢gin u(t) < 0 oldugunu tiimevarim
prensibini kullanarak ispatlayacagiz. s = a i¢in teoremin kogullarmdan w(a) > v(a)
oldugundan u(a) = v(a) — w(a) < 0 saglanir. s = a,a+1,...,t — 1 igin u(s) < 0

saglansin.

s =a-+1 i¢in

ula+1) = vie+1)—wla+1)

(a+1—a+1)v!

< Lt DT o) - uie)
w52 P ) o) - we)

_ (?(V_)l (v(a) — w(a)) + ;)(;b(a +1) (0(a+1) — wla+ 1)

_ F(l’j(;l) (v(a) — w(a)) + bla+ 1) (v(a + 1) — wla + 1)

< bla+1)(v(at+ 1) —wlat1))

olup
(1-bla+1))(via+1)—w(a+1)) <0

dir. 0<bla+1)<ldenu(a+1)=v(a+1)—wla+1) <0 dir.
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O halde s =t i¢in

u(t) = o(t) —w(t)

(t—a+ 1)1 . (t—a+1)1 U b
< Ty @+ Va0 - T w(a) - Vi ou()
_ (—axpyt O Gl i C)) YRR

oy @ — @)+ 3 S be) (vls) — w(s)
_ (et )7 S =0 ) s
= T (v(a) — w( ))+—S;§;{ ) b(s) (v(s) — w(s))

IA
=
—~
~+
~—
—
I~
—~
<+
~—
|
g
—~
~+
N—
N—

olup

(1= b)) (v(t) —w(t)) <0

dir. 0 <b(t) <1 den u(t) = v(t) —w(t) < 0 olup bu da istenilendir.

1k olarak

Erd =V, Lat)o(t)

ve

Fep =V, "2(t)0(t)

olarak tanimlansin. ¢ sabit oldugu zaman Ayrik Mittag-Leffler fonksiyonu E,¢ ve

F,¢ formunda yazilabilir.
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Lemma 3.3. Herhangi bir A sabiti i¢in

Ex(t—a+1)"" < Fyt—a+1)""

dir. Burada t = a,a + 1, ... dir (Atici ve Eloe 2012).

ispat:

elde edilir.

Ex(t—a+1)""t

IN

IN

VAt —a+ 1)1

A t _ .
I'(v) s:za;rl(t —p(s)) " (s—a+1)
Fy DA —a s 1)

1 é v—1 v—1
Fy S MG ) s —a )

VN —a+1)" T

Fiy(t—a+1)""

Lemma 3.4. Herhangi bir A sabiti igin

F(t—a+ 1)1

dir. Burada n € N dir (Atici ve Eloe 2012).
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Ispat: n =1 i¢in

L(v)

FA(t_a+1)V_l = m/\(t—a-f-l)(l""l)”_l
L) -1
= At — 1)
D) e+l

dir. Lemma 3.1 kullanilirsa

F(t—a+1)""" = V"At—a+1)"""

T(v—1+1) —
= A t—a+ 1)
Tw-itvrpt ¢ty

) w1
= )\F(zy)(t—a—i—l)

elde edilir. n =1 i¢in dogrudur. n = k — 1 i¢in dogru olsun. n = k i¢gin

= I'(v) D=1
F)’f(t_a"i_l) lzm)\k(t—a-i-l)(kJrl) 1

dogru oldugunu gosterelim.

_ =1 F(V) _ To—1
e V(= A U
ifadesinden
_ = F(V) — To—1
FFklt— 1V1:F )\klt_ 1k1/1
WA ma ) A[r((ig—mw) (t-a+l)

Nt —a+ 1)’“’_1}

_ I'(v) kxoy—v kv—1
= F((k—l)y—i—y))\ V., (t—a+1)
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elde edilir. O halde

RFEYt—a4 1)t

olup ispat tamamlanir.

Lemma 3.5. A\ >0vet=a,a+1,...i¢in |y(t)| < A olsun. O halde herhangi n € N

icin

EMt—a+ 1) <F(t—a+ 1)t

dir (Atici ve Eloe 2012).

ispat:

n v—1
Ej(t—a+1)

IA

IA

dir.

ynF(;(”) t—ax 1) y”%(t —a+ 1)
v (F(;(z:z V) (t—a+ it - Fr(gzyy)) (t—a+ 1>W_1> ‘
. (Tfs”) 5t = a0 Fr(gl”y)) (t—a+ 1)

A" %(t —a+ 1)1

A"%(t —a+ 1)1

Fi(t—a+1)"1
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Teorem 3.6. t € N, N [a,b] i¢in |z(t)| < 1 olsun. O halde t € N, N [a, b] i¢in

y(t) = %y(a) V()
_ y(a) - k =1

¢oziimiine sahiptir (Atici ve Eloe 2012).

(3.26)

Ispat: Bu coziimii elde etmek i¢in ardigik yaklagimlar metodu kullanilacaktir. n > 1

 (t—a+1)!
Yo(t) = Ty(a>’
ualt) = %yw VLt (1)

dir. 1lk olarak

yi(t) = wyol(t) + Vi {1z(t)yo(t)

_ oy, Y@ o T
= F(u)(t +1) +F<V)Va+1 (t)(t—a+1)
= YD oy T YW g T
= F(V)E””(t +1) +F(V)Em(t +1)

dir. Tiimevarimdan n =0, 1,2, ... igin

Yn(t) =

y(a) - k v—1
T0) kZ:OEI(t—a—irl)

dir. Burada n — oo i¢in limit alirsak

y(t) =

y(a) < Kt —a v—1
F(V);Ew(t +1)

elde edilir.
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(3.27) serisinin mutlak yakinsak oldugunu gostermek i¢in Lemma 3.2.3 — 3.2.5,

karsilastirma testi ve d’Alembert oran testi kullanilacaktar.

O halde

t— 1 (n+l)r—1
Z)\" “+ l ) (3.28)
T(nv+v

yazilabilir. Burada 0 < A < 1 dir.

(t —a+ 1)t
C(nv +v)
n Lt—a+(n+1)p)
Fnv+v)I'(t —a+1)
['(t —a)

a, = A"

Bt —a,(n+ )t —a+1)
olsun.
L't —a)l((n+1)v)
t— 1
plt—a,(n+ 1)) ['(t—a+(n+1)v)
olup
lim an+1
n—oo an
— i e I't—a)B(t—a,(n+1)I'(t—a+1)
 noo Bt —a,(n+2)v)I'(t —a+ 1N'T(t — a)
n—oo | B(t — a,(n + 2)v)
elde edilir. Burada Beta fonksiyonu f§(z,y) = F ) dir. Beta fonksiyonu icin

Stirling yaklagimlar formiilii kullanilacaktir.
Blx,€) ~T(e)z™

dir. Burada z yeterince biiyiik ve € sabittir. Bizim ihtiyacimiz olan tek sey

‘ Bz

n—>oo

oldugunu gostermektir.
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Gamma fonksiyonu i¢in Stirling formiilii kullanilirsa

< 00

lim Bt —a,(n+1)v) _
w5 | T — @) (n + 1)) 9
ve
lim Bt —a,(n+2)v) -
| T = a)((n + 2)0) 0
olup .
lim Gnil| _ lim ((n + )V) = A
n—oo | QA n—o00 (n —+ 1)y
dir. O halde
i y(a’) Ek}(t —a + 1)ﬁ < i y(a) Fk,‘<t _ CL+ 1)V—1
[(v) ¥ - T(v) *
k=0 k=0
B i A'(t — a4 1) v =L

C(nv +v)

olup kargilagtirma testinden (3.27) mutlak yakmsaktir. O halde (3.27), (3.26) nmn

bir ¢oziimiidiir.
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4. AYRIK NABLA KESIiRLi ANALiZDE BAZI ESITSiZLIKLER

Bu boliimde Opial, Ostrowski, Poincaré, Sobolev Tipi esitsizlikler ve Gronwall egit-

sizligi verilecektir.
4.1 Opial Tipi Esitsizlik
Bu kisimda ilk olarak diferensiyel denklemlerdeki Opial Tipi Esitsizlik verilecektir.

Teorem 4.1.1. (Opial Tipi Esitsizlik) Vo € (0, ) igin f(z) > 0 ve f(0) = f(h) =0

olmak iizere f € C*[0, h] olsun. Bu durumda

h

h
/If(a: |dx§40/ dz

0

| =

dir.

Simdi ayrik kesirli analizde Opial Tipi Esitsizligi verelim.

Teorem 4.1.2. (Opial Tipi Esitsizlik) x4 > 2 olmak iizere m = [u| > 3, p € Z
olmak tizere > p, a € Z, ve f, {a —m+1,a — m + 2, ...} iizerinde tammh reel
degerli bir fonksiyon olsun. Ayrica k = p,...,m — 1 i¢in V*f(a) = 0 olsun. Bu

durumda ¢t € N olmak {izere V¢ > a + m igin

t

> D(t)

t =a+m

=
—~
H;
—
N—

VI [T £ )] £ K@) (Gt 0,m, 9))

dir. Burada t > a + m olmak iizere

(9*(t — 1) — g*(a +m — 2))
2

G(t,a,m,g) : =2 (g2(t) —g*(a+m — 1)) +

—2[g(t)g(t = 1) —gla+m —1)g(a+m — 2)] (4.2)
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o) = = 3 (CO [V, o tzas (4.3)
0(t,0,,0,C7) - :(i 1 [(t—7+1)W(0(7))1]”)” (4.4)
KO - = (2 D)) 01 a up,cw)]”)v

(4.5)

olup v, 6 > 1 olmak iizere ,—ly + % =Lirt=a+1,.,tigin C(1)>0;t' =a+m,..,t
icin D(t") > 0 dir (Anastassiou 2009).

Ispat: (3.16) dan V¢ > a 4+ m igin

1 t
|fo(t)| S m T§+1<t — 7+ 1)“_17—1 véla_'_l)*f(,r)‘
1 t -
= Mg TN OO |V, 1)
(4.6)
elde edilir.
Ayrik Holder esitsizligi kullanilirsa
1 t S— g
IVP(t)] < m < 21 [(t — T+ 1)#—27—1(0(7))_1]7)
t 5\ b
(r ;—H ‘V atl) f(T)‘ )
_ Otapp.C) [ 7\
- T(p—p) <T=Za+1 ‘v““ fr >‘ )
(4.7)

bulunur. Burada ¢(t), ¢ > a+ 1> a —m + 1 de azalmayandir.
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ve

Vi J0)] = (Vg()H (1) (4.9)

elde edilir. (4.7) ve (4.9) birlikte kullanilirsa

2 DIV S)

t
S Z D(t,)e(@a,%p, Ca 7)

t'=a+m F(lu - p)

(4.10)

bulunur. Ayrik Holder esitsizliginden

X D) V()

V/{a+1)* f(t/)

2=

IN

- k0 (% a0w)) (a.11)

elde edilir.

z € [t —1,t] igin
P(x) =gt")+ Vgt (z —t' +1) (4.12)

fonksiyonunu tamimlayalim. = € [, ¢’ + 1] icin
Y(x)=g(t'+ 1)+ Vg(t' +1)(z —t) (4.13)

dir.
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(t'=) = g(t") + Vg() (' =1+ 1)
= g(t) +g(t) —g(t' = 1)

= 29(t) —g(t' = 1)

v(At'+) = g’ +1)+Velt'+ 1)t =)

= g(t'+1)

oldugundan v siireksizdir.

Y'(x) = Vg(t')

olup, burada ¢(t), Vg(t) > 0 dir. Ayricat' =a+m—1,a+m, ... igin

39(t) — gt — 1)

dir. Dolayisiyla,

vo1 vo1
t t
= [ g()dz+Vg(t') [ (x =t +1)dx
t'—1 t'—1
Vgt
= g(t) + 92( :

g(t')

IA
Q
~
+

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)



olup

SOTAE) < [ o) Te(eo

(W) = (W' = 1))7] (4.20)

bulunur. (4.20) den

Z V) < 5 X [ - @ 1)
= 2 [lat+ m)? ~ (la+m— 1))

+(W(a+m+1))? = (¥(a+m))?

((6)* = (¥(t = 1))°]
[(¥(1)* = (W(a+m —1))7]

[(29(t) — g(t — 1))* = (29(a + m — 1) — g(a + m — 2))*]

N — DN — +

= G(t,a,m,g) (4.21)

elde edilir. (4.11) ve (4.21) den

2 DI [T S| < KO X at)7a0))
< K(t)(G(t,a,m,g)) (4.22)
bulunur.
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4.2 Ostrowski Tipi Esitsizlik
Ik olarak diferensiyel denklemlerdeki Ostrowski Tipi Esitsizlik verilecektir.

Teorem 4.2.1. (Ostrowski Tipi Esitsizlik) f : [a,b] — R bir fonksiyon olmak
tizere (a,b) de tiirevlenebilir olsun. Vt € (a,b) i¢in |f'(z)| < M saglansm. O halde
Vt € [a,b] igin

‘f(:c) - ﬁ/abf(t)dt' < }ﬁ

dir.

Simdi ayrik kesirli analizde Ostrowski Tipi Esitsizligi verelim.

Teorem 4.2.2. (Ostrowski Tipi Esitsizlik) m — 1 < u < m, m = [u|, up ¢ Z ve
@ > 0 olsun. Ayrica p > p olmak iizere p, a € Z,, b € N, a + m < b olacak
sekilde f, [a —m + 1, a — m + 2, ..., b] iizerinde tanimh reel degerli bir fonksiyon ve

k=p+1,...,m—1icin V¥f(a) = 0 olsun. Bu durumda

) ) ((b ) mu—p+1>
T RE— VPE(j) — VP fla)| <
b—amm) s T VIO S R T e )
: (Te fnax ]V’{aﬂ)j (7) D
(4.23)
dir. Burada j € [a +m, ..., b] dir (Anastassiou 2009).
Ispat: Hipotezden ve (3.12) den Vj € [a +m + 1,a +m + 2, ...,b] icin
1 j _
VPf(j) = VP fla) = =—— | — T+ 1)V T 4.24
P = V@) = pos 3 G TV ) (@2

elde edilir.
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Ayrica (4.24) den

1 b 4 : P
L V0 - V@
- (W) - V)

(b —a— m) Jj=a+m+1

_ 1 5 (i(j—wn”lwﬂ)f( ))

P(p=p) (b—a—=m) j=dfni \+2ah

(4.25)

bulunur. (3.17) ve (4.25) den

IN

IN

! S V() - VP fa)

(b—a—m) j=a+m+1

. b s p—p—1
L(p—p)(b—a—m) jzgnﬂ (T%—l(] —7+1)

v(a—i—l) f(T)D

1 b (j — a)ﬁ i
[ p)(b—a—m) <Em ﬁ) )

1 b B
) — H—P m
e =p o —a=m) (Z” " ) (Lo [Vtaen. )]

p—p+1 p—p+1
C(p— p+1 Jb—a—m (u p+1) —a) -m )>

(b M Pl gpp— p+1

e

F(u p+2)(b—a— Te{ﬂ&}?{.., “H) G )D (4.27)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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4.3 Poincaré Esitsizligi
Oncelikle klasik Poincaré Esitsizligi verilecektir.

Teorem 4.3.1. (Poincaré Esitsizligi) 2 C R™ bir sinirh bolge ve.Lipschitz simiria

sahip olsun. O halde C, pozitif sabiti varsa Yu € Wy () icin
||U||LP(Q) <Gy ”VUHLP(Q)

dir.
Ayrik kesirli analizde Poincaré Esitsizligini verelim.

Teorem 4.3.2. (Poincaré Esitsizligi) p > p, p € Zy, p ¢ Z, m = [u| ve a € Z,
olsun. f:[a—m+1,...,0) — R ve a+m < b, b € N olmak iizere k = p,....m — 1

icin V¥ f(a) = 0 olsun. Bu durumda

b

SOVPEG)I°

j=a+m

< Ty {Zm (£, (G=re=)) }

dir. Burada 7, § > 1 olmak iizere % + % = 1 dir (Anastassiou 2009).

Vo S0 ) (1.29

Ispat: (3.16) danVj € [a +m, a +m +1,..., ] icin

1 J

VPfQ) = Ti=p) :ZH(J' — T+ PV L F(T) (4.29)
dir. .
IVPFO)] < = p) iﬂ(j — 7+ 1Pt ‘V‘(‘Hl)*f(ﬂ‘ (4.30)
bulunur.
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Ayrik Holder esitsizliginden

VP F()] 1 1
= F(Nl_ p) <T=];+1 ((j o 1)m> 7) 7 (r:%l vétﬁl)*f(ﬂr) |
(4.31)
VP FG)I° 5
< T (2,007 )) (£, M s0)])
S (2,0 )) (3, o)
(4.32)
elde edilir. Vj € [a +m,a+m +1,...,b] i¢in
j:aim VG
< Ty {Zm (2, (G-re07)) }
( i |V, f(T)‘é) (4.33)

olup istenilen ifade bulunur.
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4.4 Sobolev Tipi Esitsizlik

Klasik Sobolev Tipi Esitsizlik su sekilde verilmektedir:

Teorem 4.4.1. (Sobolev Tipi Esitsizlik) 0 < a <n, 1<p<g< oo ve % =

olsun. O halde
/ f(y)dy
re |z =y

3e

1
P

< C 1l gy
La(R™)

dir.

Teorem 4.4.2. (Ayrik Analizde Sobolev Tipi Esitsizlik) p ¢ Z olmak iizere p > p,
pEZy, m=ul vea€Zy, alahm. b € N, a +m < b olmak {izere
f:la—m+1,..,b] — R bir fonksiyon ve k = p,...,m — 1 icin V*f(a) = 0 olsun.

Bu durumda

b AN
. ( > (v f(T)( ) (4.34)
T=a+1
dir. Burada 7y, 0 > 1 olmak iizere % + =1 ver > 1 dir (Anastassiou 2009).

Ispat: (4.31) denVj € [a+m, a +m +1,...,b] icin

VP FGI

| (TZZJH ‘vl{““)*f (7)‘6) (4.35)
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bulunur.

Esitsizligin her iki yaninda a + m den b ye toplam alinirsa
b

me”f(j)l’"

j=a+

' (:i+1 (a+1).f (7) ’6) % (4.36)

elde edilir. Bu durumda

V{‘Hn*f(f)‘é)é (4.37)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.3. (Ortalama Sobolev Tipi Esitsizlik) 0 < p; < py < ... < 1, tam say1
olmamak iizere k € N, [ = 1,... k igin m; = [p;]| alalim. b € N, a € Z, olmak iizere

fila—me+1,..,0] — R, 7=0,1,...,mp— 1 icin V" f(a) = 0 olsun. Bu durumda

k 2
> B
P 1=
[ A (4.38)
dir. Burada
b 2
Bi= Y. Cilr) (Vi () (4:39)

T=a+1
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. max 1 b j o , -
" 1<z<k{<r<ul>>2 [Zm (5,0 “))] } (640

1
C[(T)

ve

*
= Imax
p 1<I<k

(4.41)

00,[a+1,b]
olupr > 1; 1 = 1,...k i¢in Ci(s) > 0 [a + 1,...,b] de tamumh ve a + my, < b dir
(Anastassiou 2009).

Ispat: Hipotezden, I = 1,...,k ve 7 = 0,1,...,m), — 1 icin V" f(a) = 0 dir. Bu

durumda f ve kesirli basamaktan y; i¢in Teorem 3.7 nin kosullar1 saglanir. Burada

p=0ve~y=43=2alip (4.34) den

(zm \f<j>|’“)

sl ()]

. (Tzzbj (vuéﬂ f(T))Z)é (4.42)

3=

S =

IN
=
1; =
e
<
Q
HE
3
\‘/\
Il

.

=
N
~~

<

|

\]

+
=
N—
N~

(NI

< o (2 (Vaso)

T=a+1

N———

= (35 e (TH0))

< 5*p*< i Ci(7) (VMH) fr )) )

T=a+1
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dir.

Buradan

2
T

<zm |f<j>r> < (zm \f(JW)

< 3 (2 aln (Vi 1))

T=a+1

= §p*B, (4.43)

2
p

elde edilir. Boylece

S
[N

N
[

b
Hf”r,[a+mk,b] = ( Z |f(j>’T) < 5*p* l:1k (444)

Jj=a+myg

dir. Ispat tamamlanir.
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4.5 Gronwall Esitsizligi
Ik olarak klasik Gronwall esitsizligi verilecektir.

Teorem 4.5.1. [ = [a,00) da f(t) ve u(t) negatif olmayan siirekli fonksiyon olsun.

¢ negatif olmayan bir sabit olmak tizere t € I igin

u(t) < c+/ f(s)u(s)ds

u(t) < cexp (/at f(S)dS)

saglansin. Bu durumda

dir.

Simdi ayrik kesirli analizde Gronwall esitsizligini verelim.

Teorem 4.5.2. v ve y negatif olmayan reel degerli fonksiyonlar olmak iizere Vt € N,
icin 0 <y(t) <1ve

(t—a+1)"1

v(t) < 0

v(a) + Vvt ()

olsun. Bu dururmda

U(CL) - k v—1
v(t) < Ef(t—a+1
(0= fi Bt o+
dir (Atici ve Eloe 2012).
ispat:
U(CI,) - k v—1
w(t) = Ef(t—a+1
(0= F 2 Bt —a+

alinip Teorem 3.5 ve Teorem 3.6 birlikte diisiiniiliirse ispat elde edilir.

Eger v =1 ise ayrik analizde Gronwall esitsizligini elde ederiz.

40



Sonug 4.5.1. Vt € N, i¢in 0 < y(t) < 1 olsun. Eger

ise

v(t) <v(a)e,(t,a)

dir. Burada T = Z zaman skalasi i¢in nabla iistel fonksiyonu

ey(ta) = (1—y""

dir (Atici ve Eloe 2012).

Ispat: Teorem 4.5.1 den v = 1 icin

IN

v(t) )

dir. Burada iddia edilen
> E1=2%,(tua)
k=0

dir. e,(t, a) tistel fonksiyonu
Va(t) = y(t)z(t), x(a) =1

baglani¢c deger probleminin tek ¢oziimiidiir.

Gercekten
VY Ef1 = ) VE
k=0 k=0
= Y VE}
k=1
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= Y VE,(Ei™1)
k=1

= D VViwhE
k=1

o0}

= Y ytE

k=1
= ) Ej
k=0

ve
> Ef(a) =1
k=0
dir. O halde
> E=7%,(t.a)
k=0

dir ve ispat tamamlanir.

Ayrica Sonug 4.5.1 de y(t) = A, a = 0, v(0) = 1 durumunu ele alalim. O halde
Sonug 4.5.1 den

v(t) <1+ Z)\v(s)

olup

v(t) < 1.ig,(t,0)

= (1-XN"

dir. Bu esitsizlik tiimevarim ile de elde edilir. Burada k£ = 1,2, ... i¢in

ifadesinden yararlanir.
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Ornek 4.5.1. Her bir t ve y icin 0 < K < 1 de f (t,y) Lipschitz kogulunu saglasin.
t=a+1,a+2,..icin ¢(t) ve ¢ (t) sirasiyla

Vielt) = f(telt) (4.45)
V. o) = @ (4.46)
VIt = F(t o) (4.47)
V()= = B (4.48)
saglasin.
_(t—a+ 1) .
o) = e+ Vi)
(t—a+ 1t _
w(t) - Tﬁ + va+1f<t7 w(t»
olup
(1) — (1) = %(a BV (1)) — £t (1))
dir.
() = v(t)] < % o= 81+ [Vt (b o(0)) — £t ()]
(t—a+1)"T .
< U2 o g4 KV bete) - v00)
dir.
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Gronwall esitsizligi ve Lemma 3.5 den

o) vt < > Bt —a 1
o= B = _
< WZFK@—CL—}-I)

_ _ t— 1)1
o — ] Z NOETLAERR)
= |a—4| (t —a+1)" 1FW(K(t —a+v)")
dir, burada F, , ayrik Mittag-Leffler fonksiyonudur.

t=a+1,a+2,..1icin (4.47) ve (4.48) i

Vau(t) = [f(t.¥(t)) (4.49)
Vo ()ma = am (4.50)

alalim. Burada «,, — « dir.

O halde [a,a + T| NN, aralilg i¢in (4.49) ve (4.50) denklemlerinin 1), ¢tziimii

) =, ()] < Ja—on|(t—a+ 1) F (Kt —a+v))

IN

< a— an| (T + 1) 71F,  (K(T + v)”)
elde edilir. Boylece n — oo iken «,, — « olup

o(t) = ()] — 0

dir. Sonug olarak baglangi¢ kosullarindaki kiiciik bir degisikligin ¢oziimde de kiigiik
degisikliklere neden oldugu goriilmektedir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Miihendislik ve bilimin farkli alanlarinda yaygin olarak kullanilan ayrik kesirli hesapla-
malar bircok matematikci tarafindan calisilmaktadir ve ayrica ayrik kesirli hesapla-
malarla ilgili yapilmakta olan ¢aligmalar teknolojik gelismelere de biiyiik katkilar
saglamaktadir. Bu sayede bu alanda yapilan ¢aligmalar daha ¢ok énem kazanmak-

tadir.
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