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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

NABLA AYRIK KESİRLİ ANALİZ VE BAZI EŞİTSİZLİKLER

Metehan KARAGÖZ

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Doç. Dr. A. Feza GÜVENİLİR

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

İlk bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tezde gerekli olan bazıkavramlar, tanımlar ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, nabla ayrık kesirli analizde incelenecek olan bazıeşitsizlikler ile

ilgili teorem ve lemmalar verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, üçüncü bölümde verilmi̧s olan bilgilerden yararlanılarak Opial,

Ostrowski, Poincaré, Sobolev ve Gronwall eşitsizlikleri incelenmi̧stir.

Beşinci bölümde, Nabla ayrık kesirli analizde incelenen bazıeşitsizliklerin uygulama

alanlarındaki öneminden bahsedilmi̧stir.

Temmuz 2014, 50 sayfa

Anahtar Kelimeler: Nabla ayrık kesirli analiz, Nabla ayrık eşitsizlikler.
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ABSTRACT

Master Thesis

NABLA DISCRETE FRACTIONAL CALCULUS AND INEQUALITIES

Metehan KARAGÖZ

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. A. Feza GÜVENİLİR

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter contains some notions, definitions and theorems which are needed

in the thesis.

In the third chapter, teorems and lemmas about inequalities in Nabla discrete frac-

tional calculus have been investigated.

In the fourth chapter, Opial, Ostrowski, Poincaré, Sobolev inequalities and Gron-

wall’s inequality have been examined by using the notions given in the third chapter.

In the fifth chapter, the importance of inequalities which are observed in Nabla

discrete fractional calculus has been mentioned in application areas.

July 2014, 50 pages

Key Words: Nabla discrete fractional calculus, Nabla discrete inequalities.
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1. GİRİŞ........................................................................................ 1

2. TEMEL KAVRAMLAR............................................................ 2
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1. GİRİŞ

Mühendislik ve bilimin farklıalanlarında yaygın olarak kullanılan kesirli diferensiyel

hesabın temeli 1695 yılına dayanmaktadır. 19. yüzyılın sonlarına doğru Riemann,

Liouville, Grünwald, Letnikov, Caputo gibi matematikçiler kesirli hesap konusunda

önemli çalı̧smalar yapmı̧stır. Bunların en önemlileri Riemann-Liouville ve Caputo

tipi olup hala geçerliliğini korumaktadır.

1988 yılında ise Hilger tarafından zaman skalasının temelleri atılmı̧stır. Daha sonra

birçok matematikçi tarafından zaman skalasının teoremlerinden yararlanılarak ayrık

kesirli hesaplamalarla ilgili çalı̧smalar yapılmı̧stır.

Ayrık kesirli hesap üzerine yapılan çalı̧smalar Atici ve Eloe ile ivme kazanmı̧stır.

Atici ve Eloe (2007), kesirli fark operatörü için kuvvet kurallarınıve genelleştirilmi̧s

fonksiyonun özelliklerini verdiler. 2009 yılında ise nabla operatörü ile ayrık kesirli

hesaplamalarıifade edip geli̧stirdiler.

Burada ise öncelikle Caputo tipi ayrık kesirli fark denklemi tanımlanacaktır. Bu

denklem daha önceden Riemann-Liouville tarafından verilmi̧s olan denklem ile kıyas-

lanacaktır. Ardından ayrık kesirli denklemler için Taylor formülü ve toplam denk-

lemleri verilip bu tip denklemlerle ilgili Opial, Ostrowski, Poincaré, Sobolev ve Gron-

wall eşitsizlikleri incelenecektir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çalı̧sma boyunca yararlanılacak temel tanım ve kavramlar verilecektir.

n ∈ N için tn := t(t+ 1)...(t+ n− 1) (rising factorial) ve t0 = 1 dir.

α ∈ R ve t ∈ R− {...,−2,−1, 0} olmak üzere

tα :=
Γ(t+ α)

Γ(t)
, 0α := 0 (2.1)

ve

∇(tα) = αtα−1 (2.2)

dir. Burada ∇y(t) = y(t) − y(t − 1) olup geri fark operatörü olarak adlandırılır.

Ayrıca

∇kf(t) =
k∑

m=0

(−1)m
(
k

m

)
f(t−m) (2.3)

dir. f(t) nin n. basamaktan toplamı

∇−na f(t) :=
t∑

s=a

(t− ρ(s))n−1

(n− 1)!
f(s) (2.4)

dir. Burada ρ(s) = s− 1, t ≥ a; a ∈ Z, n ∈ N dir.

f(t) nin ν. basamaktan kesirli toplamı

∇−νa f(t) :=
t∑

s=a

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
f(s) (2.5)

dir. Burada ρ(s) = s− 1, ν > 0, ν /∈ Z ve t ≥ a , a ∈ Z dır.

Kesirli Caputo türev operatörünün nabla fark operatörü için tanımıt ≥ a için

∇µ
a∗f(t) := ∇−νa (∇mf(t)) (2.6)
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şeklindedir.

Burada d.e, ceiling (tavan) fonksiyonu olmak üzere µ > 0, m−1 < µ < m, m = dµe,

m ∈ N, ν = m− µ dir (Atici ve Eloe 2009a).

Tanım 2.1. m ∈ Z+ için ∆m, m. basamaktan ileri fark operatörü olmak üzere t ∈ Z

için

(∆mf)(t) =
m∑
k=0

(−1)m−k
(
m

k

)
f(t+ k) (2.7)

dir. Ayrıca α > 0 olmak üzere, t ∈ R− {...,−2,−1} için tα = Γ(t+1)
Γ(t+1−α)

şeklindedir.

n ∈ N için tn = t(t− 1)...(t−n+ 1) (falling factorial) dir. tα = (t+α− 1)α şeklinde

yazılır.

ν > 0 için delta operatörü

∆−νa f(t) :=
1

Γ(ν)

t−ν∑
s=a

(t− s− 1)ν−1f(s) (2.8)

olarak tanımlanır. Ayrıca ∀m ∈ N için

∆mf(t−m) = ∇mf(t) (2.9)

olduğu görülür (Atici ve Eloe 2009a).

Lemma 2.1. 0 ≤ m− 1 < ν ≤ m, m = dνe olsun. f, Na = {a, a + 1, ...} üzerinde

tanımlıbir fonksiyon olmak üzere ∀t ∈ Na için

∆−νa f(t+ ν) = ∇−νa f(t) (2.10)

dir (Atici ve Eloe 2009a).
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Teorem 2.1. p ∈ N ve ν > p olsun. Bu durumda

∆p(∆−νa f(t)) = ∆−(ν−p)
a f(t) (2.11)

dir (Atici ve Eloe 2009b).

Teorem 2.2. f reel değerli bir fonksiyon ve µ, ν > 0 olsun. Bu durumda ∀t ≥ a

için

∇−νa (∇−µa f(t)) = ∇−(µ+ν)
a f(t) = ∇−µa (∇−νa f(t)) (2.12)

dir (Atici ve Eloe 2009a).

Teorem 2.3. (Ayrık Taylor Formülü) f : Z −→ R bir fonksiyon ve a ∈ Z olsun.

Bu durumda t ≥ a+m ve ∀t ∈ Z için

f(t) =
m−1∑
k=0

(t− a)k

k!
∇kf(a) +

1

(m− 1)!

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)m−1∇mf(τ) (2.13)

dır (Anderson 2002).

Tanım 2.2. a ∈ R ve v > 0 olsun. ∀t ∈ Na = {a, a+ 1, ...} için

(∇−νa h)(t) :=
t∑

s=a

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
h(s) = ∇−νa h(t)

dir. Burada ρ(s) = s − 1 dir. Biz burada kesirli farkın Riemann-Liouville formunu

kullanacağız.

(∇ν
ah)(t) := ∇k(∇ν−k

a h)(t)

olmak üzere burada k ∈ Z+, k − 1 < ν < k ve ∇y(t) = y(t)− y(t− 1) dir.

∀g(t) ∈ Na için

(∇−νa h)(g(t)) :=
t∑

s=a

(g(t)− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
h(s) = ∇−νa h(g(t))
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ve ∀t ∈ Na için

(∇−νa h ◦ g)(t) :=
t∑

s=a

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
(h ◦ g)(s)

şeklinde tanımlanır (Atici ve Eloe 2012).

Tanım 2.3. (Mittag-Leffl er fonksiyonu) α > 0 ve z ∈ C için

Eα(z) :=
∞∑
j=0

zj

Γ(αj + 1)

dir.
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3. AYRIK NABLA KESİRLİ ANALİZ

Burada ayrık kesirli analizde bazıteorem ve sonuçlar verilecektir.

Teorem 3.1. f : Z −→ R bir fonksiyon ve a ∈ Z olsun. t ≥ a+m ve ∀t ∈ Z için

f(t) =
m−1∑
k=0

(t− a)k

k!
∇kf(a) +

1

Γ(µ)

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1∇µ
(a+1)∗

f(τ) (3.1)

dır. Burada m− 1 < µ < m, m = dµe, µ > 0 dır (Anastassiou 2009).

İspat: (2.6) ve (2.12) den

∇−µa+1∇
µ
(a+1)∗f(t) = ∇−µa+1∇

−(m−µ)
a+1 ∇mf(t)

= ∇−µ−m+µ
a+1 ∇mf(t)

= ∇−ma+1∇mf(t) (3.2)

dir. Ayrıca (2.4) ve (2.5) den

∇−ma+1∇mf(t) =
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)m−1

(m− 1)!
∇mf(τ) (3.3)

ve

∇−µa+1∇
µ
(a+1)∗f(t) =

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1

Γ(µ)
∇µ

(a+1)∗f(τ) (3.4)

elde edilir. Ayrık Taylor formülü ve (3.3) den

f(t) =
m−1∑
k=0

(t− a)k

k!
∇kf(a) +∇−ma+1∇mf(t) (3.5)

bulunur. Burada (3.2) ve (3.4) birlikte kullanılırsa

f(t) =
m−1∑
k=0

(t− a)k

k!
∇kf(a) +

1

Γ(µ)

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1∇µ
(a+1)∗

f(τ) (3.6)

elde edilir ki bu da istenilen ifadedir.
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Sonuç 3.1. k = 0, 1, ...,m − 1 için ∇kf(a) = 0 olsun. Bu durumda (3.1) de,

∀t ≥ a+m için

f(t) =
1

Γ(µ)

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1∇µ
(a+1)∗

f(τ) (3.7)

dır (Anastassiou 2009).

Teorem 3.2. p ∈ N ve ν > p olsun. Bu durumda t ∈ Na için

∇p(∇−νa f(t)) = ∇−(ν−p)
a f(t) (3.8)

dir (Anastassiou 2009).

İspat: (2.10) dan t ∈ Na için

∇p(∇−νa f(t)) = ∆p(∇−νa f) (t− p)

= ∆p
(
∆−νa f

)
(t− p+ ν)

=
(
∆p∆−νa f

)
(t− p+ ν)

= ∆−(ν−p)
a f(t+ ν − p) (3.9)

ve

∇−(ν−p)
a f(t) = ∆−(ν−p)

a f(t+ ν − p) (3.10)

elde edilir.
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Uyarı3.1. p ∈ N ve k ≥ p için

∇p

(
(t− a)k

k!

)
= ∇p

(
(t− a+ k − 1)k

k!

)
= ∆p

(
(t− a+ k − 1− p)k

k!

)
=

(t− a+ k − 1− p)k−p
(k − p)!

=
(t− a)k−p

(k − p)! (3.11)

dir.

Teorem 3.3. f : Z −→ R bir fonksiyon ve a ∈ Z+ olsun. p ∈ N ve µ > p olmak

üzere ∀t ≥ a+m için

∇pf(t) =
m−1∑
k=p

(t− a)k−p

(k − p)! ∇
kf(a)

+
1

Γ(µ− p)
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−p−1∇µ
(a+1)∗

f(τ)

(3.12)

dır. Burada t ∈ N, m− 1 < µ < m, m = dµe, µ > 0 dır (Anastassiou 2009).

İspat: (3.1) den

∇pf(t) = ∇p

(
m−1∑
k=0

(t− a)k

k!
∇kf(a)

)

+∇p

(
1

Γ(µ)

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1∇µ
(a+1)∗

f(τ)

)
(3.13)

elde edilir. Burada

∇p

(
m−1∑
k=0

(t− a)k

k!
∇kf(a)

)
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= ∇p

(
(t− a)0

0!
∇0f(a) +

(t− a)1

1!
∇1f(a) + ...+

(t− a)m−1

(m− 1)!
∇m−1f(a)

)

= ∇p

(
(t− a)0

0!

)
f(a) +∇p

(
(t− a)1

1!

)
∇1f(a)

+...+∇p

(
(t− a)m−1

(m− 1)!

)
∇m−1f(a)

=
(t− a)0−p

(0− p)! f(a) +
(t− a)1−p

(1− p)! ∇
1f(a) + ...+

(t− a)m−1−p

(m− 1− p)!∇
m−1f(a)

=
(t− a)0−p

(−p)! f(a) + ...+
(t− a)p−1−p

(p− 1− p)!∇
p−1f(a) +

(t− a)p−p

(p− p)! ∇
pf(a)

+...+
(t− a)m−1−p

(m− 1− p)!∇
m−1f(a)

= 0 + 0 + ...+ 0 +
(t− a)p−p

(p− p)! ∇
pf(a) + ...+

(t− a)m−1−p

(m− 1− p)!∇
m−1f(a)

=
(t− a)0

0!
∇pf(a) +

(t− a)1

1!
∇p+1f(a) + ...+

(t− a)m−1−p

(m− 1− p)!∇
m−1f(a)

=
m−1∑
k=p

(t− a)k−p

(k − p)! ∇
kf(a) (3.14)

dır. Ayrıca

∇p

(
1

Γ(µ)

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1∇µ
(a+1)∗

f(τ)

)
=

1

Γ(µ− p)
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−p−1∇µ
(a+1)∗

f(τ) (3.15)

olup istenilen elde edilir.
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Sonuç 3.2. Teorem 3.3’e ek olarak k = p, ...,m − 1 için ∇kf(a) = 0 olsun. Bu

durumda t ∈ N ve ∀t ≥ a+m için

∇pf(t) =
1

Γ(µ− p)
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−p−1∇µ
(a+1)∗

f(τ) (3.16)

dır (Anastassiou 2009).

Uyarı3.2. b ∈ Z olmak üzere f, [a−m+ 1, a−m+ 2, ..., b] üzerinde tanımlıbir

fonksiyon olsun. Bu durumda (3.1) ve (3.12) sadece t ∈ {a+m, ..., b} için geçerlidir.

Burada b ∈ Z olmak üzere a+m < b dir.

Uyarı3.3.

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1 =
t+1∫

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1∇τ

= −(t− τ + 1)µ

µ

∣∣∣∣t+1

τ=a+1

= −(t− (t+ 1) + 1)µ

µ
+

(t− (a+ 1) + 1)µ

µ

=
(t− a)µ

µ
(3.17)

dir (Anastassiou 2009).

Sonuç 3.3. (3.1) ve (3.17) den∣∣∣∣∣f(t)−
m−1∑
k=0

(t− a)k

k!
∇kf(a)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

Γ(µ)

t∑
τ=a+1

(t− τ + 1)µ−1∇µ
(a+1)∗

f(τ)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

Γ(µ)

(t− a)µ

µ

∣∣∣∣ max
τ∈{a+1,...,t}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗f(τ)

∣∣∣
=

(t− a)µ

Γ(µ+ 1)
max

τ∈{a+1,...,t}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗f(τ)

∣∣∣
(3.18)

elde edilir.
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Sonuç 3.4. (3.12) ve (3.17) den∣∣∣∣∣∇pf(t)−
m−1∑
k=p

(t− a)k−p

(k − p)! ∇
kf(a)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

Γ(µ− p)
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−p−1∇µ
(a+1)∗

f(τ)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

Γ(µ− p)
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−p−1

∣∣∣∣
. max
τ∈{a+1,...,t}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣

=
1

Γ(µ− p)
(t− a)µ−p

(µ− p) max
τ∈{a+1,...,t}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣

=
(t− a)µ−p

Γ(µ− p+ 1)
max

τ∈{a+1,...,t}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣ (3.19)

elde edilir (Anastassiou 2009).

Lemma 3.1. ∀t ∈ Na için

∇−νa (t− a+ 1)µ =
Γ(µ+ 1)

Γ(µ+ ν + 1)
(t− a+ 1)ν+µ

dir (Atici ve Eloe 2012).

İspat:

∇−νa (t− a+ 1)µ =
t∑

s=a

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
(s− a+ 1)µ

=
t−a+1∑
s=1

(t− s− a+ 2)ν−1

Γ(ν)
sµ

=
1

Γ(ν)

t−a+1∑
s=1

(t− s− a+ 2)ν−1sµ

11



=
1

Γ(ν)

t−a∑
s=0

(t− s− a+ 1)ν−1(s+ 1)µ

=
1

Γ(ν)

t−a∑
s=0

Γ(t− s− a+ ν)Γ(s+ µ+ 1)

Γ(t− s− a+ 1)Γ(s+ 1)

=
1

Γ(ν)

t−a∑
s=0

(
t− a
s

)
Γ(t− s− a+ ν)Γ(s+ µ+ 1)

Γ(t− a+ 1)

=
Γ(µ+ 1)

Γ(t− a+ 1)

t−a∑
s=0

(
t− a
s

)
(µ+ 1)sνt−s−a

=
Γ(µ+ 1)

Γ(t− a+ 1)

t−a+1−1∑
s=0

(
t− a+ 1− 1

s

)
(µ+ 1)sνt−a+1−s−1

=
Γ(µ+ 1)

Γ(t1)

t1−1∑
s=0

(
t1 − 1

s

)
(µ+ 1)sνt1−s−1

=
Γ(µ+ 1)

Γ(t1)
(ν + µ+ 1)t1−1

=
Γ(µ+ 1)

Γ(t− a+ 1)
(ν + µ+ 1)t−a+1−1

=
Γ(µ+ 1)

Γ(t− a+ 1)
(ν + µ+ 1)t−a

=
Γ(µ+ 1)Γ(ν + µ+ 1 + t− a)

Γ(t− a+ 1)Γ(ν + µ+ 1)

=
Γ(µ+ 1)

Γ(ν + µ+ 1)
(t− a+ 1)ν+µ

dir. Burada
t−a∑
s=0

(
t− 1

s

)
(µ+ 1)sνt−s−1 = (ν + µ+ 1)t−1

ifadesinden yararlanılmı̧stır.
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İlk olarak Nabla operatörü için kuvvet kuralınıverelim.

∇s

[
(t− ρ(s))ν−1f(s)

]
= (t− ρ(s))ν−1∇sf(s)− (ν − 1)(t+ 1− ρ(s))ν−2f(ρ(s))

dir.

(f.g)∇ = f∇.g + fρ.g∇

= f.g∇ + f∇.gρ

den yararlanılırsa

∇s

[
(t− ρ(s))ν−1f(s)

]
= (t− ρ(s))ν−1∇sf(s) +∇s

[
(t− ρ(s))ν−1

]
f(ρ(s))

elde edilir. Burada

∇s

[
(t− ρ(s))ν−1

]
f(ρ(s)) =

[
(t− ρ(s))ν−1 − (t− ρ(s− 1))ν−1

]
f(ρ(s))

=
[
(t− s+ 1))ν−1 − (t− s+ 2))ν−1

]
f(ρ(s))

=

[
Γ(t− s+ ν)

Γ(t− s+ 1)
− Γ(t− s+ ν + 1)

Γ(t− s+ 2)

]
f(ρ(s))

=

[
Γ(t− s+ ν)

Γ(t− s+ 1)
− (t− s+ ν)Γ(t− s+ ν)

(t− s+ 1)Γ(t− s+ 1)

]
f(ρ(s))

=

[
Γ(t− s+ ν)

Γ(t− s+ 1)

(
1− (t− s+ ν)

(t− s+ 1)

)]
f(ρ(s))

=
Γ(t− s+ ν)

Γ(t− s+ 2)
(1− ν) f(ρ(s))

= (1− ν)(t− s+ 2)ν−2f(ρ(s))

= (1− ν)(t+ 1− ρ(s))ν−2f(ρ(s))

olup kuvvet kuralıgösterilmi̧stir.
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Teorem 3.4. Herhangi bir ν > 0 için

∇−νa+1∇f(t) = ∇∇−νa f(t)− (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
f(a) (3.20)

dir (Atici ve Eloe 2012).

İspat: Lemma 3.1 den yararlanılırsa

∇−νa+1∇f(t) =
1

Γ(ν)

t∑
s=a+1

(t− ρ(s))ν−1∇f(s)

=
(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
f(s)|ta +

(ν − 1)

Γ(ν)

t∑
s=a+1

(t+ 1− ρ(s))ν−2f(ρ(s))

= −(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
f(a) +

1

Γ(ν − 1)

t∑
s=a

(t− ρ(s))ν−2f(s)

= ∇∇−νa f(t)− (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
f(a)

bulunur. Burada

∇∇−νa f(t) = ∇
t∑

s=a

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
f(s)

=
t∑

s=a

∇t(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
f(s) +

(t− 1− ρ(t))ν−1

Γ(ν)
f(t)

=
t∑

s=a

(ν − 1)(t− ρ(s))ν−2

Γ(ν)
f(s) +

(0)ν−1

Γ(ν)
f(t)

=
t∑

s=a

(t− ρ(s))ν−2

Γ(ν − 1)
f(s) +

Γ(ν − 1)

Γ(0)Γ(ν)
f(t)

=
1

Γ(ν − 1)

t∑
s=a

(t− ρ(s))ν−2f(s)

olduğundan ispat tamamlanır.
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Şimdi de

∇ν
ay(t) = f(t, y(t)), t = a+ 1, a+ 2, ... (3.21)

∇−(1−ν)
a y(t)|t=a = y(a) = c (3.22)

başlangıç değer problemini ele alalım. Burada 0 < ν ≤ 1 ve a herhangi bir reel

sayıdır.

Lemma 3.2. y, (3.21) ve (3.22) başlangıç değer probleminin bir çözümüdür ancak

ve ancak

y(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇−νa+1f(t, y(t)) (3.23)

ifadesi sağlanır (Atici ve Eloe 2012).

İspat: (3.21) in her iki tarafına ∇−νa+1 operatörü uygulanırsa

∇−νa+1∇ν
ay(t) = ∇−νa+1f(t, y(t))

olup

∇−νa+1∇∇−(1−ν)
a y(t) = ∇−νa+1f(t, y(t))

elde edilir. Burada (3.20) kullanılırsa

∇−νa+1∇∇−(1−ν)
a y(t) = ∇∇−νa ∇−(1−ν)

a y(t)− (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
∇−(1−ν)
a y(t)|t=a

= ∇−νa+1f(t, y(t))

olup

∇∇−νa ∇−(1−ν)
a y(t) =

(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
∇−(1−ν)
a y(t)|t=a +∇−νa+1f(t, y(t))

elde edilir. (3.22) den

∇∇−νa ∇−(1−ν)
a y(t) =

(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇−νa+1f(t, y(t))
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dir. Burada

∇∇−νa ∇−(1−ν)
a y(t) = ∇∇−1

a y(t)

= ∇
t∑

s=a

(t− ρ(s))0

Γ(1)
y(s)

= ∇
t∑

s=a

y(s)

=
t∑

s=a

y(s)−
t−1∑
s=a

y(s)

= y(t)

dir. O halde

y(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇−νa+1f(t, y(t))

dir. Diğer taraftan y, (3.23) ifadesini sağlasın. ∇ν
a operatörünü (3.23) e uygulayalım.

İlk olarak;

∇ν
a(t− a+ 1)ν−1 = ∇1∇−(1−ν)

a (t− a+ 1)ν−1

= ∇ Γ(ν)

Γ(ν − 1 + 1− ν + 1)
(t− a+ 1)ν−1+1−ν

= ∇Γ(ν)

Γ(1)
(t− a+ 1)0

= ∇Γ(ν) = 0

dir.

∇−νa+1f(t, y(t)) =
t∑

s=a+1

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
f(s, y(s))

=
t∑

s=a

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
f(s, y(s))− (t− ρ(a))ν−1

Γ(ν)
f(a, y(a))

= ∇−νa f(t, y(t))− (t− ρ(a))ν−1

Γ(ν)
f(a, y(a))
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olup ∇ν
a operatörü uygulanırsa

∇ν
a∇−νa+1f(t, y(t)) = ∇ν

a∇−νa f(t, y(t))−∇ν
a

(t− ρ(a))ν−1

Γ(ν)
f(a, y(a))

= ∇1∇−(1−ν)
a ∇−νa f(t, y(t))− f(a, y(a))

Γ(ν)
∇1∇−(1−ν)

a (t− ρ(a))ν−1

= ∇1∇−1
a f(t, y(t))− f(a, y(a))

Γ(ν)
∇1∇−(1−ν)

a (t− ρ(a))ν−1

= ∇
t∑

s=a

(t− ρ(s))0

Γ(1)
f(s, y(s))− f(a, y(a))

Γ(ν)
∇Γ(ν)

Γ(1)
(t− a+ 1)0

= ∇
t∑

s=a

f(s, y(s))− f(a, y(a))

Γ(ν)
∇Γ(ν)

=
t∑

s=a

f(s, y(s))−
t−1∑
s=a

f(s, y(s)) = f(t, y(t))

elde edilir. O halde

∇ν
ay(t) = ∇ν

a

(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇ν

a∇−νa+1f(t, y(t))

= 0 + f(t, y(t))

= f(t, y(t))

dir. (3.22) sağlanmı̧stır. (3.23) koşulunu sağlatalım. (3.23) ifadesine ∇−(1−ν)
a uygu-

lanırsa

∇−(1−ν)
a y(t) = ∇−(1−ν)

a

(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇−(1−ν)

a ∇−νa+1f(t, y(t))

=
y(a)

Γ(ν)
∇−(1−ν)
a (t− a+ 1)ν−1

+∇−(1−ν)
a

[
∇−νa f(t, y(t))− (t− ρ(a))ν−1

Γ(ν)
f(a, y(a))

]

=
y(a)

Γ(ν)

Γ(ν)

Γ(ν − 1 + 1− ν + 1)
(t− a+ 1)ν−1+1−ν +∇−(1−ν)

a ∇−νa f(t, y(t))

−∇−(1−ν)
a

(t− ρ(a))ν−1

Γ(ν)
f(a, y(a))
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=
y(a)

Γ(ν)

Γ(ν)

Γ(1)
(t− a+ 1)0 +∇−1

a f(t, y(t))− f(a, y(a))

Γ(ν)
∇−(1−ν)
a (t− a+ 1))ν−1

= y(a) +

t∑
s=a

(t− ρ(s))0

Γ(1)
f(s, y(s))

−f(a, y(a))

Γ(ν)

Γ(ν)

Γ(ν − 1 + 1− ν + 1)
(t− a+ 1)ν−1+1−ν

= y(a) +
t∑

s=a

f(s, y(s))− f(a, y(a))

Γ(ν)

Γ(ν)

Γ(1)
(t− a+ 1)0

= y(a) +

t∑
s=a

f(s, y(s))− f(a, y(a))

olup t = a için

∇−(1−ν)
a y(t)|t=a = y(a) +

a∑
s=a

f(s, y(s))− f(a, y(a))

= y(a) + f(a, y(a))− f(a, y(a))

= y(a) = c

dir. İspat tamamlanır.

Şimdi de

y(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇−νa+1f(t, y(t))

olarak ele alınsın. Öyle w ve v olsun ki

w(t) ≥ (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
w(a) +∇−νa+1f(t, w(t)) (3.24)

ve

v(t) ≤ (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
v(a) +∇−νa+1f(t, v(t)) (3.25)

gerçeklensin. Bundan sonra f(t, y(t)) yerine b(t)y(t) alalım. Burada t = a, a+ 1, ...

için 0 ≤ b(t) < 1 dir (Atici ve Eloe 2012).
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Teorem 3.5. w ve v sırasıyla (3.24) ve (3.25) yi sağlasın. Eğer w(a) ≥ v(a) ise o

zaman t = a, a+ 1, ... için w(t) ≥ v(t) dir (Atici ve Eloe 2012).

İspat: u(t) = v(t) − w(t) olsun. t = a, a + 1, ... için u(t) ≤ 0 olduğunu tümevarım

prensibini kullanarak ispatlayacağız. s = a için teoremin koşullarından w(a) ≥ v(a)

olduğundan u(a) = v(a) − w(a) ≤ 0 sağlanır. s = a, a + 1, ..., t − 1 için u(s) ≤ 0

sağlansın.

s = a+ 1 için

u(a+ 1) = v(a+ 1)− w(a+ 1)

≤ (a+ 1− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
(v(a)− w(a))

+
a+1∑
s=a+1

(a+ 1− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
b(s) (v(s)− w(s))

=
(2)ν−1

Γ(ν)
(v(a)− w(a)) +

(1)ν−1

Γ(ν)
b(a+ 1) (v(a+ 1)− w(a+ 1))

=
Γ(ν + 1)

Γ(ν)
(v(a)− w(a)) + b(a+ 1) (v(a+ 1)− w(a+ 1))

≤ b(a+ 1) (v(a+ 1)− w(a+ 1))

olup

(1− b(a+ 1)) (v(a+ 1)− w(a+ 1)) ≤ 0

dir. 0 ≤ b(a+ 1) < 1 den u(a+ 1) = v(a+ 1)− w(a+ 1) ≤ 0 dır.
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O halde s = t için

u(t) = v(t)− w(t)

≤ (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
v(a) +∇−νa+1b(t)v(t)− (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
w(a)−∇−νa+1b(t)w(t)

=
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
(v(a)− w(a)) +

t∑
s=a+1

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
b(s) (v(s)− w(s))

=
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
(v(a)− w(a)) +

t−1∑
s=a+1

(t− ρ(s))ν−1

Γ(ν)
b(s) (v(s)− w(s))

+b(t)(v(t)− w(t))

≤ b(t)(v(t)− w(t))

olup

(1− b(t))(v(t)− w(t)) ≤ 0

dir. 0 ≤ b(t) < 1 den u(t) = v(t)− w(t) ≤ 0 olup bu da istenilendir.

İlk olarak

Exφ = ∇−νa+1x(t)φ(t)

ve

Fxφ = ∇−νa x(t)φ(t)

olarak tanımlansın. φ sabit olduğu zaman Ayrık Mittag-Leffl er fonksiyonu Exφ ve

Fxφ formunda yazılabilir.
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Lemma 3.3. Herhangi bir λ sabiti için

∣∣∣Eλ(t− a+ 1)ν−1
∣∣∣ ≤ F|λ|(t− a+ 1)ν−1

dir. Burada t = a, a+ 1, ... dir (Atici ve Eloe 2012).

İspat:

∣∣∣Eλ(t− a+ 1)ν−1
∣∣∣ =

∣∣∣∇−νa+1λ(t− a+ 1)ν−1
∣∣∣

=

∣∣∣∣ λ

Γ(ν)

t∑
s=a+1

(t− ρ(s))ν−1(s− a+ 1)ν−1

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣ 1

Γ(ν)

t∑
s=a

λ(t− ρ(s))ν−1(s− a+ 1)ν−1

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(ν)

t∑
s=a

|λ| (t− ρ(s))ν−1(s− a+ 1)ν−1

= ∇−νa |λ| (t− a+ 1)ν−1

= F|λ|(t− a+ 1)ν−1

elde edilir.

Lemma 3.4. Herhangi bir λ sabiti için

F n
λ (t− a+ 1)ν−1 =

Γ(ν)

Γ(nν + ν)
λn(t− a+ 1)(n+1)ν−1

dir. Burada n ∈ N dir (Atici ve Eloe 2012).
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İspat: n = 1 için

Fλ(t− a+ 1)ν−1 =
Γ(ν)

Γ(ν + ν)
λ(t− a+ 1)(1+1)ν−1

=
Γ(ν)

Γ(2ν)
λ(t− a+ 1)2ν−1

dir. Lemma 3.1 kullanılırsa

Fλ(t− a+ 1)ν−1 = ∇−νa λ(t− a+ 1)ν−1

= λ
Γ(ν − 1 + 1)

Γ(ν − 1 + ν + 1)
(t− a+ 1)ν+ν−1

= λ
Γ(ν)

Γ(2ν)
(t− a+ 1)2ν−1

elde edilir. n = 1 için doğrudur. n = k − 1 için doğru olsun. n = k için

F k
λ (t− a+ 1)ν−1 =

Γ(ν)

Γ(kν + ν)
λk(t− a+ 1)(k+1)ν−1

doğru olduğunu gösterelim.

F k−1
λ (t− a+ 1)ν−1 =

Γ(ν)

Γ((k − 1)ν + ν)
λk−1(t− a+ 1)kν−1

ifadesinden

FλF
k−1
λ (t− a+ 1)ν−1 = Fλ

[
Γ(ν)

Γ((k − 1)ν + ν)
λk−1(t− a+ 1)kν−1

]

= ∇−νa λ

[
Γ(ν)

Γ((k − 1)ν + ν)
λk−1(t− a+ 1)kν−1

]

=
Γ(ν)

Γ((k − 1)ν + ν)
λk∇−νa (t− a+ 1)kν−1
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=
Γ(ν)

Γ((k − 1)ν + ν)
λk

Γ(kν − 1 + 1)

Γ(kν − 1 + ν + 1)
(t− a+ 1)ν+kν−1

=
Γ(ν)

Γ(kν + ν)
λk(t− a+ 1)k(ν+1)−1

elde edilir. O halde

FλF
k−1
λ (t− a+ 1)ν−1 = F k

λ (t− a+ 1)ν−1

=
Γ(ν)

Γ(kν + ν)
λk(t− a+ 1)k(ν+1)−1

olup ispat tamamlanır.

Lemma 3.5. λ > 0 ve t = a, a+ 1, ... için |y(t)| < λ olsun. O halde herhangi n ∈ N

için ∣∣∣En
y (t− a+ 1)ν−1

∣∣∣ ≤ F n
λ (t− a+ 1)ν−1

dir (Atici ve Eloe 2012).

İspat:

∣∣∣En
y (t− a+ 1)ν−1

∣∣∣ =

∣∣∣∣yn Γ(ν)

Γ(nν + ν)
(t− a+ 1)(n+1)ν−1 − yn Γ(ν)

Γ(nν)
(t− a+ 1)nν−1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣yn( Γ(ν)

Γ(nν + ν)
(t− a+ 1)(n+1)ν−1 − Γ(ν)

Γ(nν)
(t− a+ 1)nν−1

)∣∣∣∣
≤ λn

∣∣∣∣ Γ(ν)

Γ(nν + ν)
(t− a+ 1)(n+1)ν−1 − Γ(ν)

Γ(nν)
(t− a+ 1)nν−1

∣∣∣∣
≤ λn

∣∣∣∣ Γ(ν)

Γ(nν + ν)
(t− a+ 1)(n+1)ν−1

∣∣∣∣
= λn

Γ(ν)

Γ(nν + ν)
(t− a+ 1)(n+1)ν−1

= F n
λ (t− a+ 1)ν−1

dir.
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Teorem 3.6. t ∈ Na ∩ [a, b] için |x(t)| < 1 olsun. O halde t ∈ Na ∩ [a, b] için

y(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇−νa+1x(t)y(t) (3.26)

ise

y(t) =
y(a)

Γ(ν)

∞∑
k=0

Ek
x(t− a+ 1)ν−1

çözümüne sahiptir (Atici ve Eloe 2012).

İspat: Bu çözümü elde etmek için ardı̧sık yaklaşımlar metodu kullanılacaktır. n ≥ 1

y0(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a),

yn(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
y(a) +∇−νa+1x(t)yn−1(t)

dir. İlk olarak

y1(t) = y0(t) +∇−νa+1x(t)y0(t)

=
y(a)

Γ(ν)
(t− a+ 1)ν−1 +

y(a)

Γ(ν)
∇−νa+1x(t)(t− a+ 1)ν−1

=
y(a)

Γ(ν)
E0
x(t− a+ 1)ν−1 +

y(a)

Γ(ν)
Ex(t− a+ 1)ν−1

dir. Tümevarımdan n = 0, 1, 2, ... için

yn(t) =
y(a)

Γ(ν)

n∑
k=0

Ek
x(t− a+ 1)ν−1

dir. Burada n→∞ için limit alırsak

y(t) =
y(a)

Γ(ν)

∞∑
k=0

Ek
x(t− a+ 1)ν−1 (3.27)

elde edilir.
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(3.27) serisinin mutlak yakınsak olduğunu göstermek için Lemma 3.2.3 − 3.2.5,

kaŗsılaştırma testi ve d’Alembert oran testi kullanılacaktır.

O halde
∞∑
n=0

λn
(t− a+ 1)(n+1)ν−1

Γ(nν + ν)
(3.28)

yazılabilir. Burada 0 ≤ λ < 1 dir.

an = λn
(t− a+ 1)(n+1)ν−1

Γ(nν + ν)

= λn
Γ(t− a+ (n+ 1)ν)

Γ(nν + ν)Γ(t− a+ 1)

= λn
Γ(t− a)

β(t− a, (n+ 1)ν)Γ(t− a+ 1)

olsun.

β(t− a, (n+ 1)ν) =
Γ(t− a)Γ((n+ 1)ν)

Γ(t− a+ (n+ 1)ν)

olup

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣λn+1 Γ(t− a)β(t− a, (n+ 1)ν)Γ(t− a+ 1)

β(t− a, (n+ 2)ν)Γ(t− a+ 1)λnΓ(t− a)

∣∣∣∣
= lim

n→∞

∣∣∣∣λβ(t− a, (n+ 1)ν)

β(t− a, (n+ 2)ν)

∣∣∣∣
elde edilir. Burada Beta fonksiyonu β(x, y) = Γ(x)Γ(y)

Γ(x+y)
dir. Beta fonksiyonu için

Stirling yaklaşımlar formülü kullanılacaktır.

β(x, ε) ∼ Γ(ε)x−ε

dir. Burada x yeterince büyük ve ε sabittir. Bizim ihtiyacımız olan tek şey

lim
n→∞

∣∣∣∣ β(x, ε)

Γ(ε)x−ε

∣∣∣∣ = 1

olduğunu göstermektir.
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Gamma fonksiyonu için Stirling formülü kullanılırsa

lim
n→∞

∣∣∣∣ β(t− a, (n+ 1)ν)

Γ(t− a)((n+ 1)ν)−(t−a)

∣∣∣∣ = 1

ve

lim
n→∞

∣∣∣∣ β(t− a, (n+ 2)ν)

Γ(t− a)((n+ 2)ν)−(t−a)

∣∣∣∣ = 1

olup

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
(n+ 2)ν

(n+ 1)ν

)t−a
= λ

dir. O halde

∞∑
k=0

∣∣∣∣ y(a)

Γ(ν)
Ek
y (t− a+ 1)ν−1

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=0

∣∣∣∣ y(a)

Γ(ν)
F k
λ (t− a+ 1)ν−1

∣∣∣∣
=

∞∑
n=0

∣∣∣∣∣λn(t− a+ 1)(n+1)ν−1

Γ(nν + ν)

∣∣∣∣∣ <∞
olup kaŗsılaştırma testinden (3.27) mutlak yakınsaktır. O halde (3.27), (3.26) nın

bir çözümüdür.
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4. AYRIK NABLA KESİRLİ ANALİZDE BAZI EŞİTSİZLİKLER

Bu bölümde Opial, Ostrowski, Poincaré, Sobolev Tipi eşitsizlikler ve Gronwall eşit-

sizliği verilecektir.

4.1 Opial Tipi Eşitsizlik

Bu kısımda ilk olarak diferensiyel denklemlerdeki Opial Tipi Eşitsizlik verilecektir.

Teorem 4.1.1. (Opial Tipi Eşitsizlik) ∀x ∈ (0, h) için f(x) > 0 ve f(0) = f(h) = 0

olmak üzere f ∈ C1[0, h] olsun. Bu durumda

h∫
0

|f(x)f ′(x)| dx ≤ h

4

h∫
0

(f ′(x))
2
dx

dir.

Şimdi ayrık kesirli analizde Opial Tipi Eşitsizliği verelim.

Teorem 4.1.2. (Opial Tipi Eşitsizlik) µ > 2 olmak üzere m = dµe ≥ 3, p ∈ Z+

olmak üzere µ > p, a ∈ Z+ ve f, {a −m + 1, a −m + 2, ...} üzerinde tanımlıreel

değerli bir fonksiyon olsun. Ayrıca k = p, ...,m − 1 için ∇kf(a) = 0 olsun. Bu

durumda t ∈ N olmak üzere ∀t ≥ a+m için

t∑
t′=a+m

D(t
′
)
∣∣∣∇pf(t

′
)
∣∣∣ ∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(t

′
)
∣∣∣ ≤ K(t) (G(t, a,m, g))

1
δ (4.1)

dır. Burada t ≥ a+m olmak üzere

G(t, a,m, g) : = 2
(
g2(t)− g2(a+m− 1)

)
+

(g2(t− 1)− g2(a+m− 2))

2

−2 [g(t)g(t− 1)− g(a+m− 1)g(a+m− 2)] (4.2)
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g(t) : =
t∑

τ=a+1

(C(t))δ
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(τ)

∣∣∣δ , t ≥ a+ 1 (4.3)

θ(t, a, µ, p, C, γ) : =

(
t∑

τ=a+1

[
(t− τ + 1)µ−p−1(C(τ))−1

]γ) 1
γ

(4.4)

K(t) : =
1

Γ(µ− p)

(
t∑

t′=a+m

[
D(t

′
)(C(t

′
))−1θ(t

′
, a, µ, p, C, γ)

]γ) 1
γ

(4.5)

olup γ, δ > 1 olmak üzere 1
γ

+ 1
δ

= 1; τ = a+ 1, ..., t için C(τ) > 0; t′ = a+m, ..., t

için D(t′) ≥ 0 dır (Anastassiou 2009).

İspat: (3.16) dan ∀t ≥ a+m için

|∇pf(t)| ≤ 1

Γ(µ− p)
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−p−1
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(τ)

∣∣∣
=

1

Γ(µ− p)
t∑

τ=a+1

(t− τ + 1)µ−p−1(C(τ))−1C(τ)
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(τ)

∣∣∣
(4.6)

elde edilir.

Ayrık Hölder eşitsizliği kullanılırsa

|∇pf(t)| ≤ 1

Γ(µ− p)

(
t∑

τ=a+1

[
(t− τ + 1)µ−p−1(C(τ))−1

]γ) 1
γ

.

(
t∑

τ=a+1

(C(τ))δ
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(τ)

∣∣∣δ) 1
δ

=
θ(t, a, µ, p, C, γ)

Γ(µ− p)

(
t∑

τ=a+1

(C(τ))δ
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(τ)

∣∣∣δ) 1
δ

(4.7)

bulunur. Burada g(t), t ≥ a+ 1 ≥ a−m+ 1 de azalmayandır.
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∇g(t) = (C(t))δ
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(t)

∣∣∣δ , t ∈ {a+ 1, ...} (4.8)

ve ∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(t)
∣∣∣ = (∇g(t))

1
δ (C(t))−1 (4.9)

elde edilir. (4.7) ve (4.9) birlikte kullanılırsa

t∑
t′=a+m

D(t′) |∇pf(t′)|
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(t′)

∣∣∣
≤

t∑
t′=a+m

D(t′)
θ(t, a, µ, p, C, γ)

Γ(µ− p) (g(t′))
1
δ (∇g(t′))

1
δ (C(t′))−1

(4.10)

bulunur. Ayrık Hölder eşitsizliğinden

t∑
t′=a+m

D(t′) |∇pf(t′)|
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(t′)

∣∣∣
≤ 1

Γ(µ− p)

(
t∑

t′=a+m

[
D(t′)(C(t′))−1θ(t, a, µ, p, C, γ)

]γ) 1
γ

.

(
t∑

t′=a+m

g(t′)∇g(t′)

) 1
δ

= K(t)

(
t∑

t′=a+m

g(t′)∇g(t′)

) 1
δ

(4.11)

elde edilir.

x ∈ [t′ − 1, t′] için

ψ(x) = g(t′) +∇g(t′)(x− t′ + 1) (4.12)

fonksiyonunu tanımlayalım. x ∈ [t′, t′ + 1] için

ψ(x) = g(t′ + 1) +∇g(t′ + 1)(x− t′) (4.13)

dir.
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ψ(t′−) = g(t′) +∇g(t′)(t′ − t′ + 1)

= g(t′) + g(t′)− g(t′ − 1)

= 2g(t′)− g(t′ − 1) (4.14)

ve

ψ(t′+) = g(t′ + 1) +∇g(t′ + 1)(t′ − t′)

= g(t′ + 1) (4.15)

olduğundan ψ süreksizdir.

ψ′(x) = ∇g(t′) (4.16)

olup, burada g(t), ∇g(t) ≥ 0 dır. Ayrıca t′ = a+m− 1, a+m, ... için

g(t′) ≤ g(t′) +
g(t′)− g(t′ − 1)

2

=
3g(t′)− g(t′ − 1)

2
(4.17)

dir. Dolayısıyla,

t′∫
t′−1

ψ(x)dx =
t′∫

t′−1

[g(t′) +∇g(t′)(x− t′ + 1)] dx

=
t′∫

t′−1

g(t′)dx+∇g(t′)
t′∫

t′−1

(x− t′ + 1)dx

= g(t′) +
∇g(t′)

2

=
3g(t′)− g(t′ − 1)

2
(4.18)

dır. (4.17) den t′ = a+m− 1, a+m, ... için

g(t′) ≤ g(t′) +
g(t′)− g(t′ − 1)

2

=
t′∫

t′−1

ψ(x)dx (4.19)
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olup

g(t′)∇g(t′) ≤
t′∫

t′−1

ψ(x)∇g(t′)dx

=
t′∫

t′−1

ψ(x)ψ′(x)dx

=
t′∫

t′−1

ψ(x)dψ(x)

=
1

2

[
(ψ(t′))2 − (ψ(t′ − 1))2

]
(4.20)

bulunur. (4.20) den

t∑
t′=a+m

g(t′)∇g(t′) ≤ 1

2

t∑
t′=a+m

[
(ψ(t′))2 − (ψ(t′ − 1))2

]
=

1

2

[
(ψ(a+m))2 − (ψ(a+m− 1))2

+(ψ(a+m+ 1))2 − (ψ(a+m))2

...

+(ψ(t))2 − (ψ(t− 1))2
]

=
1

2

[
(ψ(t))2 − (ψ(a+m− 1))2

]
=

1

2

[
(2g(t)− g(t− 1))2 − (2g(a+m− 1)− g(a+m− 2))2]

= G(t, a,m, g) (4.21)

elde edilir. (4.11) ve (4.21) den

t∑
t′=a+m

D(t′) |∇pf(t′)|
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(t′)

∣∣∣ ≤ K(t)

(
t∑

t′=a+m

g(t′)∇g(t′)

) 1
δ

≤ K(t)(G(t, a,m, g))
1
δ (4.22)

bulunur.
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4.2 Ostrowski Tipi Eşitsizlik

İlk olarak diferensiyel denklemlerdeki Ostrowski Tipi Eşitsizlik verilecektir.

Teorem 4.2.1. (Ostrowski Tipi Eşitsizlik) f : [a, b] −→ R bir fonksiyon olmak

üzere (a, b) de türevlenebilir olsun. ∀t ∈ (a, b) için |f ′(x)| ≤ M sağlansın. O halde

∀t ∈ [a, b] için

∣∣∣∣f(x)− 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤
[

1

4
+

(
x− a+b

2

)
(b− a)2

]
(b− a)M

dir.

Şimdi ayrık kesirli analizde Ostrowski Tipi Eşitsizliği verelim.

Teorem 4.2.2. (Ostrowski Tipi Eşitsizlik) m − 1 < µ < m, m = dµe, µ /∈ Z ve

µ > 0 olsun. Ayrıca µ > p olmak üzere p, a ∈ Z+, b ∈ N, a + m < b olacak

şekilde f, [a−m+ 1, a−m+ 2, ..., b] üzerinde tanımlıreel değerli bir fonksiyon ve

k = p+ 1, ...,m− 1 için ∇kf(a) = 0 olsun. Bu durumda

∣∣∣∣∣ 1

(b− a−m)

b∑
j=a+m+1

∇pf(j)−∇pf(a)

∣∣∣∣∣ ≤
(

(b− a)µ−p+1 −mµ−p+1
)

Γ(µ− p+ 2)(b− a−m)

.

(
max

τ∈{a+1,...,b}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣)
(4.23)

dır. Burada j ∈ [a+m, ..., b] dir (Anastassiou 2009).

İspat: Hipotezden ve (3.12) den ∀j ∈ [a+m+ 1, a+m+ 2, ..., b] için

∇pf(j)−∇pf(a) =
1

Γ(µ− p)
j∑

τ=a+1

(j − τ + 1)µ−p−1∇µ
(a+1)∗

f(τ) (4.24)

elde edilir.
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Ayrıca (4.24) den

1

b− (a+m)

b∑
j=a+m+1

∇pf(j)−∇pf(a)

=
1

(b− a−m)

b∑
j=a+m+1

(∇pf(j)−∇pf(a))

=
1

Γ(µ− p) (b− a−m)

b∑
j=a+m+1

(
j∑

τ=a+1

(j − τ + 1)µ−p−1∇µ
(a+1)∗

f(τ)

)

(4.25)

bulunur. (3.17) ve (4.25) den∣∣∣∣∣ 1

(b− a−m)

b∑
j=a+m+1

∇pf(j)−∇pf(a)

∣∣∣∣∣
≤ 1

Γ(µ− p)(b− a−m)

b∑
j=a+m+1

(
j∑

τ=a+1

(j − τ + 1)µ−p−1
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(τ)

∣∣∣)

≤ 1

Γ(µ− p)(b− a−m)

(
b∑

j=a+m+1

(j − a)µ−p

(µ− p)

)(
max

τ∈{a+1,...,b}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣)

=
1

Γ(µ− p+ 1)(b− a−m)

(
b∑

j=a+m+1

(j − a)µ−p

)(
max

τ∈{a+1,...,b}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣)

=
1

Γ(µ− p+ 1)(b− a−m)

(
1

(µ− p+ 1)

(
(b− a)µ−p+1 −mµ−p+1

))

.

(
max

τ∈{a+1,...,b}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣) (4.26)

=

(
(b− a)µ−p+1 −mµ−p+1

)
Γ(µ− p+ 2)(b− a−m)

(
max

τ∈{a+1,...,b}

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣) (4.27)

elde edilir ve ispat tamamlanır.
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4.3 Poincaré Eşitsizliği

Öncelikle klasik Poincaré Eşitsizliği verilecektir.

Teorem 4.3.1. (Poincaré Eşitsizliği) Ω ⊂ Rn bir sınırlıbölge ve.Lipschitz sınırına

sahip olsun. O halde Cp pozitif sabiti varsa ∀u ∈ W k,p
0 (Ω) için

‖u‖LP (Ω) ≤ Cp ‖∇u‖LP (Ω)

dir.

Ayrık kesirli analizde Poincaré Eşitsizliğini verelim.

Teorem 4.3.2. (Poincaré Eşitsizliği) µ > p, p ∈ Z+, µ /∈ Z, m = dµe ve a ∈ Z+

olsun. f : [a−m + 1, ..., b] −→ R ve a + m < b, b ∈ N olmak üzere k = p, ...,m− 1

için ∇kf(a) = 0 olsun. Bu durumda

b∑
j=a+m

|∇pf(j)|δ

≤ 1

(Γ(µ− p))δ

{
b∑

j=a+m

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) δ
γ

}

.

(
b∑

τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ) (4.28)

dır. Burada γ, δ > 1 olmak üzere 1
γ

+ 1
δ

= 1 dir (Anastassiou 2009).

İspat: (3.16) dan ∀j ∈ [a+m, a+m+ 1, ..., b] için

∇pf(j) =
1

Γ(µ− p)
j∑

τ=a+1

(j − τ + 1)µ−p−1∇µ
(a+1)∗

f(τ) (4.29)

dır.

|∇pf(j)| ≤ 1

Γ(µ− p)
j∑

τ=a+1

(j − τ + 1)µ−p−1
∣∣∣∇µ

(a+1)∗
f(τ)

∣∣∣ (4.30)

bulunur.
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Ayrık Hölder eşitsizliğinden

|∇pf(j)|

≤ 1

Γ(µ− p)

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) 1
γ
(

j∑
τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ) 1

δ

(4.31)

ve

|∇pf(j)|δ

≤ 1

(Γ(µ− p))δ
(

j∑
τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) δ
γ
(

j∑
τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ)

≤ 1

(Γ(µ− p))δ
(

j∑
τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) δ
γ
(

b∑
τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ)
(4.32)

elde edilir. ∀j ∈ [a+m, a+m+ 1, ..., b] için

b∑
j=a+m

|∇pf(j)|δ

≤ 1

(Γ(µ− p))δ

{
b∑

j=a+m

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) δ
γ

}

.

(
b∑

τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ) (4.33)

olup istenilen ifade bulunur.
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4.4 Sobolev Tipi Eşitsizlik

Klasik Sobolev Tipi Eşitsizlik şu şekilde verilmektedir:

Teorem 4.4.1. (Sobolev Tipi Eşitsizlik) 0 < α < n, 1 < p < q <∞ ve 1
q

= 1
p
− α

n

olsun. O halde ∥∥∥∥∫
Rn

f(y)dy

|x− y|n−α
∥∥∥∥
Lq(Rn)

≤ C ‖f‖Lp(Rn)

dir.

Teorem 4.4.2. (Ayrık Analizde Sobolev Tipi Eşitsizlik) µ /∈ Z olmak üzere µ > p,

p ∈ Z+, m = dµe ve a ∈ Z+ alalım. b ∈ N, a+m < b olmak üzere

f : [a−m + 1, ..., b] −→ R bir fonksiyon ve k = p, ...,m− 1 için ∇kf(a) = 0 olsun.

Bu durumda

(
b∑

j=a+m

|∇pf(j)|r
) 1

r

≤ 1

Γ(µ− p)

[
b∑

j=a+m

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) r
γ

] 1
r

.

(
b∑

τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ) 1

δ

(4.34)

dır. Burada γ, δ > 1 olmak üzere 1
γ

+ 1
δ

= 1 ve r ≥ 1 dir (Anastassiou 2009).

İspat: (4.31) den ∀j ∈ [a+m, a+m+ 1, ..., b] için

|∇pf(j)|r

≤ 1

(Γ(µ− p))r
(

j∑
τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) r
γ

.

(
b∑

τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ) r

δ

(4.35)
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bulunur.

Eşitsizliğin her iki yanında a+m den b ye toplam alınırsa

b∑
j=a+m

|∇pf(j)|r

≤ 1

(Γ(µ− p))r

[
b∑

j=a+m

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) r
γ

]

.

(
b∑

τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ) r

δ

(4.36)

elde edilir. Bu durumda

(
b∑

j=a+m

|∇pf(j)|r
) 1

r

≤ 1

Γ(µ− p)

[
b∑

j=a+m

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µ−p−1

)γ) r
γ

] 1
r

.

(
b∑

τ=a+1

∣∣∣∇µ
(a+1)∗

f(τ)
∣∣∣δ) 1

δ

(4.37)

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.4.3. (Ortalama Sobolev Tipi Eşitsizlik) 0 < µ1 < µ2 < ... < µk tam sayı

olmamak üzere k ∈ N, l = 1, ..., k için ml = dµle alalım. b ∈ N, a ∈ Z+ olmak üzere

f : [a−mk + 1, ..., b] −→ R, τ = 0, 1, ...,mk− 1 için ∇τf(a) = 0 olsun. Bu durumda

‖f‖r,[a+mk,b]
≤
√
δ∗ρ∗


k∑
l=1

Bl

k


1
2

(4.38)

dir. Burada

Bl :=
b∑

τ=a+1

Cl(τ)
(
∇µl

(a+1)∗f(τ)
)2

, (4.39)
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δ∗ := max
1≤l≤k

 1

(Γ(µl))
2

[
b∑

j=a+ml

(
j∑

τ=a+1

(j − τ + 1)2

) 2
r

] 2
r

 (4.40)

ve

ρ∗ := max
1≤l≤k

∥∥∥∥ 1

Cl(τ)

∥∥∥∥
∞,[a+1,b]

(4.41)

olup r ≥ 1; l = 1, ..., k için Cl(s) > 0 [a + 1, ..., b] de tanımlıve a + mk < b dir

(Anastassiou 2009).

İspat: Hipotezden, l = 1, ..., k ve τ = 0, 1, ...,mk − 1 için ∇τf(a) = 0 dır. Bu

durumda f ve kesirli basamaktan µl için Teorem 3.7 nin koşullarısağlanır. Burada

p = 0 ve γ = δ = 2 alıp (4.34) den

(
b∑

j=a+ml

|f(j)|r
) 1

r

≤ 1

Γ(µl)

[
b∑

j=a+ml

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µl−1

)2
) r

2

] 1
r

.

(
b∑

τ=a+1

(
∇µl

(a+1)∗
f(τ)

)2
) 1

2

(4.42)

bulunur. Ayrıca

(
b∑

j=a+ml

|f(j)|r
) 2

r

≤ 1

(Γ(µl))
2

[
b∑

j=a+ml

(
j∑

τ=a+1

(
(j − τ + 1)µl−1

)2
) r

2

] 2
r ( b∑

τ=a+1

(
∇µl

(a+1)∗
f(τ)

)2
)

≤ δ∗
(

b∑
τ=a+1

(
∇µl

(a+1)∗
f(τ)

)2
)

= δ∗
(

b∑
τ=a+1

(Cl(τ))−1Cl(τ)
(
∇µl

(a+1)∗
f(τ)

)2
)

≤ δ∗ρ∗
(

b∑
τ=a+1

Cl(τ)
(
∇µl

(a+1)∗
f(τ)

)2
)
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dir.

Buradan

(
b∑

j=a+mk

|f(j)|r
) 2

r

≤
(

b∑
j=a+ml

|f(j)|r
) 2

r

≤ δ∗ρ∗
(

b∑
τ=a+1

Cl(τ)
(
∇µl

(a+1)∗
f(τ)

)2
)

= δ∗ρ∗Bl (4.43)

elde edilir. Böylece

‖f‖r,[a+mk,b]
=

(
b∑

j=a+mk

|f(j)|r
) 1

r

≤
√
δ∗ρ∗


k∑
l=1

Bl

k


1
2

(4.44)

dir. İspat tamamlanır.
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4.5 Gronwall Eşitsizliği

İlk olarak klasik Gronwall eşitsizliği verilecektir.

Teorem 4.5.1. I = [a,∞) da f(t) ve u(t) negatif olmayan sürekli fonksiyon olsun.

c negatif olmayan bir sabit olmak üzere t ∈ I için

u(t) ≤ c+

∫ t

a

f(s)u(s)ds

sağlansın. Bu durumda

u(t) ≤ c exp

(∫ t

a

f(s)ds

)
dir.

Şimdi ayrık kesirli analizde Gronwall eşitsizliğini verelim.

Teorem 4.5.2. v ve y negatif olmayan reel değerli fonksiyonlar olmak üzere ∀t ∈ Na
için 0 ≤ y(t) < 1 ve

v(t) ≤ (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
v(a) +∇−νa+1v(t)y(t)

olsun. Bu dururmda

v(t) ≤ v(a)

Γ(ν)

∞∑
k=0

Ek
y (t− a+ 1)ν−1

dir (Atici ve Eloe 2012).

İspat:

w(t) =
v(a)

Γ(ν)

∞∑
k=0

Ek
y (t− a+ 1)ν−1

alınıp Teorem 3.5 ve Teorem 3.6 birlikte düşünülürse ispat elde edilir.

Eğer ν = 1 ise ayrık analizde Gronwall eşitsizliğini elde ederiz.
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Sonuç 4.5.1. ∀t ∈ Na için 0 ≤ y(t) < 1 olsun. Eğer

v(t) ≤ v(a) +
t∑

s=a+1

y(s)v(s)

ise

v(t) ≤ v(a)êy(t, a)

dir. Burada T = Z zaman skalasıiçin nabla üstel fonksiyonu

êy(t, a) = (1− y)a−t

dir (Atici ve Eloe 2012).

İspat: Teorem 4.5.1 den ν = 1 için

v(t) ≤ v(a)

Γ(1)

∞∑
k=0

Ek
y (t− a+ 1)0

= v(a)
∞∑
k=0

Ek
y1

dir. Burada iddia edilen
∞∑
k=0

Ek
y1 = êy(t, a)

dir. êy(t, a) üstel fonksiyonu

∇x(t) = y(t)x(t), x(a) = 1

başlanıç değer probleminin tek çözümüdür.

Gerçekten

∇
∞∑
k=0

Ek
y1 =

∞∑
k=0

∇Ek
y1

=
∞∑
k=1

∇Ek
y1
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=
∞∑
k=1

∇Ey
(
Ek−1
y 1

)
=

∞∑
k=1

∇∇−1
a+1y(t)Ek−1

y 1

=

∞∑
k=1

y(t)Ek−1
y 1

= y(t)

∞∑
k=0

Ek
y1

ve
∞∑
k=0

Ek
y1(a) = 1

dir. O halde
∞∑
k=0

Ek
y1 = êy(t, a)

dir ve ispat tamamlanır.

Ayrıca Sonuç 4.5.1 de y(t) = λ, a = 0, v(0) = 1 durumunu ele alalım. O halde

Sonuç 4.5.1 den

v(t) ≤ 1 +
t∑

s=1

λv(s)

olup

v(t) ≤ 1.êy(t, 0)

= (1− λ)−t

dir. Bu eşitsizlik tümevarım ile de elde edilir. Burada k = 1, 2, ... için

(1− λ)k + λ

k−1∑
j=0

(1− λ)j = 1

ifadesinden yararlanır.
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Örnek 4.5.1. Her bir t ve y için 0 ≤ K < 1 de f(t, y) Lipschitz koşulunu sağlasın.

t = a+ 1, a+ 2, ... için ϕ(t) ve ψ(t) sırasıyla

∇ν
aϕ(t) = f(t, ϕ(t)) (4.45)

∇−(1−ν)
a ϕ(t)|t=a = α (4.46)

ve

∇ν
aψ(t) = f(t, ψ(t)) (4.47)

∇−(1−ν)
a ψ(t)|t=a = β (4.48)

sağlasın.

ϕ(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
α +∇−νa+1f(t, ϕ(t))

ve

ψ(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
β +∇−νa+1f(t, ψ(t))

olup

ϕ(t)− ψ(t) =
(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
(α− β) +∇−νa+1 (f(t, ϕ(t))− f(t, ψ(t)))

dir.

|ϕ(t)− ψ(t)| ≤
∣∣∣∣∣(t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)

∣∣∣∣∣ |α− β|+ ∣∣∇−νa+1 (f(t, ϕ(t))− f(t, ψ(t)))
∣∣

≤ (t− a+ 1)ν−1

Γ(ν)
|α− β|+K∇−νa+1 |ϕ(t)− ψ(t)|

dir.
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Gronwall eşitsizliği ve Lemma 3.5 den

|ϕ(t)− ψ(t)| ≤ |α− β|
Γ(ν)

∞∑
i=0

Ei
K(t− a+ 1)ν−1

≤ |α− β|
Γ(ν)

∞∑
i=0

F i
K(t− a+ 1)ν−1

= |α− β|
∞∑
i=0

Ki

Γ(iν + ν)
(t− a+ 1)(i+1)ν−1

= |α− β| (t− a+ 1)ν−1Fv,ν(K(t− a+ v)ν)

dir, burada Fv,ν ayrık Mittag-Leffl er fonksiyonudur.

t = a+ 1, a+ 2, ... için (4.47) ve (4.48) i

∇ν
aψ(t) = f(t, ψ(t)) (4.49)

∇−(1−ν)
a ψ(t)|t=a = αn (4.50)

alalım. Burada αn → α dır.

O halde [a, a+ T ] ∩ Na aralılı̆gıiçin (4.49) ve (4.50) denklemlerinin ψn çözümü

|ϕ(t)− ψn(t)| ≤ |α− αn| (t− a+ 1)ν−1Fv,ν(K(t− a+ v)ν)

≤ |α− αn| (T + 1)ν−1Fv,ν(K(T + v)ν)

elde edilir. Böylece n→∞ iken αn → α olup

|ϕ(t)− ψn(t)| → 0

dir. Sonuç olarak başlangıç koşullarındaki küçük bir deği̧sikliğin çözümde de küçük

deği̧sikliklere neden olduğu görülmektedir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Mühendislik ve bilimin farklıalanlarında yaygın olarak kullanılan ayrık kesirli hesapla-

malar birçok matematikçi tarafından çalı̧sılmaktadır ve ayrıca ayrık kesirli hesapla-

malarla ilgili yapılmakta olan çalı̧smalar teknolojik geli̧smelere de büyük katkılar

sağlamaktadır. Bu sayede bu alanda yapılan çalı̧smalar daha çok önem kazanmak-

tadır.
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