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Bu tezde siirekli dinamik sistemler ele alinmaktadir. Bu sistemlerin gatallanma &zel-
likleri incelenmekte ve bunlar yardimiyla olusturulan farklh matematiksel modeller
irdelenmektedir.

Bu tez sekiz boliimden olugmaktadir. Ik béliim girig kismina ayrilmigtir. Burada
dinamik sistemlerin tarihi, bilim insanlarimin bu alandaki calismalar1 ve baz1 temel
kavramlar agiklanmigtir. Tkinci béliimde tek boyutlu akiglardan bahsedilip grafik
yontemi, kararhhk analizi, varlik-teklik teoreminin 6nemi tizerinde durulmustur.
Aymica bu kesimde baz1 matematiksel modeller ele ahmp bunlarin kararhlik anali-
zi grafik yontemi kullamlarak yapilmigtir. Ugiincii béliimde tek boyutlu sistemler
igin ¢atallanma tiirleri ele almmmgtir. Burada catallanma tiiriine gére parametre-
deki degisim goz Oniine ahnarak grafikler analiz edilmistir. Dérdiincii boliimde
gember iizerindeki bir vektér alam incelenmis ve bu vektér alammm olusturdugu
salimm sisteminin periyodik ¢oziimlerinin kararhliklar simflandirilmigtir. Beginci
boliimde ¢ok boyutlu sistemlerin en temel siufi olan iki boyutlu lineer sistemler
incelenip smiflandinlmgtir. Altme béliimde iki boyutlu lineer olmayan sistemler
tizerinde durulmustur. Once genel ozellikler ele ahnip daha sonra beginci béliimde
iglenen lineer sistemler ile ilgili bilgilere dayanarak olusabilecek sabit nokta tiirleri
simflandinimigtir. Yedinci béliimde limit déngiisii ve bunun baz tiirleri hakkinda
temel bilgiler edinilip verilen bir sistemin periyodik bir ¢oziime sahip olup olmadigim
anlamak i¢in kullamlan baz yontemler incelenmigtir. Son béliimde ise, iki boyutlu
sisternler i¢in catallanma tiirleri incelenmigtir. Bunlarm tek boyutlu sistemlerle ben-
zer olan dururnlar aciklanmmg ancak iki boyutlu sistemlerde, bunlara ek olarak kapal
yoriingelerin durumlan da gbz 6niine alinmgtar.
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ABSTRACT

Master Thesis

Stability and Bifurcation Analysis of Continuous Dynamical Systems
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Supervisor: Assoc.Prof. Dr. Gizem SEYHAN OZTEPE

In this thesis continuous dynamical systems are discussed. The bifurcation proper-
ties of these systems are examined and different mathematical models created with
the help of them are studied.

This thesis consists of eight chapters. The first chapter is devoted to the introduc-
tion. Here, the history of dynamical systems, the work of scientists in this field and
some basic concepts are explained. In the second chapter, one-dimensional flows are
mentioned and the importance of graphical method, stability analysis, existence-
uniqueness theorem is emphasized and some methods are developed. In addition, in
this section, some mathematical models are discussed and their stability analysis is
made using the graphical method. In the third chapter, bifurcation types for one-
dimensional systems are discussed. Here, the graphs are analyzed by considering the
change in the parameter according to the bifurcation type. In the fourth chapter,
a vector field on the circle is examined and the stability of the periodic solutions of
the oscillation system formed by this vector field is classified. In the fifth chapter,
two-dimensional linear systems, which are the most basic class of multidimensional
systems, are examined and classified. In the sixth chapter, two-dimensional nonlin-
ear systems are emphasized. First, the general properties are discussed and then
the types of fixed points that can be formed are classified based on the information
about linear systems, which are covered in the fifth chapter. In the seventh chapter,
basic information about the limit cycle and some of its types is obtained and some
methods used to understand whether a given system has a periodic solution are
examined. In the last chapter, bifurcation types for two-dimensional systems are
examined. Their similar situations with one-dimensional systems are explained, but
in two-dimensional systems, the cases of closed orbits are also considered.
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1. GIRIiS

Son yillarda lineer olmayan sistemler iizerine yapilan popiiler caligmalara bakildiginda
iki kavramin yogun bir gekilde incelendigi goriilmektedir: Kaos ve Fraktal. Bu iki
kavramin tarihi ¢ok eski yillara dayanmasina ragmen, sergiledikleri karmagik ama
estetik yapi, bilim insanlarinin bu konulara olan ilgilerini hala canli tutmaktadir.
Bilim diinyasinin hemen hemen her alanindan bir bilim insani1 kendi ¢alistigi konu
ile kaos ya da fraktallar arasinda bir baglant1 kurarak bu kavramlar: daha ayrintili
inceleme ihtiyac1 hissetmektedir. Ancak bu iki kavramdan daha kapsamli, derin ve
kullanigh olan bir yapimin varhigindan bahsetmemek olmaz. Bu kavram dinamik-
tir. Dinamik zaman i¢inde gelisen sistemlerin degisimi ile ilgilenen bir konudur ve
diferensiyel denklemler, klasik mekanik, kimya ve popiilasyon biyolojisi gibi giincel
pek cok alanda goriiliir. Bu konu kapsaminda bilim insanlar1 genellikle ele aldiklar:
sistemin denge durumu, periyodiklik 6zellikleri, asimptotik davraniglar1 gibi bircok

farkh ozelliklerini incelerler.

Dinamik giiniimiizde disiplinlerarasi bir konu olmasina ragmen, ilk basta fizigin bir
daliydi. Newton'nun 1600’li yillarin ortasinda diferensiyel denklemleri bulmasi,
hareket yasalarini ve evrensel yercekimi yasalarini kegfetmesi, daha sonra onlar
Kepler’in gezegensel hareket yasalarini agiklamak igin birlestirmesi sonucu dinamik
konusu ortaya gikmugtir (Strogatz 2014). Newton, 6zel olarak iki cisim problemini,
yani diinyanin giines etrafindaki hareketini hesaplarken aralarindaki c¢ekimsel ters
kare yasasini incelemigtir. Sonraki nesil matematikgiler ve fizikgiler ise Newton'un
bu analitik metodunu ii¢ cisim problemine yani diinya, giines ve ay arasindaki iligkiye
genisletmeye caligmiglar fakat bu problemin coziimiiniin hi¢ de kolay olmadigini
gormiiglerdir. Yillar siiren g¢abalardan sonra bu {ii¢ cisim probleminin, cisimlerin
hareketleri i¢in acik formiilleri elde ederek ¢oziilemeyecegini farketmiglerdir. Durum
timitsiz goriiniiyordu, ancak 1800’li yillarin sonuna dogru Poincaré’nin ¢aligmasiyla
birlikte yeni ve farkli bir diisiince sekli ortaya cikti. Mesela gezegenlerin kesin ko-
numlarini sormak yerine, "Giines sistemi daima kararli m1 yoksa baz1 gezegenler son-

suza mi1 ucup gidecek?" gibi sorular soruyordu. Poincaré bu sorulari analiz etmek
1



icin giiclii bir geometrik yaklagim gelistirdi. Bu yaklagim, gok mekaniginin ¢ok ote-
sine ulagan uygulamalar ile modern dinamigin temel yapitasi oldu. Ayrica Poincaré
kaos fikrini ilk ortaya atan kisiydi. Ciinkii Poincairé’ye gore deterministik bir sis-
tem baslangic¢ kogullarina duyarh olarak periyodik olmayan bir davranig sergiliyorsa,
bu durumda bu sistemin davraniglar ile ilgili uzun vadeli bir ¢ikarimda bulunmak
miimkiin degildir (Strogatz 1994). Ancak, kaos fikri 19. yiizyihn ilk yarisina kadar
yukarida bahsedilen bu basit tanimiyla arka planda kaldi. Ote yandan dinamikler, li-
neer olmayan osilatorler ve bunlarin fizik ve miihendislikteki uygulamalariyla birlikte
on plana ¢cikmigti. Lineer olmayan osilatorler, uygulama bakimindan radyo, radar
ve lazer gibi teknolojilerin gelismesinde 6nemli bir rol oynarken, teoriksel olarak An-
dronov, Cartwright ve Smale gibi onciilerle birlikte yeni matematiksel tekniklerin
kesfedilmesini tetikledi (Cartwright 1952, Smale 1967, Andronov vd. 1973).

1950°1i yllarda yiiksek hizh bilgisayarin icadi, dinamik tarihinin déniim noktasi oldu.
Bu bilgisayar daha ¢nce miimkiin olmayan bir yolla denklemleri analiz ederek li-
neer olmayan sistemler hakkinda baz fikirlerin ortaya c¢ikmasima yardimci oldu.
Lorenz’ in 1963’de siradig1 atraktorler tizerindeki kaotik hareketleri kesfetmesinde bu
bilgisayarin rolii ¢ok biiyiiktiir. Lorenz (1963), hava durumunun 6ngoriilemezligine
dair fikir edinmek i¢in atmosferde basitlegtirilmig konveksiyon merdane modeli iizeri-
ne caligmistir. Lorenz, denklemlerin ¢oziimlerinin hicbir zaman dengeye ve periyo-
dik bir duruma gelmedigini, aksine diizensiz, periyodik olmayan bir sekilde davranig
sergilemeye devam ettigini gozlemlemistir. Ayrica, simiilasyonlarina birbirinden ¢ok
az farkl iki basglangi¢ koguluyla baglamasi durumunda gozlemledigi davraniglarin
tamamen farkl oldugunu deneyimlemistir. Bunun anlam ise sistemin kendiliginden
tahmin edilememesidir. Yani atmosferin (ya da baska herhangi bir kaotik sistemin)
mevcut durum olgiimlerindeki kiiciik hatalarin kotii tahminlere yol acabilecegini
ispatlamigtir. Ayrica, Lorenz inceledigi denklemlerin ¢oziimlerinin ii¢ boyutlu ¢izi-
mi yapildiginda, bu cizimde kelebek seklinde bir yapr olustugunu goézlemlemistir
(Sekil 1.1). Lorenz’ in bu ¢aligmasi, 1970’lere kadar kiigiik bir etki yaratmasina rag-
men 1970’lerden sonra kaos alanindaki caligmalarin hiz kazanmasina yardimei oldu.

Simdi bu ¢alismalarin bazilarindan bahsedelim:



Sekil 1.1 Lorenz modelinin ¢oziim grafigi

Ruelle ve Takens siradisi atraktorlere dair soyut fikirlere dayanarak sivilardaki tiir-
biilansin baglamasi ile ilgili yeni bir teori énerdi (Ruelle ve Takens 1971). Birkag yil
sonra, May (1976) populasyon biyolojisinde goriilen iterasyonlarin birer kaos 6rnegi
oldugunu gosterdi ve basit lineer olmayan sistemlerin incelenmesinin énemini belirt-
tigi dikkat cekici bir makale yayinladi. Daha sonra fizik¢i Feigenbaum tarafindan en
sagirtic kegif geldi. Feigenbaum (1978) diizenli davramstan kaotik davranisa gegisi
diizenleyen belirli evrensel yasalarin varoldugu gercegini ispatladi. Feigenbaum’a
gore tamamen farkli sistemler ayni sekilde kaotiklesebiliyordu. Onun c¢aligmalar:
kaos ve faz gegisleri arasinda bir baglanti kurdu ve bir nesil fizikcilerini dinamik
calismaya yonlendirdi. Daha sonra, Libchaber, Linsay ve Moon gibi bilim insan-
lar1 sivilar, kimyasal reaksiyonlar, elektronik devreler, mekanik osilatorler ve yari
iletkenler tizerinde yapilan deneylerde kaos hakkindaki yeni teorileri test ettiler

( Linsay 1981, Libchaber vd. 1982, Moon 1992).

Son 20 yilda ise yeni kaotik sistemler ortaya konmus ve bunlarin farklh ozellikleri
incelenmigtir: 2010 yilinda Hesse sistemindeki semer-diigiim catallanmasi incelen-
migtir (Boitillaev 2010). 2015’de ugak kanadinin aerodinamik titregimlerini model-
leyen sistemin Hopf gatallanmasi iizerinde durulmug ( Li vd. 2015), 2018’de Degn-
Harrison kimyasal modelinin kararliligi ve Hopf gatallanmasi irdelenmistir (Chen ve

Zhang 2018). 2020’de gecikmeli bir tiiberkiiloz matematiksel modeli iizerinde Hopf
3



catallanmasi goz Oniine alinmig (Bonyah vd. 2020) ve 2021’de gecikmeli bir mu-
tualist sisteminin kararhiligi ve Hopf ¢atallanmasi incelenmistir (Zhang vd. 2021).
2022’de ise karigik elastohidrodinamik yaglamali (elastohydrodynamic lubrication)
EHL stirtiinmeli planet digli transmisyon sisteminin ¢atallanma ve kaos ozellikleri
iizerine aragtirmalar yapilmigtir ( Wang vd. 2022).

Simdi dinamiklerin matematiksel yapisini ele alalim. Dinamik sistemler diferensiyel
denklemler ve fark denklemleri olmak iizere iki ana kisimdan olusur. Diferensiyel
denklemler sistemlerin siirekli zaman i¢indeki olusumunu tamimlarken fark denklem-
leri ise zamanin ayrik oldugu problemlerde kargimiza gikar (Strogatz 2014). Diferen-
siyel denklemler adi diferensiyel denklemler ve kismi tirevli denklemler olmak iizere
ikiye ayrilir. Adi diferensiyel denklem icinde bir bagimli, bir bagimsiz degisken ve
bagiml degiskenin bagimsiz degiskene gére baz tiirevlerini icerir. Ornegin, séniimlii

harmonik osilator denklemi

d?x dz
- — 1.1
mos +bdt +kxr=0 (1.1)

bir adi diferensiyel denklemdir, burada x bagimli degisken, ¢t bagimsiz degisken ve
m, b ve k ise keyfi sabitlerdir. Diger taraftan,

o _

ot 0x?
1s1 denklemi, v bagimli, ¢ ve x bagimsiz degiskenler olmak iizere bir kismi tiirevli
diferensiyel denklemdir. Bir kismi tiirevli denklem icerisinde en az bir bagimli ve en
az iki bagimsiz degisken iceren ve bagimh degiskenin bagimsiz degiskene gore bazi
tiirevlerini iceren denklemler olarak tanimlanir. Bu c¢aligma adi diferensiyel denk-
lemlerin catallanma ¢zelliklerini incelemektedir. Su andan itibaren adi diferensiyel
denklem yerine diferensiyel denklem ibaresi kullanilacaktir. En genel sekli ile bir

diferensiyel denklem

B = Fi(@1, @)
B = fol@1, .o, )

(1.2)
B = folT1s e )
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ile verilir, burada #; = %Ve i =1,2,...,n dir. (1.2) deki 1, ..., x, dir (Strogatz
2014). Simdi (1.1) denklemini (1.2) sistemine indirgemek i¢in 1 = x ve zo = &

degiskenleri tanimlansin. Bu durumda

T1 = @

. b k
To = ——T9— —T1
m m

lineer denklem sistemi elde edilir. Lineer diferensiyel denklemler literatiirde 6nemli
bir teoriye sahip olmasina ragmen, gercek hayat modellerinde kargimiza ¢ogunlukla

lineer olmayan denklemler ¢ikar. Ornegin,

LLLd

&

Sekil 1.2 Sarkag modeli

.. g .
+ Zsinz =0
T 1T

ile verilen sarka¢ modeli sekil 1.2’yi ele alalim, burada x sarkacin dikey acisi, g
yercekim ivmesi ve L sarkacin uzunlugudur. Bu denkleme karsilik gelen lineer ol-

mayan sistem

T1 = T

. g .
To = ——8SINI

L

dir. Fakat buradaki lineer olmayan terim (sin ) denklemin analitik olarak ¢oziimiiniin
elde edilmesini oldukca zorlagtirmigtir. Bu yiizden lineer olmayan bir diferensiyel
denklemin ¢oziimiine ulagmadan da geometriksel metotlarla denklemin ¢oziimii hak-
kinda bilgi edinilebilecegi iizerinde durulmustur (Strogatz 2014). x;(t) ve z2(t) be-
lirli bir baglangi¢ kosuluyla birlikte sarkag sisteminin ¢oziimleri olsun. Eger (z1, x2)
koordinatlarindan olusan soyut bir uzay olusturulursa, bu durumda (z;(t), z2(t))

¢oziimii o uzaydaki bir noktanin bir egri boyunca hareketini gosterir (Sekil 1.3).
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)

/—b\\(x&n( )
/ \ x
(%,(0), x,(0))

Sekil 1.3 Bir noktanin bir egri boyunca hareketi

Grafikteki egri yoringe, (z1,x2) koordinatlarinin olusturdugu diizlem ise faz uzayr
olarak adlandirilir.

Bu tezde tek boyutlu ve iki boyutlu diferensiyel denklem sistemleri ele alinarak her
bir sistem i¢in var olan catallanma tiirleri incelenmigtir. Bu catallanma tiirlerinin
tanimlar1 verilmis ve bu o6zellikleri incelemek ic¢in kullanilan cesitli yontemler {ize-

rinde durulmustur.



2. TEK BOYUTLU AKISLAR

Birinci boliimde s6z edilen (1.2) sisteminin ¢oziimleri (x4, ..., x,,) koordinath n- boyutlu

bir faz uzayinda bulunan yoriingeler olarak diigiiniilebilir. (1.2) de n = 1 alinirsa

T = f(x) (2.1)

elde edilir, burada x(t), ¢ nin reel degerli bir fonksiyonu ve f(z), x in diizgiin reel
degerli fonksiyonudur. Bu denklemlere tek boyutlu veya birinci basamaktan sistemler

denir (Strogatz 2014).
2.1 Grafik Yontemi

(2.1) sistemi, f nin yapisina gore lineer olmayan bir sistem olabilir. Genellikle, lineer
olmayan sistemleri grafik yontemi yardimi ile analiz etmek, ¢oziimleri iizerinden
analiz etmekten daha kolaydir. Bu yontemin ne kadar kullanigh oldugunu agiklamak
i¢cin tek boyutlu lineer olmayan

T =sinx (2.1.1)
denklem sistemini ele alalm. (2.1.1) in ¢oziimii
t =—|lncscx + cot x| + ¢
dir, burada c bir keyfi sabittir. 2(0) = zo baslangig¢ kogulu altinda ¢oziim,

cscx +cotx
t=In|—— 0

cscr + cotx
olur. Burada t — oo i¢in denklemin sag tarafi hakkinda bir yorum yapilamayacag
acikca goriilmektedir. Ote yandan, denklem sisteminin grafigi cizildiginde belirli ku-
rallar cergevesinde ¢oziimii hakkinda bilgi sahibi olunabilir. Simdi # = sin x grafigini
goz oniine alahm (Sekil 2.1). Burada x ekseni boyunca hareket eden hayali bir
parcacigin konumu gosterilsin, & de bu parcacigin hizi olsun. Bu durumda @ = sin x
denklemi eksen iizerinde bir vektor alanmi belirtir yani her bir z e bir  hiz vektori
kargilik gelir. Bu vektor alammin X X — diizleminde cizilmesi uygun olacaktir.

Daha anlagilir olmasi agisindan, hayali bir akiskanin (su, elektrik alani vb. gibi)

1 = sinx kuralina sahip bir hizla x ekseni boyunca hareket ettigini diigiinelim.
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Sekil 2.1 (z,sinz) grafigi

Sekil 2.1’e gore eger © > 0 ise akig saga dogru, & < 0 ise sola dogru olur. & = 0
oldugu yerlerde akig yoktur, bu noktalara sabit nokta (denge noktasi) adi verilir.
Sekil 2.1°’de = ekseni iizerinde ici bos olan sabit noktalara kararsiz sabit nokta, ici
dolu olanlara ise kararle sabit nokta denir. Boylece bir & = f(z) denklem sisteminin
sabit noktalar1 f(z*) = 0 denklemini saglayan x* noktalaridir, denebilir. Simdi
asagidaki orneklerle verilen bir denklem sisteminin sabit noktalarini ve bu sabit
noktalarin kararlilhik durumlarim inceleyelim.

Ornek 2.1.1 & = 22 — 1 denklemini inceleyiniz.

Céziim Burada f(z) = 2% — 1 olup f(z*) = 0 i¢in z* = +1 dir.

)= -1

Sekil 2.2 f(x) = 22 — 1 grafigi

Yukaridaki grafikte goriildiigii gibi £ > 0 oldugu yerlerde akis saga, © < 0 oldugu
yerlerde akis sola dogru hareket eder. Boylece 2* = —1 sabit noktas1 kararli iken
x* = 1 noktas1 kararsiz olur.

Ornek 2.1.2 & = z — cosz denkleminin tiim sabit noktalarmm kararliliklarim
inceleyiniz.

Coziim f(x) = x—cosz dir. Dogrudan f(z) grafigini ¢izmek kolay olmayacagindan

y = x ve y = cosx grafiklerini ayr1 ayr1 aym faz portresi iizerinde ¢izip kesistikleri
8



noktalar: bulalim.

Sekil 2.3 y = x ve y = cos x in grafikleri

Sekil 2.3’de goriildiigii gibi y = x ve y = cosx bir tek noktada kesigir. Bu sabit
noktanin kararhilig igin f(z*) > 0 ve f(z*) < 0 oldugu degerlere bakilirsa

x* — cosx* > 0 oldugunda z* > cosz* olur. Bu da x ekseninde oklarin saga dogru
oldugu anlamina gelir. Ayni sekilde x* — cosz* < 0 oldugunda x* < cosx* olup x

ekseninde oklar sola dogrudur. O halde sistemin tek sabit noktasi kararsizdir.
2.2 Lineer Kararlilik Analizi

Lineer kararlilik analizi sabit noktalarin kararhiligina grafik yontemine gore daha

kalitatif bir yaklagim sunar. z*, verilen sistemin bir sabit noktasi ve
wu(t) = x(t) — 2™ (2.2.1)

x* etrafindaki kiigiik bir sapma (pertiirbasyon) olsun. Bu sapmanin biiyiiyiip biiytime-

digini goérmek i¢in (2.2.1) in tiirevi alinirsa
fr=i=f(z)=f(a"+n)
elde edilir. f(z* + p) icin * gevresinde Taylor Seri acilimi yapilirsa

F@® +p) = f(@*) + pf (@) + O(1?)

olur. Boylece
fr= pf'(z")
bulunur. Bu denklem p ye gore lineer olup z* etrafinda lineerlestirme adini alir. Eger

f'(x*) > 0 ise, pu(t) sapmasi artiyor, aksine f (z*) < 0 ise u(t) azaliyor demektir.
9



Egimin negatif oldugu yerlerdeki sabit noktalar kararli iken egimin pozitif oldugu
yerlerde kararsiz olurlar. f’(z*) = 0 oldugu durumlarda ise Taylor Seri agilimindaki
ikinci dereceden terimler gozardi edilemediginden daha derin bir inceleme gerekir.
Ornek 2.2.1 i = sinz denkleminin denge noktalarini simiflandiriniz.

Coziim f(z*) =sinz* = 0i¢in z* = k7, k € Z oldugundan verilen denklemin denge
noktalar1 x* = kr, k € Z, dir. Buradan

, 1, k cift
f(z*) =coskm =
—1, k tek

olup k cift oldugunda f'(z*) > 0 oldugundan z* kararsiz, ve k tek oldugunda z*

kararli olur.
2.3 Varhk ve Teklik

Bu kesimde, ele alinan sistemin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi iizerinde durulacaktir.
Ornek 2.3.1 & = x%, x(0) = 0 baglangi¢ deger problemini inceleyiniz.

Coéziim = = 0 yukaridaki problemin bir denge noktasidir. Ayrica z(t) = 0 bu
sistemin agikar bir ¢oziimiidiir. Diger taraftan verilen baslangi¢ deger problemi
qoziildiigiinde agikar ¢oziimden bagka z(t) = (%t)%/2¢oziimii de elde edilir. Yani
verilen sistem tek ¢oziime sahip degildir. Teklik bozuldugunda grafik yontem calig-
maz, ¢iinkii baglangic noktasi nasil hareket edecegine karar veremez. Yukaridaki
ornege gore xg = 0 dan baglayan ¢oziimler orijin etrafinda mi1 kalacak yoksa diger
z(t) = (3t)*? ¢oziimiine gore mi hareket edecek? Bu durumu netlegtirmek icin
asagidaki teorem verilsin.

Teorem 2.3.1
i = f(z), #(0) = x0

baslangic deger problemi verilsin. f(z) ve f (z), = ekseninde agik bir aralik olan R
de stirekli olsun ve xg € R olsun. Bu durumda verilen baslangi¢ deger problemi
t =0 i¢in (—7,7) araliginda bir z(¢) ¢oziimiine sahiptir ve bu ¢oztim tektir (Borelli
ve Coleman 1987).

Ornek 2.3.1 & = 1+ 22, (0) = x, baslangic deger probleminin ¢ztimlerinin varlik

ve tekligini inceleyiniz.
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Coziim f(r) = 1+ 22 olup, her x € R igin kendisi ve tiirevi siireklidir. O halde
varlik ve teklik teoremine gore herhangi bir baglangi¢ kosulu i¢in ¢6ziim var ve tektir.
Ancak bu teorem ¢oziimlerin yalnizca ¢ = 0 komgulugunda var oldugunu garanti

eder. Simdi z(0) = 0 durumunu ele alalim. Verilen problemin analitik ¢oziimii
x(t) = tant

seklinde elde edilir. Bu ¢oziim sadece —5 < ¢ < 7 arahginda vardir, ¢iinkii fonksiyon

bu aralikta tanimli ve siireklidir. Bu aralik diginda xy = 0 igin ¢oziim yoktur.
2.4 Bazi1 Matematiksel Modeller

Bu kesimde tek boyutlu denklem sistemi ile kurulan bazi matematiksel modellerden
bahsedilmektedir (Strogatz 2014).
Niifus Artis1 Modeli

Bir canli toplulugunun niifusunu modellemek i¢in kurulan en basit model
N =rN

dir, burada N(t), t anindaki niifus biiyiikliigii ve r > 0 ise bilyiime oramidir. Buradan

Ny, t = 0 anindaki niifus biiyiikliigii olmak tizere
N(t) = Nge”

seklinde, tistel olarak artan bir fonksiyon elde edilir. Bu fonksiyonun sonsuza kadar

artarak ilerlemeyecegi agikardir.

Growth rate

r

,\N

Sekil 2.4 N yeterince biiyiik oldugunda elde edilen kisi bagina diigen biiyiime orani
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Popiilasyon biyologlar1 ve demograflar genellikle agir1 yogunlugun ve sinirh kay-
naklarin etkilerini modellemek icin N yeteri kadar biiyiidiigiinde kisi bagina diigen
biiyiime oranmin diigtiigiinii kabul ederler (Sekil 2.4). Kiigiik NV ler igin biiyiime
orani r ye esittir. N, K tasima kapasitesinden daha fazla ise biiyiime orani negatif
yonde seyreder. Bu da 6liim oraninin dogum oranindan daha fazla oldugu anlamina
gelir. Bu yorumlarin matematiksel olarak daha anlaml bir sekilde ifade edilmesi
i¢in kisi bagina diigen NWI biiytime oraninin N ye gore lineer bir sekilde azaldigi kabul
edilirse
N

N =rN(1- =) (2.4.1)

lojistik denklemi elde edilir. Bu denklem ilk defa 1838 yilinda Verhulst tarafindan in-
san niifusunun artigint modellemek i¢in kurulmustur (Strogatz 2014). Bu denklemin

¢cozimi
K

Nt = —
(*) 14 Ae—t

dir. Buradan, t — oo iken N(t) — K elde edilir. Yani zaman gegtikge niifus artist

tagima kapasitesine ulagir (Sekil 2.5).

K2 K

Sekil 2.5 (2.4.1) in (N,rN(1 — £)) grafigi

Diger taraftan grafik yontemini uygulayalim. Popiilasyon pozitif oldugundan sadece
N > 0 degerleri ele alimmigtir. (2.4.1) in sabit noktalar1 N* = 0 ve N* = K dir.
Sekil 2.5’"den N* = 0 daki sabit noktanin kararsiz, N* = K da ise kararli oldugu
goriiliir. Biyolojik olarak bakildiginda, N = 0 kararsiz bir denge noktasidir, yani
baslangictaki niifus ¢ok hizh bir sekilde artacak ve N = 0 noktasindan uzaklasacak-
tir. Ote yandan, eger N, K dan ¢ok az uzaklagirsa bu uzaklasma monoton olarak
azalacak ve t — oo igin N(t) — K olacaktir. Gergekten sekil 2.5’den de goriildiigii

tizere herhangi bir Ny > 0 baglangi¢ noktasi i¢in her zaman N = K olacaktir. O
12



halde popiilasyon her zaman tagima kapasitesine yaklagma egilimindedir sonucuna
varilir. Burada sadece tek bir istisna nokta vardir: N = 0. Yani baslangicta tire-
meyi baglatacak kimse yoksa niifus artamaz, bir bagka ifadeyle model kendiliginden
olusuma izin vermemektedir. Ayrica, sekil 2.5 probleme kalitatif bir yaklasimda da

K
bulunmaktadir. Eger Ny < 5 ise yoriinge iizerinde alinan bir nokta (faz noktasi)

K K
— vye kadar hizlanarak artar ve paraboliin maximum degerini aldig: > den itibaren
faz noktasi yavaglayarak N = K durumuna ulasir.

N

N

Sekil 2.6 Popiilasyonun zamana bagh kararlilik grafigi

t

Birinci basamaktan sistemlerin sabit noktalar1 bu sistemlerin davraniglar: icin be-
lirleyicidir. Onceki drneklerden goriildiigii gibi birinci basamaktan sistemlerde sis-
temin yoriingeleri ya sabit noktaya yakimsar ya da +oo a wraksar. & = f(x) sistemi
bir dogru iizerindeki akiga karsilik gelir ve bu sistemlerin denge noktalarina olan
yaklagim daima monotondur, bu yiizden sistemin ¢oziimleri hi¢bir zaman baglangic

noktalarina geri dénemez yani sistem periyodik ¢oziimlere sahip olamaz.
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Diger taraftan bu sistemlerin salimimli ¢oziimleri de yoktur. Bu durumu agagidaki
orneklerle agiklayalim:

Asir1 Soniimlii Sistemler

s honey
e » —
F(x)
§ m
. J

Sekil 2.7 Viskoz sivi icerisindeki bir yaya bagh kiitle

Sekil 2.7de gosterildigi tizere bir m kiitlesinin, geri gekme kuvveti F'(z) olan dogrusal
olmayan yaya baglandigini varsayalim, burada = baslangi¢ noktasina olan uzaklik-
tir. Ayrica bu diizenegin bal veya motor yagi gibi ¢ok viskoz sivi dolu bir kaba
batirildigini diigtinelim, boylece kiitle bt soniimleme kuvveti etkisi altinda olur. Bu
durumda, Newton kanunu mi + b = F(z) seklinde yazilir. Viskoz sivinin séniim-
lemesi, mZ eylemsizlik terimine kiyasla ¢cok daha giicliiyse, yani bz > ma ise, sistem
bi = F(z) gibi davranmahdir ya da @ = f(x) dir, burada f(z) = b~*F(x) olur. Bu
agirt soniimlii durumda mekanik sistemin davramsi bellidir. Kiitle f(z) = 0 ve
fl (x) < 0 oldugu kararli bir denge noktasinda kalmay: tercih eder. Kiitle biraz yer
degistirdiginde geri cekme kuvveti etkisi yavas yavas dengeye geri gelir. Sistemde
agir1 bir soniimleme durumu oldugundan dengeyi agsma meydana gelmez.
Potansiyel Sistemler

& = f(x) birinci basamaktan sisteminin davranmglarin gorsellestirmenin bir yolu da

fizikteki potansiyel enerji fikrine dayanarak sekildeki sistemi kurmaktar:
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V(x)

Sekil 2.8 Yapigskan tabakali potansiyel kuyusunun grafigi

Simdi bir parcacigin, duvarlar1 tamamen kalin yapigskan bir tabaka ile kapli olan
bir potansiyel kuyusunun duvarlarindan kaydigimi diigiinelim. Bu durumda V(x)

parcgacigin potansiyel enerjisi olmak tizere

_av
dx

fx) =

yazilir. Buradaki (—) isareti pargacigin hareketinin yoniinden kaynaklanmaktadir.

Buradan z, ¢ nin fonksiyonu olmak iizere V' (z(t)) ifadesinin ¢ ye gore tiirevinden

W _dvis
dt — dx dt
) awv . 9
olur. Boylece f(z) = —ooved = f(z) oldugundan
dv dv'\?
o () <o
dt dr ) —

elde edilir. Sonug olarak parcacigin V' (t) potansiyel enerjisi yoriingeler boyunca
azalir ve parcacik her zaman diisiik potansiyele dogru hareket eder. Eger parcacik

— = 0 denge noktasi ile kargilagirsa V' potansiyelinin sabit kalmasi beklenir, ¢iinkii

—— = 0 demek & = 0 demektir. Ote yandan, V(x) potansiyelinin yerel minimum
noktalar1 kararh sabit noktalara denk gelirken yerel maksimum noktalar: ise kararsiz
sabit noktalara karsilik gelir.

Ornek 2.4.1

T =—x

sisteminin potansiyel grafigini ciziniz ve denge noktalarini bulunuz.
Coziim
av.
dr
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olacak gekilde V' (z) i bulmaliy1z. (2.4.2) in genel ¢oziimii

Vz%%—c

dir, burada ¢ keyfi sabittir. Genellikle ¢ = 0 alinir ve boylece V (x) in grafigi agagi-
daki gibidir (Sekil 2.9).

Vix)

Sekil 2.9 V(z) = £ grafigi

Ornek 2.4.2

t=x—13

sisteminin potansiyel grafigini ¢iziniz ve denge noktalarini bulunuz.
Coziim
av 3

oo =TT (2.4.3)

olacak sekilde V' (z) i bulmaliy1z.(2.4.3) tin genel ¢oziimii

xt 2
y-r_r
1 5 +c

dir, burada c¢ keyfi sabittir. Genellikle ¢ = 0 alinir.
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3. TEK BOYUTLU SISTEMLER ICIN CATALLANMA TURLERI

Onceki boliimde de goriildiigii tizere bir dogru iizerindeki vektor alanlarinin davranis-
lar1 oldukca sinirlidir. Bu sistemler icin tiim ¢oziimler ya denge noktasina yaklagir
yva da sonsuza gider. Peki bu sistemler neden incelenmektedir? Bu sorunun ce-
vabi sistemin parametrelerine baghdir. Ciinkii parametrelerin degisimine gore akigin
kalitatif durumu farklilik gosterir: sabit noktalar olusabilir, yok olabilir veya karar-
liliklar1 degigebilir. Sistemde olusan bu kalitatif degisikliklere ¢atallanma, catallan-
malarin olustugu noktadaki parametre degerlerine ise catallanma noktalar: denir

(Strogatz 2014).

KiRiS

BUKULMUS KIRIS

A

Sekil 3.1 Kirig-yiik modeli

Bu durumu sekil 3.1 ile aciklayalim. Sekil 3.1’e bakildiginda soldaki kirigin iizerine
konulan yiik hafif oldugu icin kirigte bir biikiilme goriilmezken sagdaki kirigin tize-
rine konulan yiikiin fazla agir olmasindan dolay1 kiriste bir biikiilme gozlemlenir.
Yani soldaki kirig dikey pozisyonda dengede iken sagdaki kiris dikey pozisyonunu
koruyamamaktadir. Dolayisiyla, burada yiik r kontrol parametresine, kirisin dikey
pozisyonundaki egilme ise x degiskenine karsilik gelmektedir. O halde incelenecek

birinci basamaktan denklem sistemi

T = f(x,r)

seklinde ele alinabilir. Simdi farkh catallanma tiirlerini inceleyelim.
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3.1 Semer-Diigiim (Saddle-Node) Catallanma

Semer-Diigiim catallanmasi sabit noktalarin ortaya c¢iktigi ve yok oldugu temel bir
catallanma tiirtidiir. Bazi kaynaklarda bu gatallanma kat ¢atallanmasy (fold bifur-
cation) ya da nokta doniis ¢atallanmast (turning- point) ¢atallanmast adim alir.
Bu catallanmada parametre degistikce sistemin iki sabit noktasi birbirine yaklagir,
carpisir ve yok olur. Semer-Diigiim ¢atallanmasi iceren birinci basamaktan denklem

sisteminin normal formu

i =r+a° (3.1.1)

dir, burada r parametre ve x bagimh degiskendir. Simdi (3.1.1) sisteminin catal-
lanma grafigini 7 nin negatif, sifir ve pozitif olma durumlarina gore (x, &) diizleminde

inceleyelim.

(a) r<0 () r=0 (c) r>0

Sekil 3.2 Parametre degiskeni r ye gore catallanma grafigi

Yukaridaki grafiklerde goriildiigii iizere (a) da biri kararh digeri kararsiz iki sabit
nokta mevcutken r degeri biiyiidiikce sabit noktalar birbirine yaklasir, » = 0 oldugun-
da sabit noktalar birlegir ve yari- kararli bir durum ortaya gikar (b), r > 0 oldugunda
da bu sabit noktalar tamamen kaybolur (c). r < 0 ve r > 0 i¢in vektor alanlarinin
kalitatif yapisi birbirinden farkli oldugundan bu sistemin gatallanma noktasi » = 0
dir. Bu bilgiler 1s1g1inda semer- diigiim g¢atallanmasinin (z,r) diizlemindeki grafigi
gizilebilir. Bu grafige ¢atallanma diyagram: denir (Strogatz 2014). Benzer sekil-
de # = r — 2% de bu catallanma tiirii icin normal formdur. Buradaki fark sabit
noktalarin olusumundaki sira degisikligidir. Yani bu sistemin r < 0 iken sabit bir
noktasi yoktur. r = 0 oldugunda bir tane olugur. r > 0 icin de iki tane sabit nokta
vardir. Eger verilen sistem bu normal formlardan biri seklinde degilse, énce Taylor

Seri agilimi yardimiyla bu normal formlardan birine doniigtiiriiliir, daha sonra hangi
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/
kararsiz . _ 7/

kararll -~

Sekil 3.3 Semer-diigiim ¢atallanmasinin ¢atallanma diyagrami

parametre degerinde catallanma oldugu tespit edilir.
Ornek 3.1.1

t=r—cv—e”

denklem sisteminin ¢atallanma durumunu inceleyin.

Coziim Ilk 6nce bu sistemin sabit noktalarmi bulalim
fl)=r—az—e =0

olacak gekilde = degerini bulmaliyiz, fakat bu pek kolay goériinmiiyor. Bu yiizden
geometrik bir yaklagim izlemek daha anlaml olacaktir. f(z) fonksiyonunu
g(x) = r —x ve h(z) = e~ geklinde iki fonksiyona ayirahm ve bu fonksiyonlarin

grafiklerini aym diizlemde cizelim.

P4

@ ® (c

Sekil 3.4 & = r — x — e”® denkleminin r parametresine gore catallanma durumu

r — z dogrusu ile e~* egrisinin kesigtigi noktada r — x = e™* olup f(z) = 0 dir.
Yani g(x) dogrusu ile h(z) egrisinin kesisim noktalar1 bizim sistemimizin sabit nok-
talarina kargilik gelir. Sekil 3.4a’da goriildiigii gibi pozitif sabit nokta kararli iken

negatif sabit nokta kararsizdir. Simdi r parametresini yavas yavas azaltalim. Bu
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durumda r — x dogrusu agagi dogru kayarken sabit noktalar birbirine yaklagir ve
kritik bir r. degerinde dogru egriye teget olur ve sabit noktalar birlesir (Sekil 3.4b).
Bu kritik degerin altindaki r ler i¢in dogru egrinin altinda kalir ve hi¢ sabit nokta
kalmaz (Sekil3.4c). r. catallanma noktasini belirlemek icin h(x) ve g(z) in teget ola-
rak kesistigi noktayr bulmaliyiz. Yani hem fonksiyonlar hem de tiirevleri birbirine
x d —z _ d x

ve 7-e~" = £ (r — x) olup ikinci denklemden —e™® = —1 elde edilir,

esitlenirse e~ v

yani = 0 da catallanma meydana gelir. Diger taraftan e™" i¢in x = 0 ¢evresinde

Taylor seri agilimi yapilirsa,

T = r—x—e
22
= r—x—[l—a:—i—a— }
2
x
2 | el
(r=1)-2+

elde edilir ki bu form & = r — 2% normal formu ile aym cebirsel yapidadir.
3.2 Transkritik (Transcritical) Catallanma

Tiim parametre degerlerinde sabit noktalarin var oldugu ve hicbir zaman yok ol-
madig: fakat bu sabit noktalarin parametre degerlerine gore kararliliklarini degistirdigi
catallanma tiiriine Transkritik (kritik gegis) ¢atallanma denir. Bu ¢atallanmanin
normal formu

i =rr—a*

dir. z* = 0, r nin tiim degerleri i¢in bu sistemin sabit noktasidir. Bir 6nceki

catallanma modelinde oldugu gibi burada da r parametresine gore (x, %) grafigini

inceleyelim.
X X X
f———q——— x TT x —4—7%‘):
@ r<0 ) r=0 (©) r>0

Sekil 3.5 r ye gore transkritik ¢atallanma grafigi
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Yukaridaki grafikte goriildiigii iizere (a) da x* = r kararsiz, x* = 0 kararh sabit
noktadir. r degeri arttikca, kararsiz sabit nokta x = 0 noktasina yaklagir ve r = 0
degerinde bu nokta ile birlegir. Daha sonra (c) de goriildiigii gibi baglangictaki sabit
noktalarin kararhhigi yer degistirir. Yani #* = 0 kararsiz; 2* = r kararhi olur. Iki
sabit nokta birbirlerinin yerini aldig1 i¢in buna karariliklarin degisimi de denir. Bu-
rada dikkat edilmesi gereken nokta, transkritik ¢atallanmada semer-diigiim catallan-
masindan farkl olarak, catallanma gerceklestikten sonra sabit noktalar kaybolma-
yarak sadece kararlilik yapilarinin degismesidir. Transkritik catallanma modelinin

catallanma diyagrami agagida goriilmektedir:

X kararl

Kararli 2 et kararsiz

.
kararsiz *

Sekil 3.6 Transkritik catallanmanin ¢atallanma diyagrami

Ornek 3.2.1
t=rlhr+zr—1 (3.2.1)

sisteminin z = 1 komgulugundaki davraniglarini inceleyiniz ve belirli bir r degeri i¢in
sistemin transkritik catallanmaya sahip oldugunu gosteriniz. Ardindan 6yle bir R ve
X degerleri bulun ki sistem bu catallanma etrafinda normal formuna ¢evrilebilsin.

Coziim Tiim r degerleri i¢in x = 1 (3.2.1) in bir sabit noktasidir. Sabit noktanin
komsgulugundaki davraniglarla ilgilendigimiz i¢in v = x — 1 olacak sekilde yeni bir

degisken tanimlayalim, burada u yeterince kiiciiktiir. Boylece
U o= &
= rin(l14+u)+u
1
=7 lu - §u2 + O(u?’)] +u

1
~ (r+1)u— §ru2 + O(u?)
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elde edilir ve transkritik ¢atallanmanin r. = —1 de ortaya giktig goriiliir. (3.2.1)

2

sistemini normal forma gevirebilmek icin u® nin katsayisindan kurtulmak gerekir.

Bu amacla a daha sonra secilmek iizere u = av alinirsa,

ra® ,
av = a(r+1)v-— - + O(v?)

= (r+1)v-— %UQ + O(v*)

elde edilir. Simdi a = % secilirse, yukaridaki denklem
= (r+1)v—2>+0?
seklinde olur. Buradan r + 1 = R ve v = X alalim, boylece
X ~RX - X?

normal formu elde edilir. Burada O(v?) ¢ok kiigiik bir oldugundan g6z ardi edilebilir.

Orijinal degiskenler yazilirsa,

uoor
X=v=2=T(z-1
v - 2($ )

bulunur.
Ornek 3.2.2

i =a2(1 —2?) —a(l — ™)

birinci basamaktan sistemi verilsin. Bu sistemin x = 0 noktasinda transkritik ¢atal-
lanmaya sahip oldugunu gosteriniz ve x = 0 noktasinda gerceklesen catallanmada
sabit nokta i¢in yaklagik bir formiil bulunuz.

Co6ziim Tim (a,b) parametreleri igin x = 0 1n verilen sistem igin bir sabit nokta

oldugu agikardir. Diger taraftan,
1
1—e ™ = L—l—m+§#ﬁ+0@%
Lo o 3
= bx—ﬁbx + O(z?)
oldugundan, verilen sistemden
: Lo o 3
T = x—a(bx—ﬁbx )+ O(x?)

1
= (1 —ab)x+ 5&1)2:02 + O(2?)
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olur. Burada x katsayisini sifir yapan kritik deger 1 —ab = 0 oldugunda ab = 1 olup,
ab = 1 oldugunda transkritik catallanma meydana gelir. Sistemin sifirdan farkh
sabit noktasi

*

r =

2(ab—1)
ab?

ile verilir. Bu formiil sadece ab — 1 oldugunda gegerlidir. Yani parametreler ¢atal-
lanma egrisine yaklastiginda gecerlidir.

Tanmim 3.2.1 Catallanmanin olustugu noktada sistemin parametreleri arasinda bir
denklem olugur. Bu denklemin (a,b) diizlemindeki grafigine sistemin gatallanma
egrisi denir (Strogatz 2014).

Ornek 3.2.3 (Lazer esigi modeli ) Bu érnekle yukaridaki teorik olarak bahsedilen
ozelliklerin fiziksel bir modeli iizerinde durulmaktadir (Haken 1983). Bu model
barkod okuyucularinda, DVD oynaticilarinda ve saglik gibi alanlarda kullanilmigtir.
Hatta lazer sayesinde ay ile diinya arasindaki mesafe 6l¢iilebilmistir (Strogatz 2014).

Modelin fiziksel yapisi agagidaki gibidir:

!

active material

laser light
—__>

AN

i

mirror

Sekil 3.7 Kat1 hal lazerinin yapisi

Bu 6rnekte 6zel bir lazer tiirii olan olan kati hal lazeri incelenmistir. Bu lazerin iki
ucu kismen yansiyan aynalarla sinirlandirilmigtir ve govdesinde kati hal matrisine
gomiilii 6zel lazer aktif atomlar1 bulunmaktadir. Bu atomlar1 bulunduklar: konum-
dan disa dogru uyarmak i¢in disaridan etki eden bir enerji kaynagi kullanilir. Her bir
atom enerjiyi yayan kiiciik bir anten olarak diigiiniilebilir. Uyarilma nispeten zayif
oldugunda lazer, siradan bir lamba gibi davranir, yani uyarilan atomlar birbirinden
bagimsiz olarak salinir ve rastgele 1s1k dalgalar1 yayar. Simdi uyarilmanin arttigini
diigiinelim. Ilk basta gozle goriiliir bir degisim goriilmez fakat aniden uyarilma giicii
belirli bir esigi asgtig1 anda, atomlar fazla salinmaya baslar ve lamba lazere doniistir.

Artik trilyonlarca kiigiik anten, dev bir anten gibi davranir ve lazer esiginin altinda
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iiretilenlerden ¢ok daha yogun bir radyasyon 1gin1 iiretir. Sozii edilen kat1 hal laze-
rinin davramslari i¢in matematiksel bir model kuralm: n(t) lazerdeki fotonlarin

say1s1 olmak iizere, n(t) nin degisim oram

n = kazamlan — kaybedilen (3.2.2)
= GnN —kn

dir. Burada N(¢) uyarilmig atomlar; G > 0 kazamm katsayisi; & > 0 oran sabiti
olup tersi % = 7 lazerdeki bir fotonun ¢mriinii temsil eder. Uyarilmig atomlar foton
yaydiktan sonra diisiik enerji seviyesine gecerler ve artik uyarilmig degillerdir. Bu
durumda N (uyarilmig atom sayist) fotonlarim yayilmasiyla azalir. Aralarindaki bu
etkilesimi gormek i¢in N yi n cinsinden yazarak bir denklem kurulmasi gerekir.
Kabul edelim ki lazer etkisi olmadiginda, lazerde sabit N, kadar uyarilmis atom
bulunsun. Bu durumda uyarilmig atomlarin gercek sayisi lazer islemiyle azalacaktir.

Ozel olarak,

N(t) = Ng — an (3.2.3)

alinsin, burada « atomlarm ilk durumlarina déniigme oramdir. O halde, (3.2.3),

(3.2.2) denkleminde yerine yazilirsa,
n = Gn(Ny—an)—kn

= (GNy — k)n — (aG)n?

elde edilir. Bu sonu¢ asina oldugumuz transkritik catallanmanin normal formudur.

Simdi bu sonuclar grafik yontemini kullanarak inceleyelim:

No <k/G No =k/G No > k/G

Sekil 3.8 Lazer esigi modelinin transkritik ¢atallanma grafigi

k
Sekil 3.8’e gore Ny < a oldugunda, n* = 0 denge noktasi kararhdir. Bu, lazerin

k
bir lamba gibi davrandigl anlamina gelir. Ny degeri arttikca Ny = G oldugunda
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sistemde transkritik catallanma olusur. Ny degeri daha da arttik¢a orijin kararliligimi

No — k
kaybeder ve n* = GO—G > 0 kararli sabit nokta olur. Bu durum dogal lazer
Q@

k
hareketine karsilik gelir. Sonug olarak, Ny = — lazer esigi olarak adlandirilir. Sekil

G
3.9 (No,n) grafigi bu durumu 6zetler niteliktedir:

laser

Sekil 3.9 (Ny,n) grafigi

3.3 Dirgen (Pitchfork) Catallanma

Bu catallanma modeli genellikle simetriye sahip fiziksel problemlerde goriiliir. Bu
boliimiin baginda verdigimiz kirig-yiik (Sekil 3.1) 6rneginde oldugu gibi, yiik hafif
oldugunda kirig dikey pozisyonunu korur, bu durum biikiilmenin olmadigi kararl
sabit noktaya karsilik gelir. Fakat yiik biikiilme egigini astiginda kiris saga veya
sola dogru biikiilebilir. Bu durumda dikey pozisyon kararsiz olurken saga ve sola
biikiilmeye karsilik gelen yeni iki sabit simetrik nokta ortaya cikar, iste bu tarz
catallanmaya dirgen ¢atallanma denir (Strogatz 2014). Bu ¢atallanmanin siiperkritik
ve subkritik olmak iizere iki farklh tiirti vardir:

(A) Siiperkritik Dirgen Catallanma

Bu catallanmanin normal formu
i =rr—a° (3.3.1)

dir. Burada (x) yerine (—x) alimirsa, (3.3.1) in tekrar elde edildigi goriiliir. Yani
bu denklem invaryanttir. Bu durum sag ve sol simetrinin matematiksel kargiligidir.

(3.3.1) in r degerlerine gore (z, %) grafigi asagidaki gibidir:
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(a) r<0 ®) r=0 ©) r>0

Sekil 3.10 (3.3.1) in (x, %) diizlemindeki grafigi

Sekil 3.9’a gore r < 0 igin orijin tek sabit noktadir ve kararhidir. r = 0 durumuna
gelindiginde lineerlegme azaldigindan orijindeki kararlilik da zayiflar. Nihayet r > 0
oldugunda orijin kararsiz hale gelir ve x* = +/r seklinde orijine simetrik olacak

bigimde iki yeni kararl sabit nokta olusur. (3.3.1) in ¢atallanma diyagrami agagidaki

gibidir:
x
kararli —__(kararsu
Sekil 3.11 (3.3.1) in catallanma diyagram
Ornek 3.3.1 & = —z + Stanhz denklemini ele alahm. Bu tiir denklemler mik-

natislarin ve sinir aglarinin istatiksel modellerinde goriiliirler (Palmer 1989). Bu
denklemin ( ya gore siiperkritik catallanmaya sahip oldugunu ispatlayiniz.

Coziim Bu sistemin sabit noktalar:
f(x) = —x+ ftanhx =0

denklemini saglayan x lerdir. Bu noktalar y = —x ve y = ftanh x geklinde iki ayr
fonksiyonun grafiklerinin ayni diizlemde cizilmesiyle elde edilen kesigim noktalaridir.

Bu durum asagidaki sekilde goriilmektedir.
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B<1 B=1

Sekil 3.12 y = —x ve y = Stanh z in ayn diizlemde cizilen grafikleri

Diger taraftan, 8 parametresinin sinir degerini bulmak i¢in tanh x in x = 0 ¢evresinde

Taylor seri acilimi yapilirsa,

3 2 22 1727
tanhe =2 — — — — + — —
3 3 15 315
olmak tizere
8
b=~ Ble - +0@)

3
x
= (B-Dz— Bg

elde edilir. x = av doniisiimii uygulandiginda

ozw—l)v—ﬁa?%g

olup a = \/% alinirsa
0= (8—-1)v—1*

seklinde siiperkritik dirgen catallanmanin normal formuna benzeyen bir denklem
bulunur.

Sekil 3.12’ye gore f < 1 i¢in orijin tek kararh sabit nokta iken f = 1 oldugunda
sistemde dirgen g¢atallanma olusur ve § > 1 igin orijin kararliligim1 kaybederek iki
yeni simetrik sabit nokta olusur. Boylece verilen sistemin catallanma diyagrami

asagidaki gibidir:
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Sekil 3.13 £ = —x + S tanh x denkleminin catallanma diyagrami

(B) Subkritik Dirgen Catallanma

Bu catallanmanin normal formu
L 3
rT=rr+x

seklinde olup, (z, ) grafigi asagidaki gibidir:

X X x

(a) r>o0 M) r=0 ©)r<o

Sekil 3.14 & = rx + 2 denkleminin (x, %) grafigi

Yukaridaki grafikte r» < 0 igin sistem orijinde kararliligini korurken » = 0 oldugunda
orijindeki kararlilik aniden bozulup sistem kararsiz hale gelir. Yani siiperkritik model
r = 0 da eski durumuna donme egiliminde iken subkritik model bozulma egili-
mindedir. Catallanma diyagrami asagidaki gibidir:

Simdi dirgen catallanmaya bir 6rnek olarak agagidaki modeli inceleyelim (Strogatz
2014).

Ornek 3.3.2 (Dénen bir cember iizerindeki asir1 séniimlii boncuk modeli)
Sekil 3.16’da goriildiigii tizere, incelenmek istenen sistem agagidadir:

m kiitleli bir boncuk, r yaricapli, dikey eksen iizerinde w acisal hiziyla sabit ola-
rak donen bir cember iizerinde kaymaktadir. Buradaki amag¢ hem yercekimi hem de

merkezkag kuvveti etkisi altinda olan bu boncugun hareketini incelemektir. Bu prob-
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kararsiz . _ .

Kararll  se— = = = = kararsiz

kararsiz =~

Sekil 3.15 & = rx + 23 denkleminin ¢atallanma diyagrami

\_i/(a’

Sekil 3.16 Donen bir ¢cember iizerinde dénen bir boncuk

lem, pek ¢ok insan tarafindan incelenen yaygin bir problemdir. Simdi bu probleme
yeni bir girdi ekleyelim ve kabul edelim ki sozii edilen sistemdeki boncuga hareke-
tinin aksi yoniinde bir kuvvet etki etsin. Yani tiim sistem pekmez benzeri viskoz bir
sivi igeren bir ficinin tabanina yerlestirilmis olsun. Bu durumda sistem iizerinde bir
siirtiinme kaynagi olugsmus olur. ¢, —m < ¢ < 7, boncuk ile dikey yonde agag1 dogru
yapilan agi, r donen ¢emberin yarigcapi ve p = rsin ¢ boncugun dikey eksene olan

uzakligr olsun. Boylece boncuk tizerindeki kuvvetler agagidaki sekille agiklanabilir:

mpm2 cos ¢

bo

Sekil 3.17 Cember tizerindeki boncuga etki eden kuvvetler
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Burada, mg asag yonlii yercekim kuvveti; mpw? yana dogru merkezkac kuvveti; bo
tegetsel soniimleme kuvveti olup g ve b sabitleri pozitif alinmigtir ( gerekli olmasi
durumunda negatif isaretleri daha sonra eklenecektir). Newton’un ikinci yasas1 goz

ontine alinirsa, sistem tizerindeki ivme r¢ ve p = rsin ¢ olmak tizere
F=m.a

—bp — mgsin ¢ + mrw?sin ¢ cos ¢ = m.r.¢

elde edilir. Bu denklem ikinci basamaktan bir denklemdir. Fakat amacimiz birinci
basamaktan bir sistem i¢in ornek olusturmak oldugundan simdilik mré terimini

gozard edelim. Boylece

bp = —mgsind + mrw?sin ¢ cos ¢
. 1 2
b = mg Zm¢ <m; cos ¢ — 1) (3.3.2)

sistemi elde edilir. (3.3.2) nin sabit noktalar1 boncugun denge durumlarina karsilik
gelir. (3.3.2) nin sag tarafi f(¢) ile gosterilirse, f(¢") = 0 olacak sekildeki sabit
noktalar sin* = 0 den her zaman ¢* = 0 (¢emberin en alt kismi) ve ¢ = «
(gemberin en iist kismi) dir. Diger taraftan ™o oldugunda (yani gember

9

yeterince hizhi doéniiyorsa) iki tane fazladan sabit nokta da olugur. Bu noktalar

rw2

¢* = darccos(g/rw?) dir. Simdi bu sabit noktalar1 gorsellestirmek icin v = —
1
seklinde bir v parametresi tanimlayalim ve cos ¢* = — denklemini grafik iizerinde

gorelim. Sekil 3.19’da goriildiigii tizere cos ¢ ve ¢ egrilerinin — sabit fonksiyonu ile
kesigim noktalarini ariyoruz. v < 1 iken hicbir noktada kesisme yokken v > 1 icin
¢* = 0 1 her iki tarafinda yer alan bir ¢ift simetrik kesisim noktalar1 vardir ve
v — 00 i¢in bu kesisim noktalari ig ye yaklagir. v < 1 oldugunda, ¢ember yavas
doner ve merkezkag kuvveti yercekimi kuvvetini dengelemekte zorlanir, bu yiizden
boncuk asag1 dogru kayar ve gemberin tabaninda kalir. Fakat v > 1 oldugunda, cem-
ber yeterince hizli doner ve ¢gemberin tabani kararsizlasir ve boncuk hareket etmeye
baglar. Boncuk tabandan uzaklastikca merkezkac kuvveti arttigindan, boncugun
hareketi artar. Bu nedenle, yercekimi, merkezkac kuvvetini dengeleyene kadar bon-

cuk cembere itilir. Bu denge ¢ = = arccos(g/rw?) noktalarinda olusur.
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1
Sekil 3.18 cos ¢ ve ¢ egrilerinin — sabit fonksiyonu ile kesigim noktalar1 grafigi

top top
bottom bottom
y<1 y>1

Sekil 3.19 Sabit noktalarin v < 1 ve v > 1 i¢in ¢ember {iizerindeki yerleri

Simdiye kadar elde edilen sonuclar 6zetlemek amaciyla tiim sabit noktalar v para-

metresinin bir fonksiyonu olarak diistiniiliirse agagidaki grafik elde edilir:

Sekil 3.20 (v, ¢) grafigi

Burada diiz cizgiler kararli sabit noktalari, kesikli olanlar da kararsiz noktalar
gostermektedir. Sekil 3.18’den de agikca goriildiigii tizere v = 1 de siiperkritik
dirgen catallanma vardir.

Bu yapilan analiz fiziksel agidan agagidaki gibi yorumlanabilir.
3.4 Kusurlu Catallanma

Bir onceki kesimde anlatildig tizere simetri iceren problemlerde dirgen catallanmalar
goriiliir, 6rnegin bir ¢ember iizerindeki boncuk probleminde oldugu gibi ¢cemberin

sol ve sag taraflar1 arasinda miikemmel bir simetri vardir. Ancak gercek hayatta bu
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durumla pek kargilagilmaz (Strogatz 2014). Asagidaki drnegi ele alalim:
i=h+ry—a (3.4.1)

olsun. (3.4.1) denkleminde A = 0 almirsa, denklem siiperkritik dirgen catallan-
masinin normal formuna indirgenir ve burada x ile —x arasinda miikemmel bir
simetri vardir. h # 0 oldugunda bu simetri bozulur, bu sebeple buradaki h paramet-
resine kusur (imperfection) parametresi denir. (3.4.1) denkleminde h ve r geklinde
iki tane parametre bulunmaktadir, bu yiizden bu denklemi iki parametreye gore
incelemek zordur. Bu zorluktan kurtulmak adina r yi sabit kabul ederek h paramet-
resinin degisimine gore denklem incelenecektir. Once denklemin sabit noktalarini
bulalim. Bunun icin y = —h ve y = rz — 2 grafiklerini aym diizlemde cizerek
kesigim noktalarini bulalim, bu noktalar (3.4.1) in sabit noktalaridir.

3

yEmemrooo A |a]> h(r)
i s Bt y=—=h  _\____ L. __ |h=h
__\___Y _N__ |h|<hc(r)

x X

@ r<0 ®) r>0
Sekil 3.21 h parametresine gore y = —h ve y = rx — 23 egrileri
r < 0 iken, y = rz — 23 egrisi monoton olarak azaldigindan y = —h dogrusu ile

bir tek noktada kesigir (Sekil 3.22a). r > 0 ise, y = rz — 2 egrisi h nin duru-
muna gore y = —h dogrusu ile bir, iki ya da ii¢ farkli noktada kesigebilir (Sekil
3.22b). Dolayisiyla kritik deger, yatay dogrunun kiibik terim iceren egrinin yerel
maximum ya da minimumuna teget oldugu nokta burada olup bu noktada semer-
diigiim catallanmasi vardir. Simdi catallanmanin goriildiigii h degerlerini bulmak
icin f(x) = ro — 23 fonksiyonun yerel maksimum ve minimum noktalarimi bulalim.

Fonksiyonun birinci tiirevinden

d
%(rx —2%) =0
r—3z2 = 0
r = =+ r
3
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elde edilir. O halde z .« = \/g Ve Typin = —\/g olup yerel maksimum ve minimum

2
hmax = TTmax — (xmax)3 = Er\/g

2r |r
hmin = T'Tmin — (xmin)3 = TS\ 5

3V3

degerleri sirasiyla

seklinde bulunur. Dolayisiyla semer-diigiim ¢atallanmalar1 h = +h.(r) noktalarinda
olugur, burada h.(r) = 2£))—T\/§ diir. |h| < h.(r) i¢in (3.4.1) ii¢ tane sabit noktaya
sahipken, |h| > h.(r) icin bir tane sabit noktaya sahip olur. Simdiye kadar elde
edilen sonuglar1 daha anlagilir kilmak icin agagidaki grafigi goz oniine alalim: (7, h)
diizleminde h = +h.(r) catallanma egrileri (r, h) ¢izilirse, bunlarin (r,h) = (0,0)

noktasinda teget olarak karsilagtiklar1 goriiliir.

2-
1 sabit nokta
- h.(r)
h

01 3 sabit nokta

N —he(r)
-2 T T T - r

-2 -1 0 1 2

Sekil 3.22 (r, h) diizleminde h = £h.(r) gatallanma egrisi
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Diger taraftan h sabit tutularak (z,r) catallanma diyagramim ¢izelim (Sekil 3.24).
Sekil 3.24a’da h = 0 oldugunda geleneksel dirgen catallanma goriiliirken gekil 3.24b’de

X X

/

(@) h=0 (®) h#0

Sekil 3.23 & = h + ro — 2% denkleminin c¢atallanma diyagrami

h # 0 oldugunda yapinin degistigi goriiliir. Ust parca tamamen kararh sabit nokta-

lar igerirken, alt parcada hem kararli hem de kararsiz noktalar goriiliir. » < 0 iken

x x
/ :
/
h ) h
/
(ar<o0 (b)r>0

Sekil 3.24 & = h + ro — 2% denkleminin catallanma diyagrami

her h degeri igin bir tek kararh sabit nokta vardir (Sekil 3.25a). Ancak r > 0 ise,

|h| < he(r) iken iig; |h| > h.(r) iken bir tane sabit nokta vardir.
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4. BIR CEMBER UZERINDEKI AKISLAR

4.1 Giris

Onceki boliimlerde tek boyutlu

&= f(x)
sistemi iizerine yogunlagmistik. Bu denklem, dogru iizerindeki bir vektor alanina
karsilik gelir. Bu boliimde

6= f(0)
seklinde verilen yine tek boyutlu sistem incelenecektir. Bu sistem ¢ember iizerindeki
bir vektor alanim temsil eder. 8 cember itizerindeki bir nokta olmak tizere 6 o nok-
tadaki # = f(#) seklindeki bir hiz vektoriidiir. Bir dogru tizerindeki akis gibi bir
cember iizerindeki akig da tek boyutludur, fakat cember iizerinde pargacik basgladig:
noktaya geri doner. Boylece periyodik coziimler karsimiza c¢ikar.
Baska bir ifadeyle, gember iizerindeki vektor alanlari salinim yapan sistemlerin en
temel modelini olugtururlar. Diger tiim 6zellikler agisindan gember iizerindeki akiglar
ile dogru iizerindeki akiglar benzerlik gosterirler (Strogatz 2014). Simdi baz1 drnekler
verelim.

Ornek 4.1.1 Bir cember iizerinde
0 = sin

sistemine kargilik gelen vektor alanini ¢iziniz.

Céziim Ik adim olarak sistemin sabit noktalarini bulalim. f(#) = sin § olmak tizere
sistemin sabit noktalar1 sin §* = 0 kogulunu saglayan 0" degerleridir. Buradan 8* = 0
ve 0* = 7wk, k € N bulunur. Simdi iizerinde vektor alam ¢izilecek ¢cemberin hayali
bir kartezyen diizlemi {iizerine yerlegtirildigini diisiinelim. Boylece § = 0 baglangig
noktasi olmak iizere 6 degerleri saat yoniiniin tersinde artar. Sabit noktalarin karar-
lilikk durumlarini belirlemek icin f(6) > 0 ve f(f) < 0 oldugu durumlara bakilir.
Cemberin {ist yarisinda sinf > 0 oldugundan 8 > 0 olup akig saat yoniin tersidir.
Benzer olarak alt yar1 cemberde sin ) < 0 olup akig saat yoniindedir. Sonug olarak

0" = 7 kararli, 0" = 0 kararsiz sabit noktalardir (Sekil 4.2).
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Sekil 4.1 ' = sin 0 sistemi icin faz portresi
4.2 Diizgiin Osilatorler

Cember iizerindeki bir nokta genellikle a¢: ya da faz olarak adlandirilir. Bu durumda

en basit osilator ornegi olarak

0 =w
denklemi alinabilir, burada w bir sabittir. Verilen denklemin ¢oziimii

0(t) = wt + o (4.2.1)

olup bu ¢oziim c¢ember etrafinda w acisal frekansina sahip bir parcacigin diizgiin
hareketine kargilik gelir. (4.2.1) ¢oziimii periyodiktir ¢iinkii 0(¢), 27 periyodiktir.
Dolayisiyla T' = %T zaman sonra parcacik g¢ember iizerindeki baglangi¢ noktasina
geri doner. Buradaki T' salinym periyodu olarak adlandirilir. Bu noktada salinim
genliginin gozoniine alinmadigini belirtmekte fayda var. Gergekten de incelenen sis-
temde genlik degiskeni yoktur. Eger faz degiskeninin yanisira bir de genlik degiskeni
goz oniine alinsaydi sistem iki boyutlu faz uzayinda goz oniine alinmak zorunda
olurdu. Bu durum iki boyutlu sisteme gegildiginde incelenecektir.

Ornek 4.2.1 Ali ve Mehmet, dairesel bir pistin etrafinda sabit bir gekilde kogmak-
tadirlar. Ali, pisti 77 saniyede tamamlarken Mehmet, T; > T} saniyede tamamliyor.
Buna gore ikisinin ayni1 anda kogmaya bagladigi varsayimi altinda, Ali'nin Mehmet’i
ilk gecisi ne kadar siirer?

Coziim 0 (t) Ali'nin pist tizerindeki konumu olsun. Bu durumda w; = w—f olmak
iizere # = w; olur. Bu denklem Ali’nin sabit bir sekilde kostugunu ve her 77 saniyede
turu tamamladigini gosterir. Benzer sekilde Mehmet icin de 0y = wy = % yazilir.

2
Ali’'nin Mehmet’i ilk gecisi aralarindaki ¢ agisinin 27 kadar artmasina baghdir. Bu

36



iki kogsucu arasindaki faz farki ¢ = 6; — 05 olmak {iizere

¢:01—92:w1—w2:2w<ﬁ—ﬂ>

olup

27 1 1
Tpoiis = ——— = (7 — ==
geen Wy — W (Tl Tz)

bulunur. Yani Ali Mehmet’i T = T, periyoduyla defalarca geger.
4.3 Diizgiin Olmayan Osilatorler

0 =w—asind

seklindeki osilatorlerdir. Bu denklem elektronik, biyoloji, yogun madde fizigi, mekanik

gibi farkl alanlarda bir¢ok uygulamaya sahiptir.

-

-l 2 /2

Sekil 4.2 0 = w — asin @ denkleminin (6, §) diizlemindeki grafigi

Uygunluk agisindan w > 0, a > 0 alimirsa f(6) = w olup bir 6nceki kesimdeki
diizgiin osilator elde edilir. O halde a i¢in diizensizlik (nonuniformity) parametresi

denebilir. Buna gére a nin degisimine gore akisin grafikleri asagidaki gibi cizilir:

AVEAVA

slow passage
through here
(bottleneck)

(a) a<w b)a=w ) a>a0

Sekil 4.3 a nin degisimine gore akigin hareketi

Akisin en hizli oldugu ag1 6 = _TW, en yavas oldugu ag1 ise 6 = g dir (Sekil 4.4a). a
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arttikca akigta diizensizlik goriilmeye baslar. a, w dan birazcik kiigiikken, akigtaki
salimm oldukca inigli gikighdir. 6(¢) nin 6 = g kritik degerini ge¢cmesi cok uzun
siirer fakat bu noktay1 gectikten sonra akis olduk¢a hizhidir. ¢ = w oldugunda,
sistem salinimi yapmay1 tiimiiyle birakir. 6§ = g noktasinda yari- kararli bir sabit
nokta olugur yani bu noktada semer- diigiim ¢atallanmasi goriiliir (Sekil 4.4b). Son
olarak a > w igin, bu yari- kararl sabit nokta yerini biri kararl digeri kararsiz olmak
tizere iki yeni sabit noktaya birakir (Sekil 4.4c).

Yukarida anlatilanlar ¢cember tizerinde ¢izilen bir vektor alani yardimiyla asagidaki

gibi goriiliir (Sekil 4.5).

6=n/2

yavas

hizl

(a) a<w (b) a=w ) a>w

Sekil 4.4 a parametresinin degisimine gore cember tizerinde ¢izilen vektor alan

Ornek 4.3.1

0=w—asnd
denkleminin sabit noktalarini a > w i¢in simflandiriniz.
Coziim Sistemin sabit noktalar:

sinf* = —
a

2
olacak bicimdeki #* degerleridir, buradan cos " i¢in cos#* = +4/1 — <E> yazila-
a

bilir. Kesim 2.2’de verilen lineer kararlilik analizini kullanalim. Buna goére

f1(0%) = —acos 0" = +ay/1 — (%)2

olur. cosf* > 0 olacak gekildeki sabit 6" noktasi igin f'(6*) < 0 olup bu nokta
kararlidir. Bu durum sekil 4.4c ile de tutarhdir.
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5. IKi BOYUTLU AKISLAR

5.1 Lineer sistemler

Tek boyutlu sistemlerde, akigin davraniglar: oldukga sinirlidir. Bu sistemlerin yoriin-
geleri ya sabit kalir ya da monoton bir sekilde davranir. Cok boyutlu faz uzaylarinda
kurulan sistemler ise gesitli 6zellikler barindirirlar ¢iinkii bu sistemlerin yoriingeleri
¢ok boyutlu uzayda daha fazla manevra kabiliyetine sahiptir (Strogatz 2014). Cok
boyutlu sistemlerin en temel sinifi olan iki boyutlu lineer sistemleri incelemeye
baglayalim. Bu sistemler kendilerine 6zgii ozellikler icermenin yanisira lineer ol-
mayan sistemlerin incelenmesinde de 6nemli rol oynarlar. Iki boyutlu lineer bir

sistem

T = axr+by

y = cxr+dy
seklindedir, burada a, b, ¢ ve d sistemin parametreleridir. Bu sistem matris formunda
X=AX (5.1.1)

a b x
olarak yazilir, burada A = ve X= bir vektordiir. X; ve Xo,

c d Y
(5.1.1) sisteminin ¢oziimleri olsun. Bu durumda c¢; ve ¢y keyfi sabitler olmak iizere

121 + ¢ox2 lineer kombinasyonu da (5.1.1) i saglar, dolayisiyla bu o6zellik (5.1.1)
in lineer olmasim destekler. Diger taraftan X = 0 icin X = 0 olup, A matrisinin
seciminden bagimsiz olarak X = 0 (5.1.1) in her zaman bir sabit noktasidir. (5.1.1)
sisteminin ¢oziimlerine (z,y) diizleminde yoriingeler kargilik gelir. Bu iki boyutlu
diizleme faz diizlemi denir. Asagidaki 6rnekte iyi bilinen bir sistem i¢in faz diizlem
analizi yapilmistir.

Ornek 5.1.1 Dogrusal bir yaya asilmig bir kiitlenin titresimleri
mi + kx =0 (5.1.2)

lineer diferensiyel denklemi ile verilir, burada m cismin kiitlesi, k& yay sabiti ve x

kiitlenin denge noktasina olan yer degistirme mesafesidir (Sekil 5.1).
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Sekil 5.1 Yaya asilmig bir kiitle diizenegi

Buna gore bu basit harmonik osilatoriin faz diizlem analizini yapiniz.

Coziim (5.1.2) lineer denkleminin tam ¢oziimii analitik yontemler yardimiyla elde
edilebilir. Ancak bu durum her zaman miimkiin olmaz, 6rnegin ¢ogu lineer olmayan
denklemi analitik yontemlerle ¢cozmek imkansizdir. Bu yiizden denklemi ¢ozmeden,
denklemin davraniglarini incelememizi saglayacak bir yontem kullanmak faydali ola-
caktir. (5.1.2) denklemine kargihk gelen vektor alanm, faz diizlemindeki hareketi
tanmimlar. Bu vektor alanini bulmak igin sistemin durumu goéz oniine alinmalidir.
Belirtelim ki sistemin durumu, sistemin su andaki pozisyonu x ve hizi v ile be-
lirlenir, dolayisiyla x ve v degerlerinin ikisi birden bilinirse, bu durumda sistemin
gelecek davraniglar: hakkinda yorum yapilabilir. Bu amagla (5.1.2) sistemini = ve v
cinsinden tekrar yazalim:

T =

olmak iizere, (5.1.2) denkleminden

k
V=——0
m
elde edilir. Basitlik acisindan w? = — alimirsa,
m
T =0
(5.1.3)
0= —wix

sistemi elde edilir. (5.1.3) sistemi her bir (z, v) noktasi igin (&, ) = (v, —w?x) olacak
sekilde bir (&, ) vektoriinii ifade eder, dolayisiyla bu sistem faz diizlemi iizerinde

bir vektor alani temsil eder. Boylece asagidaki grafik ¢izilir:
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Sekil 5.2 Faz diizleminde (5.1.3) sisteminin vektor alan

Sekil 5.2’ye gore, x ekseni iizerindeyken v = 0 olup (#,v) = (0, —w?z) dir. Boylece
x pozitif oldugunda v dikey olarak azalan, x negatif oldugunda v dikey olarak ar-
tan durumda olur. Benzer sekilde v ekseni iizerinde z = 0 olup (4,0) = (v,0)
elde edilir ve v pozitifken x yatay olarak artan, v negatifken = yatay olarak aza-
lan durumundadir. Boylece faz uzay: etrafinda vektorler yer degistirir (Sekil 5.2).
Daha 6nce oldugu gibi buradaki vektor alaninin hareketini gorsellegtirmek adina vek-
tor alanini hayali bir akigkanin hareketi gibi diisiinebiliriz. Bu durumda akigskanin
(x,7) = (v, —w?x) hiziyla diizlemde hareket eder. Bu akigin yoriingesini bulmak igin
hayali bir pargacigin (g, v9) noktasindan harekete bagladigini ve akig boyunca nasil
davrandigini inceleyelim. Akig orijin etrafinda déonmektedir ve bu nokta hareket-
sizdir, ¢iinkii (z,v) = (0,0) i¢in (&,v) = (0,0) dir. O halde orijin bir sabit nokta
olup herhangi bir noktadan baglayan hareket orijin etrafinda dairesel bir yol takip

edecek ve baglangi¢c noktasina donecektir. Bu tiirden yoriingelere kapalr yoriingeler

adi verilir (Sekil 5.3).
v

N

X

[/

Sekil 5.3 (5.1.3) sisteminin yoriingeleri

Sekil 5.3 sistemin faz portresi olarak adlandirilir. Simdi burada incelenen sabit

nokta ve kapali yoriinge kavramlarinin orijinal kiitle-yay problemindeki karsiliklarina
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bakalim. (z,v) = (0,0) sabit noktas: sistemin durgun denge noktasina karsilik gelir:
kiitle denge konumundadir ve yay gevsedigi i¢in sonsuza kadar orada kalr. Ka-
pali yoriingeler ise periyodik harekete yani kiitlenin salinimli olmasina kargilik gelir.
Ornegin yer degisimi = negatif oldugunda, hiz v sifir olup salinmmin en ¢ok oldugu

duruma karsilik gelir, c¢linkii yay en sikisik halindedir.

(@) (®) © (d

Sekil 5.4 Yaya bagh kiitlenin konumlar:

Asagidaki grafikte sekil 5.4%iin her bir durumu i¢in yoriingedeki karsiligi goriilmek-
tedir.

Sekil 5.5 Yaya bagh kiitlenin her bir durumunun yoriingedeki kargilig

Ornek 5.1.2

olmak tizere

X = AX
sistemi verilsin. Buna gore verilen sistemi ¢oziip a degerinin (—oo, co) araligindaki
degisimine gore faz portresini ¢iziniz.

Coziim Verilen sistem



seklindeki iki boyutlu bagimsiz bir sistem seklinde yazilabilir. Buradan sistemin
¢Ozimii

x(t) = zpe™
—t

y(t) = wyoe

seklinde elde edilir. a parametresinin degisimine gore sistemin faz portreleri agagi-

daki gibidir:

SE K

(@ a<-1 (b) a =-1 (¢) -1<a<0
(d) a=0 () a>0

Sekil 5.6 a parametresine gore sistemin faz portreleri

y(t), her bir durum igin iistel olarak azalmaktadir. @ < 0 oldugunda, z(t) de iistel
olarak azalir ve boylece ¢ — oo halinde tiim yoriingeler orijine yaklagir. Bununla
birlikte yaklagimin yonii, @ nin —1 ile kargilagtirilmasina baglhdir:

(i) a < —1 ise, bu durumda z(t), y(t) den daha hizli azalir ve yoriingeler y ekse-
nine teget olacak sekilde orijine yaklasir. a nin negatif degeri arttikca yoriingeler
neredeyse y ekseniyle birlegir. £ — —o0 icin de yoriingeler neredeyse x— ekseni ile
birlesir. Boylece sekil 5.6a’da goriildiigii gibi X* = 0 sabit noktas1 kararly bir digim
noktasidir.

(ii) @ = —1 olsun. Bu durumda y(t)/x(t) = yo/xo sabit olup yoriingelerin hepsi
orijinden gecen dogrulardir. Bu durumda X* sabit noktasi simetrik digim veya

yldiz olarak adlandirihr (Sekil 5.6b).
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(iii) —1 < a < 0 olsun. Bu durumda X* yine bir diigiim noktasidir, ancak bu sefer

yoriingeler X* a z ekseni boyunca yaklagir (Sekil 5.6c¢).

Diger taraftan a = 0 oldugunda x(t) = o olup, = ekseninin tamami sabit noktadir,
bu durumda x eksenine sabit noktalarin dogrusu denir. Tium yoriingeler bu sabit
noktalara dikey olarak yaklagir (Sekil 5.6d). Son olarak a > 0 ise, x ekseni yoniindeki
iistel biiytime nedeniyle X* kararsiz olur. Cogu yoriinge X* dan uzaklagir ve sonsuza
gider. ¢ — oo igin yoriingeler x eksenine asimptotiksel olarak yaklagir, ¢ — —o0 igin
de yoriingeler y eksenine asimptotiksel olarak yaklagir. Boylece X* = 0 semer

noktas: olur.

t — oo igin X(t) — X* olacak sekildeki X, baglangi¢ kogullariin kiimesine X*
semer noktasinin kararle manifoldu denir. Benzer gekilde ¢ — —oo igin X(t) —
X* olacak sekildeki baslangic kogullarinin kiimesine de X* i kararsiz manifoldu
denir. Burada y ekseni kararli, x ekseni kararsiz manifolddur. Belirtelim ki genellikle
yoriingeler ¢ — oo icin kararsiz, t — —oo icin kararli manifolda yaklagirlar ancak bu

ornekte durum tam tersidir.

Simdi bu 6rnek iizerinden literatiirde iyi bilinen bazi kararlilik kavramlarini hatir-

layalim:

Sekil 5.6a-c’de goriilen X* = 0 sabit noktas1 bir atraktordiir, ¢iinkii X* etrafinda
baglayan tiim yoriingeler ¢ — oo igin X* a yaklagir, yani ¢t — oo i¢in X (¢) — X* dur.
Aslinda burada faz diizlemindeki tiim yoriingeler X* a yaklagtigindan X* a global
atraktor de denebilir. Diger taraftan kararhilik ile ilgili 6nemli biryap1 vardir, bu
yapi yoriingelerin sadece t — oo durumundaki davraniglar icin gegerlidir: Liapunov
kararlilik. Eger verilen sistemin tiim yollar1 X* sabit noktasina yeteri kadar yakin
bagliyor ve zaman ilerledik¢e yine bu nokta civarinda kaliyorsa, bu durumda X*
sabit noktasina Liapunov kararlidir denir. Sekil 5.6a-d’de goriildiigii gibi orijin Lia-
punov kararhdir. Sekil 5.6d’de farkl bir durum 6ne ¢ikiyor. Burada orijin Liapunov
kararhidir fakat atraktor degildir. Boylesi sabit noktalara yani Liapunov kararh
olup atraktor olmayan sabit noktalar, nétral kararlidir denir. Bu nokta yakinindaki
yoriingeler, notral kararli nokta tarafindan ne itilirler ne de c¢ekilirler. Buna ornek
olarak Ornek 5.1.1°deki basit harmonik osilatoriin denge noktasi verilebilir (Sekil

5.3). Notral kararlilik genellikle siirtiinmenin olmadig1 mekanik modellerde goriiliir.
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Tersine olarak bir sabit nokta Liapunov kararli degildir ama atraktor olabilir. Bu

durum icin asagidaki ornek aciklayicidir:

Bir ¢cember iizerinde 0 =1 — cos @ sistemini ele alalm.

Sekil 5.7 Bir ¢cember iizerindeki § = 1 — cos ) sistemi

Burada ¢ — oo i¢in tiim yoriingeler #* = 0 sabit noktasia yaklagtiginda 6* = 0
bir atraktordiir fakat Liapunov kararh degildir, ¢iinkii 8 in ¢ok yakiminda baslayip
zaman ilerledikce 6% dan ¢ok uzaklasan yoriingeler vardir. Diger taraftan pratikte
genellikle Liapunov kararlilik ve atraktorliik ozellikleri bir arada goriiltir. Bu iki
ozelligi ayn1 anda tasiyan sabit noktaya asimptotik kararlidir denir. Son olarak sekil
5.6e’de goriildiigii tizere ne atraktor ne de Liapunov kararli olan X™* sabit noktasina

kararsizdir denir.

5.2 Lineer Sistemlerin Siniflandirilmasi

Bir onceki kesimde Ornek 5.1.2 iizerinden anlatilan kararlilik kavramlar: bu kesimde
en genel 2 x 2 tiirtinde bir matris ele alinarak incelenmektedir. Bilinmektedir ki x
ve y eksenleri faz diyagraminda geometrik acidan oldukc¢a oénemlidirler. Bu eksenler
ayni zamanda dogrusal yoriingelerdir, yani bu koordinat eksenlerinden herhangi biri
iizerinde baslayan bir yoriinge o eksen iizerinde sonsuza dek kalir, sadece ¢ok basit
iistel artis veya azalma gosterirler. Simdi ilk olarak bu kesimde, bu dogrusal yoriin-
gelerin genel durumdaki analoglarimin bulunmasi amaglanmigtir (Strogatz 2014).

(5.1.1) sisteminin

X =eMV (5.2.1)
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seklinde bir ¢oziimiinii arayalim, burada V' # 0 belirlenmesi gereken sabit vektorler

ve A da belirlenmesi gereken bir sabit degerdir. (5.2.1), (5.1.1) de yerine yazilirsa

MMV =AMV
MAV-AV) = 0, M #£0
NV o= AV (5.2.2)

elde edilir. (5.2.2) den, eger V', A matrisinin \ 6zdegerine kargilik gelen bir 6zvektorii
ise, bu durumda aranan dogrusal yoriingeler vardir ve (5.2.1) ¢oziimiine dz¢dzim
(eigensolution) denir. Simdi 6zdeger ve dzvektorlerin nasil bulundugunu kisaca

hatirlayalim. Herhangi bir A matrisinin 6zdegerleri, I birim matris olmak iizere,

det(A—AI)=0
a
karakteristik denklemi ile bulunur. 2 x 2 tiiriinde bir A = matrisi i¢in
c d
karakteristik denklem
a— A b
=0
c d— A\

olup,

seklinde yazilir,burada

T = iz(A)=a+d
A = det(A) =ad — be.
O halde X\ ozdegerleri

T+ VT IA
2

seklinde hesaplanir. Acgikca goriilmektedir ki bir A matrisinin 6zdegerleri, matrisin

A =

izine ve determinantina baghdir.

(5.2.2) ozdegerleri igin ti¢ farkli durum stz konusudur: ozdegerlerin reel ve bir-
birinden farkh olmasi, 6zdegerlerin reel birbirine egit olmasi1 ve 6zdegerlerin eglenik
kompleks olmasi. Simdi her bir duruma karsilik gelen kararlilik ozelliklerini 6rnek-

lerle destekleyerek inceleyelim.
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Bu ozelliklere gecmeden 6nce A; # Ay durumundan (5.1.1) in ¢dziimlerinin nasil bu-
lunduguna bakahm. Lineer cebirden bilinmektedir ki A; ve Ay 6zdegerlerine karsilik
gelen V) ve V, ozvektorleri lineer bagimsizdir ve tiim diizlemi gererler (Sekil 5.8).

Xg =C V1tV

Sekil 5.8 Ay ve Ap dzdegerlerine kargilik gelen V; ve V; dzvektorlerinin lineer kom-

binasyonu

Ozel olarak, herhangi bir X, baglangic kosulu 6zvektorlerin lineer kombinasyonu
olarak Xy = c;Vi + ¢V, seklinde yazilir, burada ¢; ve ¢; keyfi sabitlerdir. Béylece
(5.1.1) in genel ¢oziimii

X () = c1&™V; + eV

geklinde elde edilir. Agagidaki 6rnek ¢oziimlerin nasil bulundugunu agiklamaktadir.
Ornek 5.2.1

N Ig 2
$:$+y, =

Yo -3
y=4z — 2y

sisteminin (zg, yo) = (2, —3) kosulunu saglayan ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim 11k olarak verilen sistemi matris formunda

z 1 1 z
Y 4 -2 Y
) 1 1
geklinde yazahm. Bgylece A = olmak iizere det(A — AI) = 0 dan
4 -2
karakteristik denklem
M +A-6=0
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seklinde bulunur. Buradan A matrisinin 6zdegerleri Ay = 2 ve Ay = —3 olur. Bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zvektorler, sirasiyla,

O halde verilen sistemin genel ¢oziimii

1 1
X(t)=a e + ey e 3t
1 —4

y 1 pu— pum— . 1
olup, baglangi¢ kosullarindan c cs = 1 bulunur. Sonug olarak verilen baglangig
deger probleminin ¢oziimii

w(t) = e 4e ¥

y(t) = e* —4e ™
dir. Simdi bu ¢rnekte verilen sistemin faz portresini ¢izelim. Sistemin 6zdegerleri
A1 = 2 ve Ay = —3 oldugundan, birinci 6zdegere karsilik gelen 6zcoziim tistel olarak

artarken, ikinci ozdegere karsilik gelen 6z¢oziim iistel olarak azalir. O halde orijin

yani sistemin sabit noktasi bir semer noktasidir ve grafigi asagidaki gibidir:
\\/
// ;

Sekil 5.9 Ornek 5.2.1’de verilen sistemin faz portresi

Bu agamada birbirinden farkli olan 6zdegerlerin Ay < A; < 0 6zelligini saglamasi
durumundaki genel faz portresini inceleyelim: Ay < A\; < 0 oldugunda, bu 6zdeger-
lere karsilik gelen 6zcoziimlerin ikisi de azalir. Sekil 5.6a ve sekil 5.6¢’de oldugu gibi
sabit nokta kararli bir diigiim noktasidir. Fakat burada bir farklilik stz konusudur:

Yukaridaki faz portresinde goriildiigii gibi, yoriingeler orijine yavasg 6zyone (slow
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yavag 0zyon

\ hizl azyan

Sekil 5.10 Ay < Ay < 0 igin A dzdegerlerine karsilik gelen faz portresi

eigendirection) teget olacak sekilde yaklagirlar, burada yavas 6zyon, daha kiigiik |A|
degerine karsilik gelen 6zvektoriin gerdigi dogrunun yonii olarak tanimlanmaktadir.
t — —oo ic¢in bakildiginda ise yoriingeler hizli 6zyone paralel olurlar. Eger sekil
5.10’da oklarin yonii degistirilirse, bu durumda orijin kararsiz digiim olur.

Simdi 6zdegerlerin reel ve birbirine esit olmasi durumunu inceleyelim, yani \; = Ay =
A olsun. Bu duruma karsilik gelen 6zvektorler acisindan iki durum séz konusudur:
A ya karsilik iki tane bagimsiz 6zvektor olabilir ya da A ya sadece bir tane 6zvektor
karsilik gelir.

Ik olarak iki tane 6zvektoriin oldugunu diisiinelim. Bu durumda tiim diizlem bu
vektorler tarafindan gerilir ve her vektor ayni 6zdegere karsilik gelen bir 6zvektor

olur. Bunu anlayabilmek adina herhangi bir X, vektoriinii
Xo=0cVi+ Vs
seklinde iki 6zvektoriin lineer kombinasyonu olarak yazalim. Bu durumda
AXy = AV + Vi) = e AV) 4 oA Va = A X

olur, yani X, da A\ 6zdegerine kargilik gelen bir 6zvektordiir. O halde A katsayi

matrisi A = seklinde olmalidir. Burada A\ # 0 ise, yoriingelerin tamami
0 A

orijine giren dogrular olup sabit nokta yldiz digimdiir (Sekil 5.11).
A = 0 ise, tiim diizlem sabit noktadir, ciinkii sistem X =0 seklindedir. Sadece

bir tek 6zvektor olmasi durumunda A ya karsilik gelen ozvektorlerin gerdigi uzay
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Sekil 5.11 A\ = Ay = A ve A # 0 igin faz portresi

tek boyutludur. Buna 6rnek olarak, A = , b # 0, formundaki herhangi
0 A

bir A matrisinin 6zvektoriiniin gerdigi uzay verilebilir. Bu sekilde bir tek 6zyon

oldugunda, sabit nokta dejenere diigiim olup, faz diyagrami sekil 5.12 ile verilmistir.

eigendirection

Sekil 5.12 A\ = Ay = A ve A = 0 i¢in faz portresi

t — +o0o durumunda tiim yoriingeler tek 6zyone paraleldir. Son olarak ézdegerlerin
eslenik kompleks say1 olmasi durumunu inceleyelim. Ozdegerler kompleks say1 ise,

bu durumda sabit nokta ya merkezdir (Sekil 5.13a) ya da spiraldir (Sekil 5.13b).

® @

(a) center (b) spiral

Sekil 5.13 Ozdegerler kompleks say1 ise karsilik gelen faz portreleri

Merkez noktay1, Ornek 5.1.1’deki basit harmonik osilatériin faz portresinde sekil
5.3’de elde etmigtik. Bu gekilden de anlagildig1 gibi merkez sabit nokta (orijin) ka-
pali yoriingeler tarafindan cevrelenir. Spiral nokta ise harmonik osilatoriin sontimlii

bir ortama girmesinden olusur, ¢iinkii bu durumda her bir dongiide osilator enerji
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kaybettiginden yoriingeler kapali dongiilerini tamamlayamazlar. Bu durumlar: acik-

lamak icin

m:%(fim)

ozdegerlerini tekrar ele alalim. Burada 72 —4A < 0 ise, kompleks 6zdegerler olusur.

1
Notasyon kolaylig1 agisindan o = %, w = 5\/ 4A — 72 alinirsa, 6zdegerler

)\172 = ot iw
seklinde yazilir. w # 0 olmak iizere, (5.1.1) in genel ¢oziimii
X(t) = 1MV + eV

Ancak burada A lar kompleks oldugundan, X (¢) ¢oztimiiniin €™ cos wt ve e* sin wt
terimlerinin bir kombinasyonu olduguna dikkat etmek gerekir. Bu terimler

a = Re(\) < 0 olmasit durumunda azalan salinimlara, o > 0 olmas1 durumunda ise
artan salvmimlara karsihik gelirler. Bu durumlara karsilik gelen sabit noktalar da,
sirasiyla, kararli ve kararsiz spiraller olur. Sekil 5.13b kararli durumu gostermektedir.
Eger 6zdegerler sirf sanal (o = 0) ise, bu durumda tiim ¢oziimler 7' = %T periyotlu
olup, buradaki sabit nokta merkezdir. Buraya kadar anlatilanlarin hepsi asagidaki

tek bir grafikle 6zetlenebilir (Sekil 5.14).

Tl - . 2_4A=0
" unstable nodes

saddle points

non-isolated

fixed points
stars, degenerate nodes

Sekil 5.14 Lineer sistemlerin simiflandirilmasinin grafik iizerindeki 6zeti

Eksenler 7(iz A) ve A(det A) olmak tizere A1 = 1 (T £ V72 —4A), A = A\ \p ve
T = A1 + A2 oldugu goz oniine alinarak sekil 5.14’den asagidaki sonuglar elde edilir:
1) A < 0 ise dzdegerler reel olup farkli igaretlidirler, bu durumda sabit nokta bir

semer noktasidir.
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2) A > 0 ise, bu durumda zdegerler ya ayni isaretli reel sayilardir (diigiimler) ya
da eslenik komplekstirler (spiral ve merkezler). Diigiimler 72 — 4A > 0, spiraller
72 — 4A < 0 oldugu durumlarda ortaya cikar. 72 — 4A = 0 parabolii diigiimler
ve spiraller arasindaki simirdir. Yildiz ve dejenere diigiim noktalar1 bu sir {ize-
rindedir. Diigiimlerin ve spirallerin kararliik durumu 7 ya baghdir: 7 < 0 ise
spiral ve diigiimler kararsizdir. 7 = 0 sinir durumunda kararli merkez nokta olup,

ozdegerler sirf sanaldir.

3) A =0 ise, en az bir dzdeger sifirdir. Bu durumda orijin izole sabit nokta olamaz.
Ya tiim eksen sabit noktadir (sekil 5.6d) ya da A = 0 olup tiim diizlem sabit nokta

olur.

Sekil 5.14’e gore semer noktalari, spiraller ve diigiimler sabit noktalarin siniflandiril-
masindaki temel durumlardir. Merkezler, yi1ldiz ve dejenere durumlar ise sinirdaki
durumlar olarak diisiiniilebilir. Bu simirdaki durumlar arasinda en ¢ok karsilasilan
ve en onemli olan1 merkezdir, ¢iinkii bu durum enerjinin korundugu siirtiinmesiz

mekanik sistemlerde cok kullanilir.

e . 1 2
Ornek 5.1.3 X = AX, A= sisteminin X* = 0 sabit noktasim siniflandiriniz.
3 4
Coziim Verilen A matrisi icin A = —2 olup, X* = 0 bir semer noktasidir.
e 2 1
Ornek 5.1.4 Yukaridaki soruyu A = i¢in ¢oziiniiz.
3 4

Coziim Verilen A matrisi icin A = 5, 7 = —6 dir. Dolayisiyla, A > 0 ve 72 — 4A =
16 > 0 olup X* = 0 bir diigiim noktasidir. Ayrica 7 > 0 oldugunda bu nokta

kararsizdir.

Asagidaki ornek lineer sistemlerin simiflandirilmasini anlamak icin oldukc¢a acik-

layicidir
Ornek 5.1.5 (Ask Tligkileri)

Bu hikayenin kahramanlar1 Romeo ve Juliet dir. Burada Juliet oldukga kararsizdir.
Yani Romeo ona ne kadar ¢ok ilgi gosterirse, Juliet o kadar ¢cok ondan kacmaktadir.
Ancak Romeo’ nun cesareti kirilip geri ¢ekilince de Juliet onu tekrar ¢ekici bulmaya

baglar. Diger taraftan Romeo da onu taklit ederek kiz onu sevdiginde ona i¢i 1siir,
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kiz ondan nefret ettiginde ise iiziiliir ve geri ¢ekilir. Simdi bu hikayeyi modelleyelim:

R(t) = t aninda Romeo’nun Juliet’e olan agk: ya da nefreti

J(t) = t anmnda Juliet’in Romeo’ya olan agki ya da nefreti

olsun. (+) sevgiyi, (—) nefreti gostermek iizere, istenen model

R aJ

—bR

seklinde olur, burada a ve b degerleri pozitif parametrelerdir. Bu iligkide bitmeyen

bir nefret ve sevgi dongiisii vardir. Taraflar zamanin dortte birinde es zamanl agik

olurlar. O halde sistemin (R, .J) = (0,0) noktas: bir merkez noktadir (Sekil 5.15).

A
Y

"
Sekil 5.15 (R, J) grafigi

Simdi daha genel

R = aR+bJ
= cR+dJ

lineer sistemini ele alalim, burada a, b, ¢, d parametreleri (+) ya da (—) isaretli
olabilirler. Bu isaretleri iki asigin durumunu belirler. Ornegin, @ > 0 ve b > 0
oldugunda Romeo’nun Juliet’e karsi sevgi dolu oldugunu gosterir, a < 0 ve b > 0
oldugunda ise tedbirli bir agk s6z konusudur. Yani her biri digerini kosulsuz sevmek-

ten kacinir. Bu duruma kargilik gelen model

R = aR-+bJ
J = bR+aJ

S

(=

olup, sisteminin katsay1r matrisi A = ( dir. 7=2a <0, A=a®>-10ve
)

72 — 4A = 4b* > 0 oldugundan (R ) sabit noktasi, a? < b* iken semer



noktasi, a? > b? iken kararh diigiim noktasidir (Sekil 5.16). Bu matrisin karakteristik

denklemi

A —2a\ + (a®> —b*) =0

olmak tizere, \y = a+b ve Ay = a—b 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorler sirasiyla

1
Vi= ve Vy = olur.
1 —1

N V4
AN

at>p? at<b?

Sekil 5.16 (J, R) diizlemi iizerinde faz portreleri

Bu durumun hikayedeki yorumu asagidaki gibidir.

a® > b? ise, iliskide her zaman ortak ilgisizlik vardir. Yani asir1 nemseme sogukluga
sebep olur.

a® < b? ise, agiklar birbirine daha duyarhdir ve diiskiindiir. Bu durumda iligki
oldukca tehlikelidir. Baglangicta hissettikleri duygulara gore ya birbirlerini ¢ok se-
verler ya da tiimiiyle savas halinde olurlar. Ancak her iki durumda da tiim yoriin-
geler R = J dogrusuna yaklagir yani eninde sonunda asiklarin duygular: karsilikli

olacaktir.
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6. FAZ DUZLEMIi

Bu béliimde iki boyutlu lineer olmayan sistemler tizerinde durulmustur. Once genel
ozellikler ele alinip daha sonra beginci boliimde iglenen lineer sistemler ile ilgili bil-

gilere dayanarak olugabilecek sabit nokta tiirleri simflandirilmigtir (Strogatz 2014).
6.1 Faz Portresi

Faz diizlemi tizerindeki bir vektor alaninin genel formu

&y = fi(wy, m2)
Ty = fo(w1, 1)
seklindedir, burada f; ve fs verilen fonksiyonlardir. Bu sistem vektor fonksiyonlar:

cinsinden X = (z1,x2), F(x) = (fi(x), f2(x)) olmak iizere
X=F(X)

seklinde yazilir. X burada faz diizlemi tizerindeki bir nokta olup, X ise o noktaki
hiz vektoriidiir. Bir vektor alan1 boyunca hareket eden bir faz noktasi, faz diizlemi
boyunca ilerleyen bir yoriingeye karsilik gelir ve bu yoriinge X (t) ¢oziimiine kargilik
gelir. Diizlem iizerindeki her bir nokta bir baglangic noktas: olabildiginden, tiim faz
diizlemi yoriingelerle doldurulabilir. Lineer olmayan sistemlerde analitik metotlarla,
yoriingeleri bulmak genellikle imkansizdir. Incelenen sistemlerin tam ¢oziimleri bu-
lunsa bile bu ¢oziimlerden yola ¢ikarak sistemi incelemek miimkiin olmayabilir. Bu
yiizden sistemlerin kalitatif durumu incelenir. Burada amag sistemin faz portresini

dogrudan F(X) yardimiyla olugturmaktir. Asagidaki grafik, bir faz portresinin

(@)~
NN

Sekil 6.1 Ornek bir faz portresi

incelenmesidir:
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Sekil 6.1°deki A, B ve C noktalar1 F'(X*) = 0 kogulunu saglayan sabit noktalar olup,
bu noktalar incelenen sistemin denge noktalaridir. D kapali yoriingeler ise periyodik

¢oziimlere karsilik gelir, yani tiim ¢ ler i¢in
X(t+T)=X(t), T>0

seklinde bir T" > 0 sayis1 vardir. Goriildiigii gibi A, B ve C noktalar1 kararsizken D
kapali yoriingesi kararlidir.
Ornek 6.1.1

T=x+e?

y=-y
sistemin faz portresini ¢iziniz.
Co6ziim Verilen sistemin tek sabit noktasi (z*,y*) = (—1,0) dir. Diger taraftan
bu noktanin kararlihigmi belirlemek i¢in ilk olarak y(t) ¢tziimiine bakalim. y = —y

tolup t — oo igin y(t) — 0 dir. Dolayisiyla e™¥ — 1 olup uzun

den y(t) = yoe~
vadede & ~ z+1 olur. Bu denklemin ¢oziimleri iistel olarak arttigindan, (z*, y*) sabit
noktasi kararsizdir. Sistemin faz portresini olugturmak igin sistemin sifir egimlilerini
(nullclines) ¢izmek yararli olur. Sifir egimliler (nullclines) & = 0 ya da y = 0 olacak

sekildeki egrilerdir. Sifir egimliler, akigin nerede tam olarak dikey ytnde, nerede

tamamen yatay yonde oldugunu belirler (Sekil 6.2).

x>0
}’C<0 / y'<0
y<0/ \

\
« . : X
<0 ™o — y=0
y>0 /
$=0 j:>0
y>0

Sekil 6.2 (x,y) diizleminde sifir egimlilerin gosterimi

Ornegin, § = 0 oldugu yerlerde akis yataydir, ve § = —y oldugundan bu durum
y = 0 dogrusu iizerinde goriiliir. Bu dogru boyunca akis t = x+1 > 0, yani x > —1

olacak gekilde saga dogrudur. Benzer sekilde, © = z + e™¥ = 0 oldugu yerlerde akig
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dikeydir. Bu durum sekil 6.2’de goriilen egri tizerinde gerceklesir. y > 0 oldugu
egrinin tist kisminda akig agagr yonliidiir ¢iinkii burada ¢y < 0 dir. Sifir egimliler

ayni zamanda diizlemi # ve g niin farkh isaretlere sahip oldugu bolgelere de ayirirlar

(Sekil 6.2).
6.2 Varlik-Teklik Teoremi ve Baz1 Topolojik Sonuglar

Lineer olmayan sistemlerin ¢oziimlerinin varlik ve tekligi 6nemli bir problemdir. Bu
kesimde bu problem {izerinde durulacak ve bu sistemlerin baz topolojik yapilar
incelenecektir (Strogatz 2014).

Teorem 6.2.1 (Varlik ve Teklik Teoremi)

X=F(X), X(0) =X,

baslangic deger problemi verilsin. Acik baglantih bir D C R”™ kiimesindeki X ler
icin £’ ve F' nin tiim kismi tiirevleri, g—f;, 1,7 = 1,...,n, siirekli olsun. Bu durumda
Xo € D igin t = 0 etrafindaki bir (—7,7) aralhiginda verilen bir baglangig deger
probleminin bir tek X (¢) ¢oztimii vardir.

Baska bir deyisle, eger F' siirekli tiirevlenebilirse, ¢oziimlerin varligi ve tekligi garanti
edilebilir. Varlik-teklik teoremi 6nemli bir sonuca sahiptir: Farkl, yoringeler asla
kesigmezler. Ancak iki yoriinge kesigiyorsa, bu durumda aym noktadan baglayan
iki coziimii var demektir ve bu ise teoremin teklik kismini bozar. Yoriingeler ke-
sismediginden faz portreleri her zaman giizel ve diizenli bir goriiniimdedir. Varlik-

teklik teoremi sekil 6.3’deki gibi karmasik oriintiilerin olugsmasini engeller.

Sekil 6.3 Varlik-tekligin bozuldugu bir yoriinge modeli

Iki boyutlu faz uzaylar giiclii topolojik sonuclara sahiptir. Ornegin, faz diizlemi

tizerinde kapali bir C' yoriingesinin oldugunu kabul edelim. Bu durumda C' nin
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icinden baglatilan bir yol sonsuza kadar orada kalir. Bunun sebebini Poincaré Ben-
dixson teoremi agiklamaktadir: Sabit noktalarin bulunmadigi kapali ve sinirh bir

bolge tarafindan sinirlanan bir yol, nihai olarak kapali yoriingeye yaklagir.
6.3 Sabit Noktalar ve Lineerlestirme

Bu kesimde lineer olmayan sistemler, sabit noktalar etrafinda lineerlestirilerek, kargilik
gelen lineer sistemin faz portresi yardimiyla, lineer olmayan sistemin faz portresi

hakkinda baz1 yorumlarda bulunulacaktir (Strogatz 2014).

& = f(z,y)

y = g(z,y)

sistemi verilsin ve (z*,y%), f(z*,y*) = 0, g(z*, y*) = 0 olacak sekilde bu sistemin bir
sabit noktasi olsun.

u=z—zx" v=y—y"

sabit noktadan cok kiiciik sapmalar1 géstermek {izere, bu sapmalarin artan mi yoksa
azalan m1 olup olmadigini anlamak i¢in u ve v degiskenleri i¢in yeni diferensiyel

denklemler elde edilmelidir. Ilk olarak u icin elde edelim:

= f@"4+u,y" +u)
of . df

o x % e I 2 2
= f(a*y )+uax+vay+0(u , 0%, uv)

= u——+v—+ Ou? v* w).

Benzer olarak v icin,

0 0
o=usd oy O(u?, v*, uv)

ox oy

elde edilir. Burada f,, f,, g, ve g, kismi tiirevlerinin (z*, y*) noktasinda hesaplanmig

sayilar olduguna dikkat edelim. Sadece notasyon tutarliligi icin bu sekilde alinmigtir
ve O(u?, v?, uv) ¢ok kiigiik terimler olup ihmal edilebilir. Boylece (u,v) sapmasi i¢in

elde edilen sistem,

y of 9y

u _ or Oy u
; 99 9y

v dr Oy v
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of 99
or Oy

99 09
ox 8y ((E*,y*)
risidir. Bu sisteme lineerlestirilmis sistem denir. Burada ikinci dereceden terimlerin

olur, burada A = matrisi, (z*, y*) sabit noktasindaki Jacobi mat-

allnmamasi iizerinde biraz durmakta fayda var. Ikinci dereceden terimlerin ihmal
edilmesi faz portresi iizerinde bazi problemlere sebep olur mu? Bu sorunun cevabi
soyle verilebilir:
Lineerlegtirilmis sistemin sabit noktasi, 5.2 kesiminde bahsedilmig olan sinir durum-
larindan biri degilse, lineerlegtirilmis sistemle, lineer olmayan sistemin faz portreleri
ozdestir. Diger bir ifadeyle lineerlegtirilmis sistemin sabit noktalar: semer, diigiim
ya da spiral ise, bu durumda lineer olmayan sistemin sabit noktalar1 da ayni sekil-
de olur. Ancak smir durumlarinda yani lineerlegtirilmis sistemin sabit noktalari
merkez, dejenere diigiim, yildiz ya da izole olmayan sabit noktalar ise, bu durumda
lineer olmayan sistemin sabit noktalar: i¢in dogrudan birsey soylenemez. Daha fazla
inceleme gerekir (Andronov vd. 1973).
Ornek 6.3.1

i=-z+2°

y=-2y
tiim sabit noktalarini lineerlestirme yontemi ile siniflandiriniz.

Co6ziim Sistemin sabit noktalari
P —x=0ve —2y=0

olacak sekildeki (0,0), (1,0) ve (—1,0) noktalaridir. Verilen sistemin Jacobi matrisi,

genel formda

—1+32> 0
0 -2
dir, J matrisinin her bir sabit noktadaki degerini bulalim.
-1 0 2 0 )
0 -2 0 —2

Boylece (0,0) civarinda elde edilen lineer sistem

i -1 0 x
y 0 2 y
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olup, karsilik gelen karakteristik denklem
N +30+2=0.

Dolayisiyla A\; = —1 ve Ay = —2 oldugundan bu lineer sistemin (0, 0) sabit noktasi
kararh diigiim noktasidir. Bu durum simirdaki durumlardan biri olmadigindan veri-
len lineer olmayan sistemin (0, 0) sabit noktasi da kararli diigiimdiir. Benzer gekilde
(1,0) ve (—1,0) in da semer noktalar1 oldugu kolayca goriiliir. Boylece sistemin faz

portresi agagidaki gibi ¢izilir:

Sekil 6.4 Ornek 6.3.1 sisteminin faz portresi
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7. LIMIT DONGUSU

7.1 Temel Bilgiler

Izole edilmis kapali bir yoriingeye limit dongiisii denir. Buradaki "izole" kavrami
komsgulugundaki diger yoriingelerin kapali olmamasi, spiral seklinde o yoriingeye

yaklagmasi veya uzaklagmasi anlamindadir.

Kararli Kararsiz Yari kararli
limit dongusiu limit déngisi limit dongusi

Sekil 7.1 Yoriingelerin durumuna goére limit dongiileri

Sekil 7.1’den de goriildiigii tizere, eger biitiin komsu yoriingeler limit dongiisiine
yaklagiyorsa, bu durumda limit dongiisii kararh olur, aksi durumda kararsizdir. Eger
komsgu yoriingelerin bazilar1 yaklagiyor bazilar1 da uzaklagiyor ise, dongii yar: kararl
olur. Kararl limit dongiileri, kendi kendine salinimlar icerdikleri i¢in bilimsel olarak
oldukca 6nemlidir. Bu sistemler disardan etki eden periyodik bir kuvvet olmasa bile
salinirlar. Bu sistemlere 6rnek olarak kalp atisi, insan viicut sicakligindaki ve hormon
salgisindaki giinliik ritimler, kopriilerde ve ugak kanatlarinda kendiliginden olusan
titresimler verilebilir. Ayrica sistemde kiiciik bir sapma meydana gelse bile sistem
her zaman kendi standart dongiisiine dénme egilimindedir. Limit dongiileri lineer
olmayan sistemlerde meydana gelir, ¢iinkii lineer bir X = AX sistemi kapal bir
yoriingeye sahip olmakla birlikte, bu yoriingeler izole edilemez. Bunun sebebi, X (t)
lineer bir sistemin periyodik ¢oziimii ise, bu durumda ¢ # 0 olmak iizere cX(t) de
aymn sistemin periyodik yoriingesidir. Yani kapali bir X (¢) yoriingesi bir parametreli

kapali egriler ailesi tarafindan gevrilidir (Sekil 7.2).
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eX(t)

()

Sekil 7.2 X = AX lineer bir sistemin periyodik ¢oziim sematigi

Ornek 7.1.1 7 > 0 olmak iizere

r=r(l-r?

=1
sistemin faz portresini inceleyiniz.
Coziim Verilen sistemlerin denklemleri birbirinden bagimsiz olduklarindan, her bir
denklem ayr1 tek boyutlu sistem olarak incelenebilir. Tlk olarak 7 = (1 —1%) = f(r)
denklemini ele alalim. Bu durumda f(r*) = 0 olacak sekildeki 7§ = 0 ve r; = 1

sabit noktalar olup r} kararsiz, rj kararhdir (Sekil 7.3).

Sekil 7.3 Ornek 7.1.1 in (r,7) grafigi

Verilen polar sistemin faz portresine bakilacak olursa, r* = 0 hari¢ sistemin tiim yol-
lar1 7* = 1 birim ¢emberine monoton olarak yaklagirlar. 6 yoniindeki hareket sabit
acisal hizda bir doniis oldugundan, tiim yoriingeler » = 1 limit dongiisiine spiral
olarak, yaklagir (Sekil 7.4).

Sistemin ¢oziimlerine baktigimizda periyodik salinimli ¢oziimleri agagidaki gibi goriiliir
(Sekil 7.5). Burada verilen sistemin z(t) = cos(t+6) ¢oziimiiniin sabit genlikli sinii-

sodial bir salimim yaptig1 goriilmektedir.
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Sekil 7.4 Ornek 7.1.1 in faz portresi

24

FIAWAWAN
(VAAVAAVAAVE

-2

Sekil 7.5 Ornek 7.1.1 in periyodik salmimli ¢oziimleri

Ornek 7.1.2 (Van Der Pol Osilatorii)

Lineer olmayan dinamiklerdeki gelismelerde ¢cok énemli bir yere sahip olan Van der

Pol osilatorii, o > 0 bir parametre olmak {izere
i+pa®=1)i+r=0, p>0

denklemi ile verilir. Bu denklem tarihte kullanilan ilk radyolarin elektrik devrelerini
modellemede kullanilmigtir. ;1 = 0 igin denklem, basit bir harmonik salinim denk-
lemidir. Bu denklemde p katsayih p(z? — 1)@ terimi biiyiik genlikli sahmimlarin
azalmasini saglar, fakat bu salinimlarin genligi ¢ok kiiciiliirse, onlar1 tekrar eski
haline dondiiriir. Sistemin bu ¢aligma prensibi geregince bir dongiide harcanan enerji
geri kazanilan enerjiyi dengeledigi icin sistem eninde sonunda kendi kendine salinim
iceren bir sistem halini alir. Van der Pol denklemi her p > 0 icin kararhi bir tek
limit dongiistine sahiptir. g = 1.5 i¢in denklemi niimerik olarak ¢ = 0 aninda
(x,) = (0.5,0) noktasimndan itibaren integre edilirse denklemin faz portresi gekil
7.6a ile, kargilik gelen x(t) ¢oziimii gekil 7.6b ile verilir. Limit ¢emberinin tespit
edilebilmesi i¢in bazi testler vardir. Bunlar kapali yoriingelerin olmamasi durumunun

ispat1 ve kapali yoriingelerin ispat1 olmak iizere iki kisma ayrilir.
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Sekil 7.6 Van der Pol osilatoriiniin faz portresi ve X () periyodik ¢oziim grafigi
7.2 Limit Dongiisii icin Baz1 Testler

Bu kesimde, verilen bir sistemin periyodik bir ¢oziime yani kapali bir yoriingeye
sahip olup olmadigin1 anlamak i¢in kullanilan bazi yontemler incelenmistir (Strogatz

2014).
7.2.1 Gradyan sistemler

Verilen bir sistem X= —VV seklinde yazilabiliyorsa, bu durumda bu sisteme V
potansiyel fonksiyonlu bir gradyan sistem denir, burada V' (X) siirekli tiirevlenebilir,
o 0
tek degerli skaler bir fonksiyon ve V = | —, — | dir.
oz’ Oy
Teorem 7.2.1.1 Gradyan sistemler kapali yoriingelere sahip degildir.
Ispat Kapali yoriingelerin oldugunu varsayalim. Bu durumda bir devir sonunda V/
deki degisimin goz 6niine alinmasiyla celigki elde edilmesi planmaktadir. Bir tarafta,
V' tek degerli bir fonksiyon oldugu i¢in AV = 0 dir, fakat 6te yandan,
TdV
AV = / —dt
dt
0

T

= / (VV.X)dt

0
T
2
- -/«
0
< 0

olup celigki elde edilir. Yani gradyan sistemlerde kapali yoriingeler olmaz
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Ornek 7.2.1.1
T =siny

1 = T Ccosy

sisteminin kapali yoriingelere sahip olmadigini gosteriniz.

Coziim Verilen sistem V' (x,y) = —x siny olmak iizere bir gradyan sistemdir, ¢iinkii
ov ov
T = o ve § = 50 dir. Dolayisiyla sistemin kapali yoriingeleri yoktur.
x y

Baz1 durumlarda verilen sistem gradyan sistem olmamasina ragmen enerji fonksiyo-
nu benzeri bir fonksiyon yardimiyla kapali yoriingelerin olmadigi gosterilebilir. Asagi-
daki 6rnek bunu agiklamaktadir.

Ornek 7.2.1.2 i+ (#)? + 2 = 0 lineer olmayan denkleminin periyodik ¢oziimlerinin
olmadigim gosteriniz.

Coziim z(t) sistemin T periyotlu ¢oziimii olsun ve E(z,i) = 1(2? 4 4?) seklindeki
enerji fonksiyonunu gézoniine alalim. Coziim periyodik oldugundan bir tam doéngii

sonrasinda x ve & bagladiklar: noktaya gelirler. Yani herhangi kapali bir yoriinge igin
T
AE = 0 olur. Ote yandan, AE = / Edt dir. Eger bu integralin sifira esit olmadig

0
gosterilirse, celigki elde edilir. Bu amagla, E nin tiirevi alinirsa,

E = xi+ii

= —i' <0
T
elde edilir. O halde AF = — / i*dt < 0 elde edilir, buradan esitlik durumu ancak

0
# = 0 olmasinda saglanir. Ancak & = 0, sabit noktanin sistemin yoriingesi olmasi
anlamina gelir ki bu sistemin kapali yoriingeye sahip olmasi kabuliine aykiridir. O
halde AE kesin negatif olup AF = 0 ile geligir. Yani verilen denklemin periyodik

¢oziimleri olamaz.
7.2.2 Liapunov fonksiyonlari

Mekanikle hicbir ilgisi olmayan sistemler i¢in bile bazen yotriingeler boyunca aza-

lan enerji fonksiyonu benzeri bir fonksiyon olusturmak miimkiin olabilir. Bu tiir
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fonksiyona Liapunov fonksiyonu denir. Eger verilen sistemin bir Liapunov fonksiyo-
nu varsa, o sistemin kapali yoriingeleri yoktur. Simdi bu fonksiyona biraz daha
derinden bakalim. X=f(X) sistemini ele alalm ve bu sistemin bir sabit noktas:
X* olsun. Agagidaki ozelliklere sahip, siirekli tiirevlenebilir, reel degerli bir V' (X)
fonksiyonuna sistemin Liapunov fonksiyonu denir:

(1) V X # X* igin V(X) >0 ve V(X*) =0,

(i) ¥V X # X* i¢in V < 0 dur.

Eger verilen sistemin bir Liapunov fonksiyonu varsa, bu durumda sistemin X* denge
noktasi1 global asimptotik kararlidir: yani her baglangi¢ kosulu i¢in ¢ — oo duru-
munda X (t) — X* olur. Dolayisiyla sistemin kapal yoriingeleri olamaz. Sunu be-
lirtmekte fayda vardir ki bir sistem i¢in Liapunov fonksiyonunu bulmanin sistematik
bir yolu yoktur. Genellikle icgiidiisel bir yaklagim sergilenir ve bu ¢ogu zaman ige
yarar. Asagidaki ¢rnegi ele alalim.

Ornek 7.2.2.1 Liapunov fonksiyonu yardimiyla

m=—-—m+4n

n=-m-—nd

sisteminin kapali yoriingelere sahip olmadigini gosteriniz.
Coziim « sonradan belirlenecek bir parametre olmak iizere aday Liapunov fonksiyo-

nu olarak V(m,n) = m? + an? segelim. Bu durumda

V= 2mih+ 2ann
= 2m(—m + 4n) + 2an(—m — n?)
= —2m* + (8 — 2a)mn — 2an’.
Burada o = 4 segilirse (mn) terimli katsay: sifir olur. Boylece her (m,n) # (0,0)
icin V=m2+44n%>0ve V = —2m? — 8n* < 0 olur. Dolayisiyla verilen sistem bir

V = m? +4n? Liapunov fonksiyonuna sahip olup sistemin kapal yoriingeleri yoktur.

Tiim yoriingeler ¢ — oo icin orijine yakinsar.
7.2.3 Dulac kriteri

Dulac kriterinin temeli Green teoremidir. Simdi bu teoremi ifade edelim:
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X=F(X), diizlemin basit birlesik bir R alt kiimesinde tanimlanan siirekli tiirevlenebilir
bir vektor alani olsun. Eger R boyunca V(gX ) bir tek igarete sahip olacak gekilde
siirekli tiirevlenebilir, reel degerli bir g(x) fonksiyonu varsa, o zaman tamami R de
kalacak sekilde kapali yoriingeler yoktur.

Dulac kriteri de Liapunov fonksiyonu gibidir, yani g(X) fonksiyonunu bulmada be-

1
J;ayb7

lirli bir yontem yoktur. Ancak, g = 1, — e ve e gibi fonksiyonlar bu g(X)
fonksiyonu olarak alinabilir.

Ornek 7.2.3.1 Dulac kriterini kullanarak, z,y > 0 olmak iizere

t=z2—z—vy)
g =ydr —2*-3)

i¢in sistemin kapali yoriingelerinin olmadigini gosteriniz.

1
Coziim g fonksiyonu g(z,y) = — secilsin. Bu durumda
Ty

V(gX) = %(grb)Jra—y(gy)
0

Dolayisiyla x ve y nin pozitif oldugu birinci bolge basit baglantili bir bolgedir ve g ile
F fonksiyonlar1 gereken diizgiinliik kogullarini saglarlar, béylece Dulac kriterinden
verilen sistemin birinci bolgede kapali yoriingeleri olamaz.

Simdiye kadar verilen bir sistem igin kapali bir yoriingenin bazi kogullar altinda
bulunmadigini gordiik. Bundan sonra ise tam tersine olarak, sistemin hangi kogullar

altinda kapali yoriingelere sahip oldugu incelenecektir.

7.2.4 Poincaré-Bendixson teoremi

Teorem 7.2.4.1 Kabul edelim ki,

(1) R diizlemin kapali, sinirh bir alt kiimesidir;

(ii) X=F(X), R yi iceren acik bir kiime iizerinde siirekli tiirevlenebilen bir vektor
alanidir;

(111) R herhangi bir sabit nokta icermez;
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(i) R iginde "smirlanmig" bir C' yoriingesi vardir 6yle ki bu yoriinge R de baglar ve
tiim zaman boyunca R de kalir.

Bu durumda, C ya kapali bir yoriingedir ya da ¢t — oo i¢in kapal bir yoriingeye
spiral geklinde sarmal yapar. Her iki durumda da R bolgesi kapali bir yoriinge
ierir (Sekil 7.7).

Sekil 7.7 Poincaré-Bendixson teoreminin sartin1 saglayan R kapali bolgesi

Ornek 7.2.4.1 1 > 0 yeterince kiiciik olmak iizere

7 =r(1—7r?+ prcosb
0=1

sisteminin kapali bir yoriingeye sahip oldugunu gosteriniz.

Coziim Dis cember {izerinde 7 < 0 ve i¢ gember iizerinde 7 > 0 olacak sekilde ry;,
ve Tmax varicapli, es merkezli iki cember olusturacagiz. Boylece, iki gember arasinda
kalan 0 < rp,m < r < rpae varicaph halka Poincaré- Bendixson teoremindeki R
bolgesine karsilik gelir. Belirtelim ki 0 >0 oldugundan bu halkada sabit nokta
yoktur, dolayisiyla 7y, ve rmax bulunabilirse, Poincaré- Bendixson teoremi kapali
bir yoriingenin varligini gerektirir. Simdi bu yarigaplar: bulalim:

Tmin bulmak amaciyla, tiim 6 lar i¢in 7 = 7(1 — r?) 4+ urcos pozitif oldugu gos-
terilmelidir. cosf > —1 oldugundan, ry;, icin bir yeter kosul 1 — 72 — i > 0 dir.
Boylece herhangi bir ry;, < /1 — g segimi g < 1 oldugu siirece anlamh olacaktir.
Tmin Miimkiin oldugunca biiyiik segmemiz gerektiginden rp;, = 0.999/1 — u olsun.
Benzer gekilde 7. = 1.0014/1 — g alimir. O halde tiim g < 1 igin verilen sistemin
kapal bir yoriingesi vardir ve bu yoriinge 0.999/1 — < r < 1.0014/1 — u yarigaph

bir halkanin icinde bulnur.
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7.2.5 Liénard sistemleri

1920 ve 1950 yillar1 arasinda yani lineer olmayan sistemlerin ilk incelenmeye bas-
landig1 yillarda, lineer olmayan salimimlar yeni bir ¢aligma alaniydi. Radyonun ve
vakumlu tiip teknolojisinin gelismesiyle 6nemli bir denklem elde edildi. Bu denklem
ile salinimh pek cok devre modellenebiliyordu. Bu denklem Liénard denklemi olarak

bilinen ikinci basamaktan

T+ f(x)t+g(x)=0

formundaki bir diferensiyel denklem olup Van der Pol denkleminin genellestirilmis

halidir. Liénard denklemi
=y
y=—flx)—g(x)
seklinde Liénard sistemine indirgenir. Asagidaki Linéard teoremi f ve g fonksiyonlar

belirli kosullar1 saglarsa, Liénard sisteminin bir tek kararli limit dongiisiine sahip

oldugunu soyler.

Teorem 7.2.5.1 (Linéard teoremi) Kabul edelim ki f ve g fonksiyonlar1 agagidaki
kosullar1 saglasinlar:

(1) Tiim z ler i¢in f(x) ve g(z) siirekli tiirevlenebilirdir;

(i1) Y i¢in g(—z) = —g(x), (yani g(x) tek fonksiyondur);

(111) Yx > 0 g(z) > 0;

() Vx f(—z) = f(x), (vani f(z) ¢ift fonksiyondur);

(v) F(x) = [ f(u)du tek fonksiyonu 2 = a da tam olarak pozitif bir kke sahiptir.
Ayrica F(z), 0 < x < a i¢in negatif, * > a i¢in pozitif azalmayan ve x — oo
i¢cin F'(z) — oo dir. Bu durumda Liénard sistemi faz diizleminde orijin etrafinda
bulunan kararl bir tek limit déngiisiine sahiptir.

Ornek 7.2.5.1
i+ p@®—1)i+x=0

Van der Pol denkleminin kararh bir tek limit dongiisiine sahip oldugunu gosteriniz.

Coziim Bu denklemde f(z) = u(2? — 1) ve g(z) = z olup Liénard teoremin (i)-(iv)
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sartlarinin saglandigi asikardir. Son sart igin,

x

F(z) = / p(u? — 1)du

= M(gm — )
= Lty

olup = = /3, F(z) in tek pozitif kokiidiir. O halde bu kosul da saglanir, yani Van

der Pol sistemi bit tek kararli limit dongiisiine sahiptir.
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8. IKi BOYUTLU SiSTEMLER ICiIN CATALLANMA TURLERI

Uciincii boliimde bir boyutlu sistemler icin catallanma tiirleri incelenmisti, bu boliim-
de ise iki boyutlu sistemler icin ¢atallanma tiirleri tizerinde durulacaktir. Burada da
daha 6nce oldugu gibi sistemdeki parametre degeri degistikce sistemin kritik nok-
talar1 olusabilir, yok olabilir ya da kararlilik yapilar1 degisebilir, fakat iki boyutlu
sistemlerde bunlara ek olarak kapali yoriingelerin durumlari da goz 6éniine alinmak

zorundadir (Strogatz 2014).
8.1 Semer-Diigiim Catallanmasi

Semer- Diigiim c¢atallanmasindaki temel prensip sabit noktalarin olugmasi ve bir

siire sonra yok olmasidir. Iki boyutlu sistemlerde bu catallanmanin normal formu

dir. x— yoniindeki ¢atallanma Kesim 3.1’de bir boyutlu sistemler icin incelenen yapi

ile ayniyken, y— yoniinde {istel bir azalma s6z konusudur. p niin degisimine gore
elde edilen faz portresi agagidadir (Sekil 8.1).

W L L
L ANRIRERI

u>0 u=0 u<0

X

Sekil 8.1 p degisimine gore ¢atallanma grafigi

Buna gore p > 0 icin (2*,y*) = (\/1,0) sabit noktasi kararh diigiim, (z*,y*) =
(—+/11,0) sabit noktasi semerdir; p azaldikca, semer ve diigiim noktalar: birbirine
yaklagir ve 1 = 0 oldugu anda birlegirler ve sonunda ;o < 0 i¢in yok olurlar.

Ornek 8.1.1 Asagida verilen denklem sistemi Griffith (1971) tarafindan olusturulan
genetik kontrol sisteminin bir modelidir. Bu modelde belirli bir genin etkinliginin,

kodladig1 proteinin iki kopyasi tarafindan dogrudan tetiklendigi varsayilmaktadir.
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Yani, kendi {iriinii tarafindan uyarilan gen, potansiyel olarak bir otokalitatik geri

besleme siirecine yol acar. Bu modele karsilik gelen matematiksel sistem

T=—ar +Yy

=1y — by
dir, burada = ve y, sirasiyla, protein yogunlugu ile ve proteinin doniistiigii mRNA
konsantrasyonu ile dogru orantihidir, ayrica a,b > 0 olup x ve y nin diisme oranini
ayarlayan parametrelerdir. a., sistemin belirlenmesi gereken kritik parametre degeri
olmak {iizere a. ye gore sistemi inceleyiniz.

Coziim Sistemin sifir egimlileri y = ax dogrusu ve y =

8.2).

m egrisidir (Sekﬂ

y y=ax

x2

b+

Yy

Sekil 8.2 Ornek 8.1.1’in grafigi

Dogrunun egimi a oldugundan, gorsel olarak daha iyi kavrayabilmek adina b para-
metresi sabit tutularak, a parametresinin degistigini kabul edelim. Yeterince kiigiik
a degerleri igin sekil 8.2’de goriildiigii gibi {i¢ tane kesisim noktasi vardir. a degeri
arttikca tstteki iki kesisim noktasi birbirine yaklagir ve dogru egriyi teget kestigi
anda carpigirlar. « nin daha biiyiik degerleri icin, bu sabit noktalar yok olur ve
orijin tek sabit nokta olarak kalir.

a. kritik parametre degerini bulmak icin, sistemin sabit noktalarini1 hesaplayalim

ve bu noktalarin nerede birlestigini belirleyelim. Sistemin sabit noktalar1 f(x,y) =

—ar+y = 0 ve g(z,y) = — by = 0 olacak gekildeki (z*,y*) noktalaridir.

1+ 22

Buradan y = ax olup, bu deger y = de g6z Oniine alinirsa

v
b(1 + x2)
abr® —x +ab=0

elde edilir. Dolayisiyla 2* degerleri 1 — 4a%b? > 0 yani 2ab < 1 icin

. 1+ VI—da??
a 2ab

¥ =0veux
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1
seklinde bulunur. Bu ¢oziimler 2ab = 1 oldugunda birlegirler. O halde, a. = %D sek-
a

linde bulunur. Sabit noktalar1 simflandirmak icin verilen sistemin Jacobi matrisini

hesaplayalim. (z,y) noktasinda Jacobi matrisi

—a 1
J = )
e 0
dir. Bu matrisin izi 7 = —(a 4+ b) < 0 oldugundan tiim sabit noktalar A determi-

nantina bagh olarak ya atraktordiir ya da semerdir. (0,0) noktasinda, A = ab > 0
oldugundan orijin kararli bir sabit noktadir. Ashnda bu nokta 72 —4A = (a—b)? > 0

oldugundan kararh bir diigiim noktasidir. Diger iki sabit nokta icin

det(J) = A = ab {%}

seklinde hesaplanir. 0 < x* < 1 olan sabit nokta i¢in, A < 0 olup bu nokta bir
semer noktasidir. x* > 1 olan sabit nokta icin A < ab yani 72 —4A > (a — b)? > 0
oldugundan, bu nokta her zaman kararh bir diigiim noktasidir. Sistemin faz portresi

agagida verilmigtir (Sekil 8.3).
\/\ <

Sekil 8.3 Ornek 8.1.1’in faz portresi

y

X

Simdi bu sonucu biyolojik olarak yorumlayalim: mRNA ve protein yeterince yavas
ayrigtiginda, yani tam olarak bunlarin azalma orami ab < 1/2 sartim sagladiginda,
bu sistem sanki biyokimyasal bir anahtar gibi davranir. Bu durumda iki tane kararh
sabit davrams vardir. Ilki orijinde goriiliir. Buradaki gen aktif degildir ve bu geni
aktiflegstirmek icin etrafta herhangi bir protein bulunmaz. Digeri ise x ve y nin
biiyiik oldugu yerdir. Buradaki gen aktiftir ve yiiksek protein seviyesiyle stirdiiriiliir.
Semerdeki kararli manifold, bir esik degeri olarak diisiiniilebilir; x ve y nin baglangic
degerlerini gz oniinde bulundurmak genin aktif mi yoksa pasif mi olduguna karar

verir.
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8.2 Transkritik Catallanma

Bu catallanmanin normal formu

i = px — a?

‘ (8.2.1)
Yy=-y
Dikkat edilirse sistemin ilk denklemi tek boyutlu sistemler i¢in Kesim 3.2’de veri-
len normal formla aynidir. Dolayisiyla z- yoniinde elde edilen davraniglar Kesim
3.2’dekilerle aynidir, y- yoniindeki hareket ise semer- diigiim c¢atallanmasinda oldugu

gibi {istel olarak azalir. Simdi bu normal formun sabit noktalarini simiflandiralim.

(8.2.1) in sabit noktalar1 (0,0) ve (p,0) dir. Karsilhik gelen Jacobi matrisi

w—2zx 0
0 -1

J:

olup (0,0) noktasinda bu matrisin determinantt1 A = —p ve izi 7 = p — 1 dir. O
halde 1 > 0 igin A < 0 olup (0,0) bir semer noktasi olur. x4 < 0 ise, A > 0 olur ve
7 < 0 dir. Dolaysiyla (0, 0) diigiim, spiral ya da merkezdir. Bunlar ise Kesim 5.2’de
verildigi gibi 72 — 4A ya gore belirlenir.

(11, 0) sabit noktas i¢in Jacobi matrisinin determinant1 A = p, izi 7 = —(pu+ 1) dir.
Burada p < 0ise A < 0 olup, (u,0) bir semer noktasidir. 4> 0i¢cin A >0ver <0
dir. Oyleyse yukaridaki yorum burada da gecerli olur. p = 0 icin her kosulda A = 0

oldugundan dogru ya da diizlem bir sabit noktalar kiimesi olur.
8.3 Dirgen Catallanma

Kesim 3.2’de oldugu gibi iki boyutlu sistemler i¢in de dirgen catallanma subkritik ve
siiperkritik olmak iizere iki tiirliidiir. Bunlara karsilik gelen normal formlar sirasiyla

i = pxr + 23 i =pr—a?

ve
y=-y y=-y
dir. Kesim 8.2’de sabit noktalarin simiflandirilmasi i¢in yapilan inceleme bu iki
catallanma tiirii i¢in de benzer sekilde yapilir.

Ornek 8.3.1
T = pr+y+sinx

y = v—-y
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sisteminin orijinde bir siiperkritik dirgen catallanmasina sahip oldugunu gostererek
i, catallanma degerini bulunuz.
Coziim Verilen sistem © — —x ve y — —y degisken degisimi altinda invaryant

oldugundan, sistemin Jacobi matrisinin (0,0) daki degeri

p+1 1
1 -1

J0,0) =

dir, buradan 7 = p ve A = —( + 2) olur. Bu durumda g < —2 i¢in orijin kararh
bir sabit nokta, ;1 > —2 i¢in ise semer noktasidir. Boylece p1, = —2 de dirgen catal-
lanma meydana gelir. Heniiz catallanmanin subkritik mi siiperkritik mi oldugunu
bilmiyoruz. Sistemin sabit noktalar1 y = = ve dolayisiyla (¢ + 1)z + sinz = 0
denklemlerini saglar. Buradan bir ¢éziim x = 0 olur. Simdi z in sifirdan farkh ve
yeterince kiiciik oldugunu kabul edelim ve siniis fonksiyonunu kuvvet serisine acalim.
Bu durumda

3

(u+1)x~|—x—%+0(:ﬁ5):0

elde edilir. Burada her taraf z ile boliiniir ve yiiksek dereceli terimler géz ardi
edilirse,
72

2—— =0

bulunur. Boylece —2 den ¢ok az biiyiik p ler igin
xR E+/6(pn+2)

seklinde simetrik sabit noktalar elde edilir. O halde p, = —2 kritik degerinde
siiperkritik ¢atallanma meydana gelir. Sistemin —2 den ¢ok az biiyiik p ler igin,
(0, 0) civarindaki faz portresini gizebilmek igin, orijinde hesaplanan Jacobi matrisinin
ozvektorlerini bulmak faydali olacaktir. Bu hesaplama direkt yapilabildigi gibi ¢atal-
lanma degeri i¢in Jacobi matrisine basit bir yaklagimla da bulunabilir. Boylece

Jacobi matrisi

J:

olup, bu matrisin 6zdegerleri Ay = 0 ve Ay = —2 olarak bulunur, boylece 6zvektorler,
sirasiyla, (1,1) ve (1,—1) dir. O halde —2 den ¢ok biiyiik x ler igin orijin semer

noktasi olur. Sistemin faz portresi agagida verilmistir (Sekil 8.4).
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Sekil 8.4 Ornek 8.3.1 in faz portresi

8.4 Hopf Catallanmasi

Bu kesimde bir boyutlu sistemler icin var olmayan yeni bir ¢atallanma tiiriinden
bahsedilecektir (Strogatz 2014). Iki boyutlu bir sistemin kararl bir sabit noktaya
sahip oldugunu kabul edelim. Bu sabit noktanin p parametresi degistikce karar-
lihigimi etkileyen durumlar nelerdir? Burada Jacobi matrisinin 6zdegerleri kilit rol
oynar. Eger sabit nokta kararli ise A\;, Ao 6zdegerlerinin ikisi birden diizlemin sol
tarafinda Re\ < 0 olacak bigimde konumlanir. Bu A lar reel katsayili kuadratik bir
denklemi sagladigindan iki durum stz konusudur. Ya 6zdegerlerin her ikisi de reel
ve negatiftir (sekil 8.5a) ya da karmagik egleniklerdir (Sekil 8.5b).

ImA ImA

Rel Rel

(@) (®)

Sekil 8.5 \; ve Ay ye gore (Re, Im) grafigi

Sabit noktanin kararlilik yapisinin degismesi i¢in bu ¢zdegerlerden birinin veya her
ikisinin p degistikge sag yar1 diizleme gegmesi gerekmektedir. Bir 6nceki kesimde reel
ozdegerin A = 0 1 gectigi durumlar incelenmigti. Bunlar semer- diigiim, transkritik
ve dirgen catallanmalardi. Simdi, iki kompleks eslenik 6zdegerin aynm1 anda sanal
eksenden sag yar1 diizleme gectigi durum olan Hopf catallanmasi ele alinacaktir
(Strogatz 2014).

1 parametresi degigtikce, sistemin bir denge noktasini ¢evreleyen periyodik bir ¢oziim

ya da bir limit dongiisii olusuyor veya yok oluyorsa, bu durumda bu sistemde Hopf
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catallanmast vardir denir. Iki tiir Hopf catallanmas: vardir:

Kararli bir limit dongiisii kararsiz bir denge noktasini gevreliyorsa, bu durumda
stuperkritik Hopf catallanmas: olusur, eger limit cemberi kararsiz ancak cevreledigi
denge noktasi kararlh ise, bu durumda catallanma subkritik Hopf ¢atallanmasi adini
alir (Lynch 2004).

Ornek 8.4.1

7= pur —r?

0 = w + br?
sistemini ele alalim. Bu 6rnek siiperkritik Hopf catallanma icin temel bir érnektir.
Bu sistemde {i¢ parametre vardir: g orijindeki sabit noktanin kararliligini kont-
rol eder, w sonsuz kiiciik salimimlarin frekansini verir ve b ise daha biiyiik genlikli
salimmlar ic¢in frekansin genlige bagimlhihigini belirler. Asagidaki sekil, verilen sis-

temin p ye gore faz portresidir.

O ¢

Sekil 8.6 Ornek 8.4.1’deki sistemin p ye gore faz portresi

Sekil 8.6’dan, p < 0 i¢in orijin 7 = 0 da w nin igaretine bagh olarak dénen kararlh
bir spiraldir. @ = 0 oldugunda orijin ¢ok zayif kararli bir spiral olup, p > 0 igin
orijinde kararsiz bir spiral ve r = /i yarigaph ¢embersel kararh bir limit déngiisii
vardir. Genel olarak siiperkritik Hopf ¢atallanmalarinda goriilen iki durum vardir:
(1) Limit dongiisiintin boyutu p, ye yakin g ler i¢iny/pu — . ile orantili bir gekilde
sifirdan baglayarak siirekli olarak artar,
(11) Limit dongiisiiniin frekansi yaklagik olarak p = p,. degerinde hesaplanan
w = Im M\ ile verilir. Bu formiil limit dongiisiiniin olustugu anda tam olarak dogrudur
ve ji, ye yeterince yakin p ler igin O(pu — pu,) ile ayarlamir. Boylece periyot T =
T + O(p — p,) dir.
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Ornek 8.4.2

7= pur+r3—rs

0 =w + br?
sistemi verilsin. Bu sistemin siiperkritik Hopf catallanmasi i¢in en 6énemli fark
pozitif katsayili kiibik terimdir. Bu terim sistemi kararsizlagtirarak yoriingelerin

orijinden uzaklagmasina sebep olur.

N

n<0 u>0

Sekil 8.7 Ornek 8.4.2’deki sistemin faz portresi

Sekil 8.7’de verilen faz portresine gore p < 0 i¢in orijinde iki atraktor vardir: kararh
limit cemberi ve orijindeki kararli bir sabit nokta. Bunlarin arasinda ise kararsiz
(kesik ¢izgili) bir gember bulunmaktadir. Bu kararsiz gember bu 6rnekteki en énemli
oyuncudur. g degeri arttikca, kararsiz cember sabit noktanin etrafinda bir ilmek
gibi sikigarak orijini kararsiz hale getirir. Boylece u = 0 oldugunda subkritik Hopf
catallanmasi olusur. Bu agsamada kararsiz ¢cember sifir genlige diiserek orijini sarar
ve onu kararsiz hale getirir. g > 0 oldugunda biiyiik genlikli limit cemberi aniden
ortamdaki tek atraktor haline gelir. Eskiden orijine yakin olan ¢oziimler artik biiyiik

genlikli salinimlara doniismek zorunda kalir.
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9. SONUC

Dinamik sistemler hem teorik hem de uygulama acisindan oldukca 6nemli ve kul-
lanigh 6zellikler barindiran matematiksel yapilardir. Bilindigi tizere ¢zellikle uygu-
lamada kargilagilan sistemler karmagik yapilar icerdiginden, sistemlerin davranigi
hakkinda ¢oziimleri yardimiyla yorum yapmak her zaman miimkiin olmayabilir. Bu
durumda sistemi ¢ozmeden cesitli yontemlerle bu sistemlerin kararlilik, periyodik-
lik ve catallanma gibi 6zellikleri incelenir. Bu tezde farkli dinamik sistemler icin
kararlilik analizi, periyodiklik ve 6zellikle catallanma yapilar tizerinde durulmustur.
Ik olarak tek boyutlu sistemler ele almmstir. Bu sistemlerin varlik tekligi ve
kararlilik analizi gesitli metotlar incelenerek aciklanmis ve farkl catallanma yapilar
hakkinda bilgiler verilmigtir. Daha sonra bir ¢cember tizerinde bulunan akiglar i¢in
ayni ozellikler ele alinmig ve literatiirdeki gesitli modeller ifade edilmistir. Sonrasinda
benzer davramslarin iki boyutlu sistemler iizerinde nasil genisletildigi incelenmis ve
ikisi arasindaki farklar yapilan galismalarda verilen 6rneklerle desteklenerek acgiklan-

migtr.
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