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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BENZER EĞRİLER VE BENZER YÜZEYLERİN GEOMETRİSİ

Seher KAYA

Ankara Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde, tezin diğer bölümlerinde kullanılacak olan ön bilgiler, bazıkavramlar

ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, benzerlik dönüşümleri altında eğriler incelenmi̧s ve bunlarla ilgili

önermeler verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, benzerlik dönüşümleri altında bazıözel yüzeyler incelenmi̧s ve

bunlarla ilgili karakterizasyonlar verilmi̧stir. Ayrıca, rasyonel yüzeylerden bahsedilmi̧stir.

Beşinci bölümde ise benzerlik dönüşümlerinin, benzer eğrilerin ve benzer yüzeylerin

öneminden bahsedilmi̧stir.

Temmuz 2014, 58 sayfa

Anahtar Kelimeler: Benzerlik dönüşümleri, benzerlik oranı, benzer eğriler, benzer

yüzeyler, temel formlar.
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ABSTRACT

Master Thesis

GEOMETRY OF SIMILAR CURVES AND SIMILAR SURFACES

Seher KAYA

Ankara University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter preliminaries, some definitions and theorems that will be needed

for other section of the thesis are given.

In the third chapter, images of the curves up to direct similarity transformations are

investigated and some propositions are given.

In the fourth chapter, images of some special surfaces up to direct similarity transfor-

mation are investigated and some characterizations are given. Also, rational surfaces

have been mentioned.

In the fifth chapter, the importance of similarity transformations, similar curves and

similar surfaces has been mentioned.

July 2014, 58 pages

Key Words: Similarity transformations, similarity ratio, similar curves, similar

surfaces, fundamental forms.
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En n−boyutlu Öklid uzayı
‖‖ Norm

O(n) Ortogonal matrislerin cümlesi

M M yüzeyinin benzer yüzeyi

r(u, v) Yüzeyin parametrik denklemi

∆ Yüzeyin diskriminantı

E,F,G Birinci temel formun elemanları
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1. GİRİŞ

Geometri, belli dönüşümler altında deği̧smezlerin teorisidir. Benzerlik geometrisi ise

benzerlik dönüşümleri altında deği̧smezlerin teorisidir.

Bu tez çalı̧smasında benzerlik dönüşümleri altında eğriler ve yüzeyler incelenmi̧stir.

Bir eğri ile bu eğrinin benzerlik dönüşümü altında görüntüsü olan eğri benzer eğriler

olarak adlandırılmı̧s ve benzer eğriler arasındaki bazıili̧skiler verilmi̧stir. Georgiev

ve Encheva eğriyi teğetler göstergesinin yay parametresi ile yeniden parametre-

lendirmi̧stir. Yeniden parametrelendirilmi̧s bu eğri için şekil eğrilikleri tanımlamı̧slar

ve benzerlik dönüşümleri altında şekil eğriliklerinin deği̧smez kaldıklarını göster-

mi̧slerdir. Bu tez çalı̧smasında eğriler teğetler göstergesinin yay parametresi yerine

Vi gösterge eğrilerinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirilerek Georgiev

ve Encheva’nın çalı̧smasıgenelleştirilmi̧stir. Fokal eğrilikler ile Öklidiyen eğrilikler

arasındaki ili̧ski kullanılarak şekil eğrilikleri fokal eğrilikler cinsinden ifade edilmi̧stir.

Benzer şekilde eğrinin şekil eğrilikleri ile evolüt eğrisinin eğrilikleri arasında ili̧ski

verilmi̧stir.

Daha sonra benzerlik dönüşümleri altında yüzeyler incelenmi̧s ve bir yüzey ile benzer

yüzeyinin arasında elde edilen bazıili̧skiler verilmi̧stir. Sabit açılıyüzeyler, paralel

lineer Weingarten yüzeyleri benzerlik dönüşümleri altında ele alınmı̧s ve konu örnek-

lerle desteklenmi̧stir. Son olarak rasyonel yüzeylerden bahsedilmi̧stir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 n-Boyutlu Öklid Uzayı

Tanım 2.1.1 (Afin Uzay): A boş olmayan bir cümle, V de F cismi üzerinde bir

vektör uzayıolsun. Bir

ψ : A× A→ V

dönüşümü ∀P,Q,R ∈ A için

(P,Q)→ ψ(P,Q) =
−→
PQ

şeklinde tanımlansın. Eğer, aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyor ise A cümlesine V ile

birleştirilmi̧s bir afin uzay denir.

(i)∀P,Q,R ∈ A için ψ (P,R) = ψ (P,Q) + ψ (Q,R) dir.

(ii)∀P ∈ A ve ∀−→α ∈ V için ψ (P,Q) = −→α olacak şekilde bir tek Q ∈ A vardır

(Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.1.2 (Afin Çatı): Bir V vektör uzayı ile birleşen afin uzay A olsun.

P0, P1, ..., Pn ∈ A noktalarıiçin
{−−→
P0P1,

−−→
P0P2, ...,

−−−→
P0Pn

}
vektör sistemi V nin bir bazı

ise {P0, P1, ..., Pn} nokta cümlesine A afin uzayının bir afin çatısıdenir

(Hacısalihoğlu 2000).
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Tanım 2.1.3 (Reel İç Çarpım Uzayı): R reel sayılar cismi ve V de bir vektör

uzayıolmak üzere, V de bir

〈, 〉 : V × V → R

∀v, w ∈ V için

(v, w)→ 〈, 〉 (v, w) = 〈v, w〉 ∈ R

iç çarpım fonksiyonu tanımlanabilirse, V vektör uzayına iç çarpım uzayıdenir

(Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.1.4 (Öklid Uzayı): n boyutlu bir reel iç çarpım uzayıV olsun. V ile

birleştirilmi̧s bir A afin uzayına, Öklid uzayıdenir ve En ile gösterilir (Hacısalihoğlu

2000).

Tanım 2.1.5 (Standart İç Çarpım): n boyutlu Öklid uzayıEn de

∀x = (x1, x2, ..., xn) , y = (y1, y2, ..., yn) ∈ En için

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

şeklinde tanımlanan fonksiyona standart iç çarpım veya Öklid iç çarpımı denir

(Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.1.6 (Öklid Çatısı): n boyutlu bir reel iç çarpım uzayı V olsun. V

ile birleşen En Öklid uzayında {P0, P1, ..., Pn} noktalarıiçin
{−−→
P0P1,

−−→
P0P2, ...,

−−−→
P0Pn

}
vektör sistemi V nin bir ortonormal bazıise {P0, P1, ..., Pn} çatısına dik çatı(Öklid

çatısı) denir (Hacısalihoğlu 2000).
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Tanım 2.1.7 (Norm): n boyutlu Öklid uzayıEn de,

∀x = (x1, x2, ..., xn) ∈ En için

‖x‖ =
√
〈x, x〉

şeklinde tanımlanan fonksiyona x vektörünün normu denir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.1.8 (Vektörel Çarpım): E3, 3 boyutlu Öklid uzayında

∀x = (x1, x2, x3) , y = (y1, y2, y3) ∈ E3 için vektörel çarpım

x× y = (x2y3 − y2x3, x3y1 − y3x1, x1y2 − y1x2)

şeklinde tanımlanır (Hacısalihoğlu 2000).

2.2 Eğriler Teorisi

Tanım 2.2.1 (Eğri): En, n boyutlu Öklid uzayıve I, R nin bir açık aralı̆gıolmak

üzere, α : I ⊆ R → En dönüşümü diferensiyellenebilir ise α (I) cümlesine En uzayı

içinde bir ĕgri denir (Sabuncuoğlu 2001).

Tanım 2.2.2 (Eğrinin Hız Vektörü): En, n−boyutlu Öklid uzayında bir M

eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. α : I → En dönüşümünün Öklidiyen

koordinat fonksiyonlarıα1, α2, ..., αn olmak üzere

α = (α1, α2, ..., αn), α(t) ∈M

ve

α
′
(t) = (

∂α1
∂t

,
∂α2
∂t

, ...,
∂αn
∂t

)

dir. α
′
(t) tanjant vektörüne, t ∈ I olmak üzere M eğrisinin α(t) noktasında, (I, α)

koordinat komşuluğuna göre hız vektörü denir (Hacısalihoğlu 2000).
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Tanım 2.2.3 (Regüler Eğri): En, n boyutlu Öklid uzayında bir α : I −→ En

eğrisi verilsin. ∀t ∈ I için, α′(t) 6= 0 ise bu eğriye regüler ĕgri denir (Sabuncuoğlu

2001).

Tanım 2.2.4 (Birim HızlıEğri): En+1 de birM eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu

ile verilmi̧s olsun. Eğer ∀s ∈ I için,

∥∥∥α′(s)∥∥∥ = 1

ise M eğrisine (I, α) ya göre birim hızlı ĕgri denir. Bu durumda, eğrinin s ∈ I

parametresine yay-parametresi adıverilir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.2.5: M ⊂ En eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda,

Ψ =
{
α
′
, α
′′
, ..., α

(r)
}
sistemi lineer bağımsız ve ∀α(k)

, k > r, için;

α
(k) ∈ Sp {Ψ}

olmak üzere, Ψ den elde edilen {V1, V2, ..., Vr} ortonormal sistemine, M eğrisinin

Serret-Frenet r-ayaklıalanıve m ∈ M için {V1(m), V2(m), ..., Vr(m)} ye ise m ∈ M

noktasındaki Serret-Frenet r−ayaklısı denir. Herbir Vi, 1 ≤ i ≤ r, vektörüne ise

Serret-Frenet vektörü adıverilir (Hacısalihoğlu 2000).

Özel Hal: n = 3 özel halinde, E3, 3−boyutlu Öklid uzayında Frenet 2−ayaklısıve

Frenet 3−ayaklısıelde edilebilir. Bu özel halde;M eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu

ile verilmi̧s ise s ∈ I yay-parametresi olmak üzere;

~T (s) = α
′
(s) , α

′
(s) =

dα

ds

~N(s) =
1

‖α′′(s)‖α
′′
(s) (2.1)

~B(s) = ~T (s) ∧ ~N(s)

dir. Böylece,
{
~T (s), ~N(s), ~B(s)

}
sistemi α(s) noktasında,M eğrisinin Frenet 3−ayaklısıdır

(Hacısalihoğlu 2000).
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Teorem 2.2.1: M ⊂ E3 eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. t ∈ I için

α(t) noktasındaki Frenet 3−ayaklısı,
{
~T (t), ~N(t), ~B(t)

}
ise

~T (t) =
α̇(t)

‖α̇(t)‖ , α̇(t) =
dα

dt

~N(t) = ~B(t) ∧ ~T (t) (2.2)

~B(t) =
α̇(t) ∧ α̈(t)

‖α̇(t) ∧ α̈(t)‖

dir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.2.6 : M ⊂ En eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. s ∈ I

ya kaŗsılık gelen α(s) noktasındaki Frenet r−ayaklısı{V1(s), V2(s), ..., Vr(s)} olsun.

Buna göre,

ki : I → R , 1 ≤ i < r (2.3)

s→ ki(s) = 〈V ′i (s), Vi+1(s)〉

şeklinde tanımlıki fonksiyonunaM eğrisinin i−yinci eğrilik fonksiyonu ve s ∈ I için

ki(s) reel sayısına da M nin i−yinci eğriliği denir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.2.7: α : I → En bir eğri olsun. Eğer α eğrisinin
ki+1
ki

eğrilikleri oranısabit

ise α eğrisi sabit ĕgrilik oranına sahip ĕgri (ccr-ĕgri) olarak adlandırılır (Monterde

2007).
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Teorem 2.2.2: M ⊂ En eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. s ∈ I

yay parametresi olmak üzere, α(s) noktasındaki i−yinci eğriliği ki(s) ve Frenet

r−ayaklısı{V1(s), V2(s), ..., Vr(s)} ise;

V ′1(s) = k1(s)V2(s)

V ′i (s) = −ki−1(s)Vi−1(s) + ki(s)Vi+1(s), 1 ≤ i < r (2.4)

V ′r (s) = −kr−1(s)Vr−1(s)

dir (Hacısalihoğlu 2000).

Teorem 2.2.3: M ⊂ En eğrisi herhangi bir (J, β) koordinat komşuluğu ile ver-

ilsin. Bu durumda, t ∈ J ye kaŗsılık gelen β(t) noktasındaki Frenet r−ayaklısı

{V1(t), V2(t), ..., Vr(t)} ve

Fi(t) = β(i)(t)−
∑
j〈i

〈
β(i)(t), Vj(t)

〉
Vj(t)

olmak üzere, i−yinci ki(t) eğriliği için,

ki(t) =
‖Fi+1(t)‖

‖F1(t)‖ ‖Fi(t)‖
, 1 ≤ i < r

dir.

Tanım 2.2.8 (Teğetler Göstergesi): 3−boyutlu Öklid uzayı, E3 de bir α eğrisi

s ∈ I yay parametresi ile verilsin. α eğrisinin birim teğet vektörü T olmak üzere,
−→
PQ = T alındı̆gında, P noktasıα eğrisini çizerken, Q noktasının birim küre yüzeyi

üzerinde çizdiği eğriye α eğrisinin birinci küresel göstergesi veya tĕgetler göstergesi

adıverilir (Hacısalihoğlu 2000).
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2.3 n-Boyutlu Öklid Uzayında Hareketler

Tanım 2.3.1 (En de İzometri): En, n−boyutlu Öklid uzayında uzaklık fonksiy-

onu d olmak üzere;

f : En → En

x → f(x)

fonksiyonu ∀x, y ∈ En

d : En × En → R

d(f(x), f(y)) = d(x, y)

koşulunu sağlıyor ise f fonksiyonuna En Öklid uzayında bir izometri denir (Hacısal-

ihoğlu 2000).

Tanım 2.3.2 (Dönme): En Öklid uzayında bir f izometrisi için eğer, f(O) = O,

O ∈ En ise f fonksiyonuna O etrafında bir dönme denir (Hacısalihoğlu 2000).

En Öklid uzayında O etrafında dönmelerin cümlesi Ro(n) ile gösterilirse, bu cümle

bileşke i̧slemine göre bir gruptur.

Teorem 2.3.1: En ile eşleşen Rn n−boyutlu standart reel vektör uzayında

〈x, y〉 =
n∑
i=1

xiyi

Öklid iç çarpımınıkoruyan ortogonal grup O(n) ile O = (0, ..., 0) noktasınısabit

bırakan dönme grubu eşlenebilir.

Yani, herhangi bir dönme altında En Öklid uzayında bir X noktasının görüntüsü Y

olmak üzere;

Y = AX, A ∈ O(n)

biçiminde yazılabilir (Hacısalihoğlu 2000).
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Tanım 2.3.3 (Öteleme): En Öklid uzayının bir f izometrisi ve ∀X ∈ En için

f(X) = X + h

olacak şekilde bir tek h ∈ En noktasıvarsa f izometrisine En Öklid uzayında bir

öteleme denir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.3.4 (Hareket): En n−boyutlu Öklid uzayının izometrilerinden biri f

olsun. En deki bir {x1, ..., xn} dik koordinat sistemine göre f nin matrisel ifadesi,

A ∈ O(n), yani detA = ±1 ve C ∈ Rn1 olmak üzere;Y
1

 =

A C

0 1

X
1

 (2.5)

şeklindedir. f ye En de bir hareket denir. Eğer detA = 1 ise f hareketine direkt

hareket, detA = −1 ise f hareketine kaŗsıt hareket adıverilir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.3.5: Bir F : En → Em fonksiyonu verilmi̧s olsun. ∀P ∈ En için,

F (P ) = (f1(P ), f2(P ), ..., fm(P ))

olacak şekildeki f1, f2, ..., fm reel değerli fonksiyonlarına F nin Öklid koordinat

fonksiyonlarıdenir ve F = (f1, f2, ..., fm) yazılır.

F fonksiyonunun koordinat fonksiyonları olan fi ler diferensiyellenebilir iseler F

fonksiyonuna diferensiyellenebilirdir denir. Eğer F : En → Em diferensiyellenebilir

bir fonksiyon ise F ye dönüşüm denir (Hacısalihoğlu 2000).
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Tanım 2.3.6: α(I) ⊂ En eğrisi, α : I → En dönüşümü yardımıyla verilsin.

F : En → Em bir dönüşüm ise,

β = Foα : I → Em

bileşke fonksiyonu da Em de bir eğri tanımlar. Bu eğriye F dönüşümü altında α(I)

eğrisinin resmi denir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 2.3.7 (Benzerlik Dönüşümü): Rn, n−boyutlu standart reel vektör uzayı

olmak üzere;

F : Rn → Rn

x → F (x) = λAx+ b
, A ∈ O(n), detA = 1, λ〉0 ve b öteleme vektörü

(2.6)

şeklinde tanımlanan F dönüşümüne direkt benzerlik dönüşümü denir (Georgiev

2009).
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3. BENZER EĞRİLERİN GEOMETRİSİ

3.1 Benzer Eğrilere Giri̧s

Bu bölümde n−boyutlu Öklid uzayında eğriler ve bu eğrilerin benzerlik dönüşümleri

altında görüntüleri incelenecektir. Bir eğri ile benzerlik dönüşümü altında bu eğrinin

resmi olan eğri benzer eğriler olarak adlandırılacak ve bu tip eğriler için bazıtemel

kavramlar ve önermeler verilecektir.

Tanım 3.1.1: α : I −→ Rn eğrisi ve F benzerlik dönüşümü

F : Rn → Rn

x → F (x) = λAx+ b
, A ∈ O(n), detA = 1, λ〉0

verilsin. α eğrisinin F benzerlik dönüşümü altında resmi β eğrisi olsun. Bu durumda

α ile β eğrileri benzer eğriler olarak adlandırılır ve β eğrisi

β = Foα = λAα(s) + b (3.1)

şeklindedir.

Önerme 3.1.1: α : I −→ Rn eğrisinin F benzerlik dönüşümü altında resmi β eğrisi

olsun. α eğrisinin yay parametresi s ve β eğrisinin yay parametresi s̄ olmak üzere;

s̄ = λs

dir.

İspat. n−boyutlu Öklid uzayında bir eğri α(s) = (α1(s), α2(s), . . . , αn(s)) ve bu

eğrisinin yay parametresi s olsun. Bu durumda

‖α′(s)‖ = ((α′1(s))
2 + (α′2(s))

2 + . . .+ (α′n(s))2)
1
2 = 1 dir.
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β eğrisi α eğrisinin (2.6) da verilen benzerlik dönüşümü altında görüntüsü olduğun-

dan β(s) = λAα(s) + b dir.

〈β′, β′〉 = 〈λAα′(s), λAα′(s)〉

= λ2〈α′(s), α′(s)〉 ‖Aα′(s)‖ = |A| ‖α′(s)‖, det(A) = 1

= λ2

‖β′(s)‖ = λ olduğundan

s̄ =
s∫
0

‖β′(s)‖ds = λs

olur. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 3.1.2: α : I −→ Rn eğrisinin F benzerlik dönüşümü altında resmi β eğrisi

olsun. α eğrisinin Frenet vektörleri {V1, V2, ..., Vn} ve β eğrisinin eğrisinin Frenet

vektörleri
{
V1, V2, ..., Vn

}
olmak üzere;

Vi = AVi , i = 1, 2, ..., n

dir.

İspat. n−boyutlu Öklid uzayında {E1, E2, ..., En} ortogonol sistemi

E1 = α′

Ei = α(i) −
∑
j〈i

〈α(i), E(j)〉
〈E(j), E(j)〉E

(j) , i = 2, 3, ..., n

şeklindedir ve buradan

V1 =
E1
‖E1‖
...

Vn =
En
‖En‖

{V1, V2, ..., Vn} Frenet vektörleri elde edilir.
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Şimdi bundan yararlanarak Ei = λAEi (i = 1, 2, ..., n) olduğunu gösterelim.

i = 1 için

E1 = λAα′

= λAE1

1 < i ≤ n− 1 için

Ei = λAEi

olsun.

i = n için

En = λAα(n) −
n−1∑
j=1

〈λAα(n), Ej〉
〈Ej, Ej〉

Ej , Ej = λAEj j = 1, 2, ...n− 1

= λAα(n) −
n−1∑
j=1

〈λAα(n), λAEj〉
〈λAEj, λAEj〉

λAEj

= λA

(
α(n) −

n−1∑
j=1

〈α(n), Ej〉
〈Ej, Ej〉

Ej

)
= λAEn

olur.

Vi =
Ei

‖Ei‖
i = 1, 2, ..., n

=
λAEi
‖λAEi‖

det(A) = 1

= AVi

dir.
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Önerme 3.1.3: α : I −→ Rn eğrisinin F benzerlik dönüşümü altında resmi β eğrisi

olsun. α eğrisinin eğrilikleri ki ve β eğrisinin eğrilikleri ki olmak üzere;

ki =
1

λ
ki i = 1, 2, ..., n− 1.

dir.

İspat. α : I −→ Rn bir eğri olsun. α eğrisinin Frenet n-ayaklısı{V1, V2, ..., Vn} ve

Fi = α(i) −
∑
j〈i
〈α(i), Vj〉Vj olmak üzere, eğrinin ki i-yinci eğriliği için

ki =
‖ Fi+1 ‖
‖ F1 ‖‖ Fi ‖

dir.

Bir önceki ispata benzer olarak

Fn = λAFn

olduğu gösterilebilir. Buradan;

ki =
‖ Fi+1 ‖
‖ F1 ‖‖ Fi ‖

, i = 1, 2, ..., n− 1

=
‖ λAFi+1 ‖

‖ λAF1 ‖‖ λAFi ‖

=
1

λ

‖ Fi+1 ‖
‖ F1 ‖‖ Fi ‖

=
1

λ
ki

olduğu görülür.
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3.2 Eğrinin Vi Gösterge Eğrisinin Parametresi ile Yeniden

Parametrelendirilmesi

Bir eğrinin teğetinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirilmesi ile ilgili bazı

çalı̧smalar yapılmı̧stır. Bu çalı̧smaların bir genellemesi olarak, eğri Vi gösterge

eğrisinin yay parametresi ile parametrelendirilmi̧s ve bundan yararlanılarak bazı

karakterizasyonlar verilmi̧stir (Gökçelik vd. 2014).

γ(σi) = Vi(s), α eğrisinin Vi gösterge eğrisi ve σi, γ(σi) eğrisinin yay parametresi

olsun. α eğrisini σi parametresi ile yeniden parametrelendirelim.

σi, γ eğrisinin yay parametresi olduğundan ‖
dγ

dσi
‖= 1 dir.

dγ

dσi
=
dγ

ds

ds

dσi
= (−ki−1Vi−1 + kiVi+1)

ds

dσi

eşitliğinde her iki tarafın normu alınırsa;

1 =

√
(ki−1(s))

2 + (ki(s))
2 ds

dσi

dσi =

√
(ki−1(s))

2 + (ki(s))
2ds

ve
d

dσi
=

1√
(ki−1(s))

2 + (ki(s))
2

d

ds

olur. Buradan

dα

dσi
=

1√
(ki−1(s))

2 + (ki(s))
2
α′ =

1√
(ki−1(s))

2 + (ki(s))
2
V1(s) (3.2)

elde edilir. Bu eşitlik yardımıyla
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d

dσi
(V1, ..., Vn)T =

1√
k2i−1 + k2i



0 k1 0 · · · 0 0

−k1 0 k2 · · · 0 0

0 −k2 0 · · · 0 0

0 0 −k3 · · · 0 0
...

...

0 0 0 · · · 0 kn−1

0 0 0 · · · −kn−1 0


(V1, ..., Vn)T

yazılabilir.

K =



0 k1√
(ki−1)

2+(ki)
2
· · · 0 0

− k1√
(ki−1)

2+(ki)
2

0 · · · 0 0

0 − k2√
(ki−1)

2+(ki)
2
· · · 0 0

0 0 · · · 0 0
...

...
...

...

0 0 · · · 0 kn−1√
(ki−1)

2+(ki)
2

0 0 · · · − kn−1√
(ki−1)

2+(ki)
2

0


olmak üzere;

d

dσi
(V1, V2, ..., Vn−1, Vn)T = K(V1, V2, ..., Vn−1, Vn)T (3.3)

dir. Ayrıca 1√
(ki−1)

2 + (ki)
2
V1,

1√
(ki−1)

2 + (ki)
2
V2, ...,

1√
(ki−1)

2 + (ki)
2
Vn


vektörleri α eğrisinin ortogonal vektörleridir. Bu ortogonal vektörlere göre çatı

yeniden yazılabilir:
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k̃ =
d

ds
(

1√
(ki−1)

2 + (ki)
2
) ve k̃j =

kj√
(ki−1)

2 + (ki)
2
j = 1, 2, . . . , n− 1 (3.4)

olarak alınırsa;

K̃ =



k̃ k̃1 0 · · · 0 0 0

−k̃1 k̃ k̃2 · · · 0 0 0

0 −k̃2 k̃ · · · 0 0 0

0 0 −k̃3 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...

0 0 0 · · · −k̃n−2 k̃ k̃n−1

0 0 0 · · · 0 −k̃n−1 k̃


matrisi elde edilir.

K̃ matrisi yardımıyla aşağıdaki eşitlik yazılabilir;

d

dσi

(
1√

(ki−1)
2+(ki)

2
V1, ...,

1√
(ki−1)

2+(ki)
2
Vn

)T
= K̃

(
1√

(ki−1)
2+(ki)

2
V1, ..., ,

1√
(ki−1)

2+(ki)
2
Vn

)T

Yapılan bu i̧slemlerde i = 1 alınırsa eğri teğetler göstergesinin yay parametresi ile

parametrelendirilmi̧s olunur. (3.4) eşitliği yardımıyla

k̃1 =
d

ds
(

1

k1
) = − 1

k1

dk1
dσ

ve k̃j =
kj
k1

j = 2, 3, ..., n− 1 (3.5)

elde edilir. Burada k̃ notasyonu yerine k̃1 notasyonu kullanılmı̧stır.

Tanım 3.2.1 (Şekil Eğrilikleri): k̃1, k̃2, ..., k̃n−1 fonksiyonları α eğrisinin şekil

eğrilikleri olarak adlandırılır (Encheva ve Georgiev 2009).
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Önerme 3.2.1: n−boyutlu Öklid uzayında, α ve β benzer eğriler olmak üzere;

α ve β eğrilerinin gösterge eğrilerinin yay parametreleri aynıdır. Yani, benzerlik

dönüşümleri altında gösterge eğrilerinin yay parametreleri deği̧smez kalır.

İspat. Bir α eğrisinin F benzerlik dönüşümü altında resmi β eğrisi olsun. α eğrisinin

gösterge eğrilerinin yay parametresi σi ve β eğrisinin gösterge eğrilerinin yay para-

metresi σi olmak üzere;

σi =
∫
‖V ′i (s)‖ds

=
∫ √(

ki−1
)2

+
(
ki
)2
ds , ki =

1

λ
ki, s = λs

=
∫ √

(ki−1)
2 + (ki)

2ds

= σi

olup ispat tamamlanır.

Önerme 3.2.2: Bir α : I ⊂ R→ En eğrisinin Frenet vektörleri

 1√
(ki−1)

2 + (ki)
2
V1,

1√
(ki−1)

2 + (ki)
2
V2, ...,

1√
(ki−1)

2 + (ki)
2
Vn

 olmak üzere;

k̃(σi) = −
d
√

(ki−1)
2 + (ki)

2√
(ki−1)

2 + (ki)
2dσi

ve k̃j(σi) =
kj√

(ki−1)
2 + (ki)

2
, j = 1, 2, ..., n−1

fonksiyonlarıbenzerlik dönüşümleri altında invaryanttır.
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İspat. n−boyutlu Öklid uzayında α bir eğri ve bu eğrinin

F : Rn → Rn

x → F (x) = λAx+ b

benzerlik dönüşümü altındaki resmi olan eğri β = F ◦ α olsun.

α eğrisinin eğrilikleri {k1, k2, ..., kn−1} ve β eğrisinin eğrilikleri
{
k1, k2, ..., kn−1

}
ol-

mak üzere;

ki =
1

λ
ki , i = 1, 2, ..., n− 1.

olduğu biliniyor. α eğrisinin şekil eğrilikleri k̃i ve β eğrisinin şekil eğrilikleri k̃i olmak

üzere;

k̃ = −
d

√(
ki−1

)2
+
(
ki
)2√(

ki−1
)2

+
(
ki
)2
dσi

= −
d
√

(ki−1)
2 + (ki)

2√
(ki−1)

2 + (ki)
2dσi

= k̃

dır. Ayrıca

k̃j =
kj√(

ki−1
)2

+
(
ki
)2

=

1

λ
kj(s)

1

λ

√
(ki−1)

2 + (ki)
2

, kj =
1

λ
kj

= k̃j

dır ve böylece ispat tamamlanır.

19



3.3 E3 Öklid Uzayında α Eğrisinin Fokal ve Evolüt Eğrisi

Bu bölümde eğrinin şekil eğrilikleri eğrinin fokal ve evolüt eğrilerinin eğrilikleri

cinsinden ifade edilecektir. Eğri teğetler göstergesinin yay parametresi ile yeniden

parametrelendirildiği zaman şekil eğrilikleri (3.5) eşitliği ile

k̃1 = − 1

k1

dk1
dσ

ve k̃j =
kj
k1

j = 2, 3, ..., n− 1

şeklinde ifade edilmi̧sti. Bu bölümde bu şekil eğriliklerinden yararlanılacaktır.

Tanım 3.3.1. M ⊂ E3 eğrisiyle m ∈ M noktasında sonsuz yakın dört noktası

ortak olan küreye, M nin m ∈ M noktasındaki oskülatör küresi veya eğrilik küresi

adıverilir (Hacısalihoğlu 2000).

α eğrisinin oskülatör kürelerinin merkezleri α eğrisinin fokal eğrisini oluşturur.

Teorem 3.3.1. M ⊂ E3 eğrisi (I, α) koordinat komşuluğu ile verilsin. α(s) nok-

tasında oskülatör küre merkezi a ise

a = α(s) +
1

k1
N(s) +

(
1

k1

)′
1

k2
B(s) (3.6)

dir. Burada {T (s), N(s), B(s)} cümlesi α(s) noktasındaki Frenet 3−ayaklısınıifade

etmektedir (Hacısalihoğlu 2000).

Önerme 3.3.1: α : I ⊂ R→ E3 birim hızlıbir eğri olmak üzere; Cα(s) α eğrisinin

fokal eğrisi ve f1 =
1

k1
, f2 =

(
1

k1

)′
1

k2
α eğrisinin fokal eğrilikleri olsun. α eğrisinin

k̃1 ve k̃2 şekil eğrilikleri

k̃1 = f ′1

k̃2 =
1

f2
f1f

′
1

dir (Encheva ve Georgiev 2009).
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α : I ⊂ R→ E3 birim hızlı, κ ve τ eğriliklerine sahip bir eğri ve {V1(s), V2(s), V3(s)}

α eğrisinin Frenet vektörleri olsun. α eğrisinin evolüt eğrisi olan β eğrisi

β(s) = α(s) +
1

κ
V2 +

1

κ
cot(

∫
τ(s)ds)V3 (3.7)

şeklindedir (Millman ve Parker 1977).

Önerme 3.3.2: α : I ⊂ R → E3 birim hızlıbir eğri olsun. β eğrisi α eğrisinin

evolüt eğrisi ve e1 =
1

κ
, e2 =

1

κ
cot(

∫
τ(s)ds) olmak üzere; α eğrisinin k̃1 ve k̃2 şekil

eğrilikleri

k̃1 = e′1 ve k̃2 =
e1(e

′
1e2 − e1e′2)
e21 + e22

.

dir.

İspat. α : I ⊂ R → E3 birim hızlıbir eğri, k̃1 ve k̃2 α eğrisinin şekil eğrilikleri

olmak üzere;

k̃1 = − 1

k1

dk1
dσ

=
d

ds
(

1

k1
)

= e′1(s)

olur. Diğer yandan

e′2(s) =

(
1

κ
cot(

∫
τ(s)ds)

)′
=

(
1

κ

)′
cot(

∫
τ(s)ds)− τ

κ sin2(
∫
τ(s)ds)

,
e2
e1

= cot(
∫
τ(s)ds)

= e′1
e2
e1
− τ

κ sin2(
∫
τ(s)ds)

olup buradan
τ

κ
=

(
e′2 −

e′1e2
e1

)(
− sin2(

∫
τ(s)ds)

)
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bulunur. sin2(
∫
τ(s)ds) değeri e1 ve e2 cinsinden

cot(
∫
τ(s)ds) =

e2
e1

cot2(
∫
τ(s)ds) = (

e2
e1

)2

1− sin2(
∫
τ(s)ds)

sin2(
∫
τ(s)ds)

=

(
e2
e1

)2
sin2(

∫
τ(s)ds) =

e21
e21 + e22

dır ve k̃2 =
τ

κ
olduğundan

k̃2 =
e1(e

′
1e2 − e1e′2)
e21 + e22

olur. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 3.3.3: α : I ⊂ R → E3 bir eğri olmak üzere bu eğrinin fokal eğrisi

ile evolüt eğrisinin çakı̧sması için gerek ve yeter şart τ(s) = (arcsin(
c

k
))′, c ∈ R+

olmasıdır.

İspat. α eğrisinin fokal eğrisi ve evolüt eğrisinin çakı̧smasıdurumunda (3.6) ve (3.7)

eşitliklerinden

α(s) +
1

κ
V2 + (

1

κ
)′

1

τ
V3 = α(s) +

1

κ
V2 +

1

κ
cot(

∫
τ(s)ds)V3

yazılabilir.
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Yazılan bu eşitlikten;

(
1

κ
)′

1

τ
=

1

κ
cot(

∫
τ(s)ds)(

1
κ

)′
1
κ

= τ cot(
∫
τ(s)ds)

ln(
1

κ
) + ln(c) = ln(sin(

∫
τ(s)ds) , c〉0

c

κ
= sin(

∫
τ(s)ds)

τ(s) = (arcsin(
c

κ
))′

olarak bulunur. Bu ise ispatıtamamlar.

Önerme 3.3.4: α : I ⊂ R→ E3 bir eğri, α eğrisinin evolüt eğrisi

β = α(s) +
1

κ(s)
V2 +

1

κ(s)
cot(

∫
τ(s)ds)V3

ve τ(s) = (arcsin(
c

κ
))′, c ∈ R+ olsun. Bu durumda α nın şekil eğrilikleri

k̃1 =
1

c
τ(s) cos(

∫
τ(s)ds)

k̃2 =
1

c
τ(s) sin(

∫
τ(s)ds)

dir.

İspat. α eğrisinin evolüt eğrisi β ve evolüt eğrilikleri e1 =
1

κ
, e2 =

1

κ
cot(

∫
τ(s)ds)

olmak üzere;

e1 =
1

κ
, τ(s) = (arcsin(

c

k
))′

=
1

c
sin(
∫
τ(s)ds)

e2 =
1

κ
cot(

∫
τ(s)ds)

=
1

c
cos(

∫
τ(s)ds)
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dir. e′1 ve e
′
2 değerleri ve önerme 3.3.2 göz önüne alınırsa

k̃1 = e′1

=
1

c
τ(s) cos(

∫
τ(s)ds)

k̃2 =
e1(e

′
1e2 − e1e′2)
e21 + e22

=
1

c
τ(s) sin(

∫
τ(s)ds)

olur.

Sonuç 3.3.1: α : I ⊂ R → E3 bir eğri ve α eğrisinin fokal eğrisi ile evolüt eğrisi

çakı̧sır ise şekil eğrilikleri

k̃1 =
1

c
τ(s) cos(

∫
τ(s)ds)

k̃2 =
1

c
τ(s) sin(

∫
τ(s)ds)

olur.

3.4 Şekil Eğrilikleri Sabit Olan Eğriler

Bu bölümde sabit şekil eğriliklerine sahip olan eğriler araştırılmı̧stır. Sabit şekil

eğriliklerine sahip bir eğrinin bu eğriliklere bağlıolarak yazılabileceği gösterilmi̧stir.

Burada k̃, k̃1, ..., k̃n−1 şekil eğrilikleri sabit olarak alınacaktır.

M =



0 k̃1 0 0 · · · 0 0 0

−k̃1 0 k̃2 0 · · · 0 0 0

0 −k̃2 0 k̃3 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 · · · −k̃n−2 0 k̃n−1

0 0 0 0 · · · 0 −k̃n−1 0


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M2 simetrik matrisininm =
n

2
tane negatif karakteristik değeri vardır. M matrisinin

normal formu 

0 λ1 0 0 · · · 0 0 0

−λ1 0 0 0 · · · 0 0 0

0 0 0 λ2 · · · 0 0 0

0 0 −λ2 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

...

0 0 0 0 · · · 0 0 λm

0 0 0 0 · · · 0 −λm 0


şeklindedir. n sayısının tek olmasıdurumunda, n sayısının çift olmasıdurumunda

elde edilen matrise sadece sıfırlardan oluşan bir satır(kolon) eklenmelidir. Burada

λi 6= λj , i 6= j (Greub 1967).

Teorem 3.4.1: α : I ⊂ R → R2m eğrisi k̃, k̃1, . . . , k̃2m−1 sabit şekil eğriliklerine

sahip bir eğri veM2 matrisi −λ21,−λ22, · · · ,−λ2m negatif karakteristik değerlere sahip

olsun. Vi−gösterge eğrilerinin σi yay parametresi ile parametrelendirilmi̧s α eğrisi

α (σi) =

(
a1
b1
ek̃σi sin θ1,−

a1
b1
ek̃σi cos θ1, · · · ,

am
bm
ek̃σi sin θm,−

am
bm
ek̃σi cos θm

)

(3.8)

şeklindedir.

Burada bj =
√
k̃2 + λ2j ve θj =

√
λ2jσi + arccos


√
λ2j√

k̃2 + λ2j

 j = 1, 2, · · · ,m.

Ayrıca a1, a2, · · · , am sayıları

〈Vj, Vj〉 = 1, j = 1, 2, · · · ,m.

sisteminin çözümünden elde edilir.

İspat. α : I → R2m bir eğri ve {V1(σi), V2(σi), · · · , V2m−1(σi), V2m(σi)} bu eğrinin

Frenet vektörleri olsun. ε(σi) = (V1(σi), V2(σi), · · · , V2m−1(σi), V2m(σi))
T olarak

ifade edilebilir.
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d

dσi
ε =Mε diferensiyel denklemin çözümünden {V1(σi), V2(σi), · · · , V2m−1(σi), V2m(σi)}

vektörleri bulunabilir. V1(σi) vektörü

V1(σi) = (a1 cos(λ1σi), a1 sin(λ1σi), · · · am cos(λmσi), am sin(λmσi)).

şeklinde hesaplanır. Burada M matrisinin normal formu olan matris kullanılır.

〈V1, V1〉 = 1 olduğundan
m∑
j=1

(aj)
2 = 1 dir.

α eğrisinin parametrik denkleminiX = (x1(σi), x2(σi), · · · , x2m−1(σi), x2m(σi)) alalım.

(3.2) ifadesinden

d

dσi
X =

1√
k2i−1 + k2i

V1 yazılabilir. Ayrıca;

k̃ = −
d
√

(ki−1)
2 + (ki)

2√
(ki−1)

2 + (ki)
2dσi

eşitliğinde k̃ sabit olduğundan bu eşitlikte her iki tarafın integrali alınırsa√
k2i−1 + k2i = e−k̃σi elde edilir. Böylece

d

dσi
x2j−1 = aje

k̃σ cos(λjσi) ve
d

dσi
x2j = aje

k̃σi sin(λjσi) j = 1, 2, · · · ,m.

denklemleri yazılabilir. Bu iki denklemin integral yardımıyla çözülmesiyle

x2j−1 =
aj

k̃
e
k̃σi cos(λjσi) +

λj

k̃
x2j (3.9)

x2j =
aj

k̃
e
k̃σi sin(λjσi)−

λi

k̃
x2j−1

.
. (3.10)

elde edilir. Bu denklemler yardımıyla

x2j−1 =
aj

k̃2 + λ2j
e
k̃σi (k̃ cos(λjσi) + λj sin(λjσi)) =

aj
bj
ek̃σi sin θj,

x2j =
aj

k̃2 + λ2j
e
k̃σi (k̃ sin(λjσi)− λj cos(λjσi)) = −aj

bj
ek̃σi cos θj
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bulunur. Elde edilen denklemler yardımıyla şu eşitlikler elde edilir:

sin θj =
bj

k̃
(cos(λjσi)−

λj
bj

cos θj),

cos θj = −bj
k̃

(sin(λjσi)−
λj
bj

sin θj).

Buradan θj açısışu şekilde bulunur:

θj = λjσi + arccos
λj√
k̃2 + λ2j

.

d

dσi
ε =Mε denklemi yardımıyla {V1, V2, ..., Vm} Frenet vektörleri bulunabilir:

V1(σi) = e−k̃σi
d

dσi
α(σi)

V2(σi) =
1

k̃1

d

dσi
V1(σi)

V3(σi) =
1

k̃2
(k̃1V1(σi) +

d

dσi
V2(σi))

V4(σi) =
1

k̃3
(k̃2V2(σi) +

d

dσi
V3(σi))

...

Vm(σi) =
1

k̃m−1
(k̃m−2Vm−2(σi) +

d

dσi
Vm−1(σi)).

{V1, V2, ..., Vm} Frenet vektörleri birim vektörler olduğundan

〈V1, V1〉 = 1⇒
m∑
j=1

a2j = 1

〈V2, V2〉 = 1⇒
m∑
j=1

a2jλ
2
j = k̃21 (3.11)

〈V3, V3〉 = 1⇒
m∑
j=1

a2j(1− λ2j)2 = k̃22

〈V4, V4〉 = 1⇒
m∑
j=1

a2jλ
2
j(k̃

2
2 − λ2j)2 = k̃22k̃

2
3

Böylece ispat tamamlanmı̧s olur.
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Teorem 3.4.2: α : I → R2m+1eğrisi Vi−gösterge eğrisinin σi yay parametresi ile

parametrelendirilmi̧s bir eğri olsun. α eğrisini

α (σi) =

(
a1
b1
ek̃σi sin θ1,−

a1
b1
ek̃σi cos θ1, · · · ,

am
bm
ek̃σi sin θm,−

am
bm
ek̃σi cos θm, am+1e

k̃σi

)

şeklinde yazabiliriz. Burada bj =
√
k̃2 + λ2j ve θj =

√
λ2jσi + arccos


√
λ2j√

k̃2 + λ2j


j = 1, 2, · · · ,m.

Ayrıca a1, a2, · · · , am+1 sayılarınıaşağıdaki denklemlerden hesaplayabiliriz:

V1(σi) = e−k̃σi
d

dσi
α(σi)

V2(σi) =
1

k̃1

d

dσi
V1(σi)

V3(σi) =
1

k̃2
(k̃1V1(σi) +

d

dσi
V2(σi))

V4(σi) =
1

k̃3
(k̃2V2(σi) +

d

dσi
V3(σi))

...

Vm+1(σi) =
1

k̃m
(k̃m−1Vm−1(σi) +

d

dσi
Vm(σi)).

〈Vj, Vj〉 = 1, j = 1, 2, · · · ,m+ 1.

olduğundan;

〈V1, V1〉 = 1⇒
m∑
i=1

a2i + k̃2a2m+1 = 1

〈V2, V2〉 = 1⇒
m+1∑
i=1

a2iλ
2
i = k̃21

...

〈Vi, Vi〉 = 1 , i = 3, . . . ,m+ 1

İspat. Teoremin ispatıTeorem (3.4.1) in ispatına benzer şekilde yapılabilir.
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Bu konunun bir uygulamasıolarak eğriyi teğetler göstergesinin yay parametresi ile

yeniden parametrelendirilmesi durumunu inceleyelim.

n=3, i=1 durumu:

Eğri teğetler göstergesinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirildiği zaman

şekil eğrilikleri

k̃1 = − 1

k1

dk1
dσ1

ve k̃2 =
k2
k1

j = 2, 3, ..., n− 1

şeklindedir. Bu şekil eğrilikleri yardımıyla eğri şu şekilde ifade edilebilir:

α : I ⊂ R→ E3, sıfırdan farklısabit şekil eğriliklerine sahip bir eğri olsun. α eğrisi

teğetler göstergesinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirilsin. Bu durumda

M =


0 1 0

−1 0 k̃2

0 −k̃2 0


matrisi ile

M2 =


−1 0 k̃2

0 −1− k̃22 0

k̃2 0 −k̃22


matrisi bulunur ve bu matrisin karakteristik değeri −λ21 = −1 − k̃22 dir. Buradan

b1 =

√
k̃21 + 1 + k̃22 elde edilir. (3.11) denklemlerinden

a21 + a22k̃
2
1 = 1 ve a21λ

2
1 = 1

denklemleri elde edilir ve bu denklemlerin çözülmesiyle

a1 =

√
1

1 + k̃21
ve a2 =

√
k̃22

k̃21(1 + κ̃22)

elde edilir.
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Ayrıca

θ = σ1

√
1 + k̃22 + arccos

(√
1 + k̃22

1 + k̃21 + k̃22

)
olup eğriyi

α (σ1) =

(
a1
b1
ek̃1σ1 sin θ,−a1

b1
ek̃1σ1 cos θ, a2e

k̃1σ1

)
(3.12)

şeklinde yazabiliriz.

Sonuç 3.4.1: α(σi) : I ⊂ R → Rn eğrisi, k̃i sabit şekil eğriliklerine sahip bir eğri

olsun. Bu durumda α eğrisi bir ccr-eğri olur.

Örnek 3.4.1: α : I ⊂ R → Rn şekil eğrilikleri k̃1 =
1

2
ve k̃2 =

1

3
olan bir eğri

olsun. Teğetler göstergesinin yay parametresi ile parametrelendirilmi̧s bir eğrinin

ifadesi (3.12) ile verilmi̧stir. Verilen denklemler yardımıyla eğriyi şu şekilde ifade

edebiliriz:

α (σ1) =

(
a1
b1
ek̃1σ1 sin θ1,−

a1
b1
ek̃1σ1 cos θ1, a2e

k̃1σ1

)
Tek boyutta elde edilen denklemlerin kullanılmasıyla a1, a2, b1 katsayılarıve θ1 açısı

elde edilir.

λ21 =
10

9
, a1 =

2√
5
ve a2 =

2√
10
, b1 =

7

6
, θ1 =

√
10

3
σ1 + arccos

(
2
√

10

7

)
.

Burada σ1, α eğrisinin teğetler göstergesinin yay parametresidir. Eğri teğetler göster-

gesinin yay parametresi ile parametrelendirildiğinden

k̃2 =
k2
k1

=
1

3

dir. Burada
κ

τ
oranısabit olduğundan α eğrisi bir helistir.
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Şekil 3.1 α eğrisi
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4. BENZER YÜZEYLERİN GEOMETRİSİ

Bu bölümde öncelikle yüzeylerle ilgili temel tanım ve kavramlar verilecektir. Sonra

yüzeylerin direkt benzerlik dönüşümleri altında görüntüsü olan yüzeyler incelenerek

bazı karakterizasyonlar verilecektir. Özel olarak sabit açılı yüzeylerin ve paralel

lineer Weingarten yüzeylerinin benzerlik dönüşümü altındaki resmi olan yüzeyler

incelenecektir. Daha sonra rasyonel yüzeylerden bahsedilecektir.

4.1 Yüzeyler Teorisi

Tanım 4.1.1: En n−boyutlu Öklid uzayında

M =

 x ∈ U ⊂ En | f : U → R

x→ f(x) = c
, U bir açık alt cümle


5f |p 6= 0, ∀p ∈ M biçiminde tanımlanan M cümlesine n−boyutlu Öklid uzayında

(n − 1) boyutlu bir yüzey denir. En de bir (n − 1)−yüzey, n〉3 olması halinde

hiperyüzey olarak adlandırılır (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 4.1.2: U , E2 de bir açık alt cümle olmak üzere X : U → E3

X(u, v) = (x1(u, v), x2(u, v), x3(u, v))

biçiminde tanımlanan diferensiyellenebilir dönüşümüne E3 de bir yama, lokal yüzey

veya iki parametreli yüzey denir (Gray 1993).

Tanım 4.1.3: X : U → X(U) ⊂ E3 bir lokal yüzey ve (u0, v0) ∈ U sabit olsun.

u→ X(u, v0) ve v → X(u0, v) eğrilerine, sırasıyla,X in u−parametre ve v−parametre

ĕgrileri denir (Gray 1993).
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Tanım 4.1.4: M ⊂ En bir alt cümle olsun. EğerM nin ∀P ∈M noktasıiçin, P yi

içeren bir V komşuluğu var ve bir X : U ⊂ E2 → V ∩M ⊂ E3 dönüşümü aşağıdaki

özellikleri sağlarsa, M ye bir regüler yüzey denir.

i) X diferensiyellenebilirdir,

ii) X : U → V ∩M bir homeomorfizimdir,

iii) X : U →M dönüşümü bir regüler lokal yüzeydir (Gray 1993).

Tanım 4.1.5: En de bir regüler yüzeyM ve P ∈M olsun, eğer α(0) = P, α′(0) = ~vP

ve α(t) ∈M (a < t < b) olacak şekilde bir α : U → En eğrisi varsa, ~vP ∈ TEn(P ) ye

M nin P noktasındaki tanjant vektörü denir (Gray 1993).

Tanım 4.1.6: Bir X : U → E3 injektif yamasıiçin Xu ×Xv sıfırdan farklıolacak

biçimde (u, v) ∈ U noktalarında birim normal vektör alanıveya yüzeyin normali;

N(u, v) =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
(u, v) (4.1)

eşitliği ile tanımlanır (Gray 1993). Burada × vektörel çarpımıifade etmektedir.

Tanım 4.1.7: X : U → En bir lokal yüzey olsun.
E = 〈Xu, Xu〉

F = 〈Xu, Xv〉

G = 〈Xv, Xv〉

(4.2)

şeklinde tanımlansın. Buna göre ds2 = Edu2 + 2Fdudv + Gdv2 ifadesine X in

birinci temel formu denir. E,F,G fonksiyonlarına ise X in birinci temel formunun

elemanlarıdenir (Gray 1993).
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Tanım 4.1.8 (Şekil Operatörü): M bir regüler yüzey ve M nin P ∈ M nok-

tasındaki yüzey normali U olsun. ~vP ile M nin P noktasındaki tanjant vektörü

gösterilmek üzere

S(~vP ) = −D~vP (U) (4.3)

şeklinde tanımlıS dönüşümüne M yüzeyinin şekil operatörü denir (Gray 1993).

Tanım 4.1.9 (İkinci Temel Form): X : U → En bir lokal yüzey olsun.

L =
〈
Xuu, ~N(u, v)

〉
,

M =
〈
Xuv, ~N(u, v)

〉
, (4.4)

N =
〈
Xvv, ~N(u, v)

〉
şeklinde tanımlansın. Buna göre Ldu2+2Mdudv+Ndv2 ifadesine X in ikinci temel

formu denir. L,M,N fonksiyonlarına ise X in ikinci temel formunun elemanları

denir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 4.1.10 (Asli Eğrilik Doğrultusu): En de bir hiperyüzeyM veM nin şekil

operatörü S olsun. M yüzeyinin bir P noktasına kaŗsılık gelen S |P nin karakteristik

değerleriM yüzeyinin bu noktadaki asli ĕgrilikleri olarak adlandırılır. Asli eğriliklere

kaŗsılık gelen ve karakteristik vektör denen vektörlerin belirttiği doğrultulara da M

nin bu P noktasındaki asli ĕgrilik dŏgrultularıdenir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 4.1.11 (Gauss Eğriliği): En de bir hiperyüzeyM veM nin P noktasındaki

şekil operatörü S |P olmak üzere,

K : M → R (4.5)

P → K(P ) = detS(P )

şeklinde tanımlanan fonksiyona M yüzeyinin Gauss eğrilik fonksiyonu ve K(P )

değerine de M nin P noktasındaki Gauss ĕgrilĭgi denir (Hacısalihoğlu 2000).
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Tanım 4.1.12 (Ortalama Eğrilik): En de bir hiperyüzey M ve M nin P nok-

tasındaki şekil operatörü S |P olmak üzere,

H : M → R (4.6)

P → H(P ) = İz(S(P ))

şeklinde tanımlanan fonksiyona M yüzeyinin ortalama eğrilik fonksiyonu ve H(P )

değerine de M nin P noktasındaki ortalama ĕgrilĭgi denir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 4.1.13 (Minimal Yüzey): Öklid uzayında her noktada ortalama eğrilik

fonksiyonu sıfır (H = 0) olan yüzeylere minimal yüzey denir. Bir başka ifadeyle aynı

sınırlara sahip olan yüzeyler arasında en küçük alanlıyüzeye minimal yüzey denir

(Gray 1998).

Tanım 4.1.14 (Umbilik ve Flat Nokta): En in bir hiperyüzeyiM olsun. P ∈M

noktasındaki M nin şekil operatörü matris S olmak üzere,

i) ∃λ ∈ R için, S = λIn−1 ise P noktasına M nin bir umbilik (göbek) noktasıdenir.

ii) S = 0 şeklinde S bir sıfır dönüşümü ise P noktasına M nin bir düzlemsel (flat)

noktasıdır denir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 4.1.15 (Eğrilik Çizgisi): En de bir hiperyüzey M ve M üzerinde bir

eğri α olsun. α eğrisinin teğete vektör alanıT ve M nin şekil operatörü S olmak

üzere, eğer T vektör alanıα eğrisi boyunca S nin karakteristik vektörlerine kaŗsılık

geliyorsa α eğrisine M üzerinde bir ĕgrilik çizgisidir denir (Hacısalihoğlu 2000).

Teorem 4.1.1: X : U → E3 regüler bir yama olsun. X in Gauss ve ortalama

eğrilikleri sırasıyla;

K =
LN −M2

EG− F 2 ve H =
LG− 2MF +NE

2(EG− F 2) (4.7)

dır (Gray 1993).
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Teorem 4.1.2: X : U → E3 regüler bir yama olsun. X in asli eğrilikleri k1 ve k2

olmak üzere

k1 = H +
√
H2 −K ve k2 = H −

√
H2 −K (4.8)

dir (Hacısalihoğlu 2000).

Tanım 4.1.16: M regüler bir yüzey veM yüzeyinin bir benzerlik dönüşümü altında

resmi olan yüzeyM olsun. M ileM yüzeyleri benzer yüzeyler olarak adlandırılırlar.

M = r(u, v) yüzeyini ve (2.6) da verilen

F : Rn → Rn

x → F (x) = λAx+ b

F direkt benzerlik dönüşümünü alalım. M yüzeyinin benzer yüzeyi olanM yüzeyinin

parametrik ifadesi

r(u, v) = λAr(u, v) + b

şeklindedir.

Önerme 4.1.1: M ⊂ E3 bir yüzey olsun. M veM birim normal vektörleri sırasıyla

N ve N olan benzer yüzeyler olmak üzere;

N = AN

dir.

Önerme 4.1.2: M ⊂ E3 bir yüzey olsun. M ve M şekil operatörlerinin matrisleri

sırasıyla S ve S olan benzer yüzeyler olsunlar. Bu durumda

S =
1

λ
S

dir.
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Önerme 4.1.3: Bir M yüzeyi üzerinde bulunan bir α eğrisi geodezik bir eğri ise

M yüzeyi üzerinde bulunan α eğrisi de geodezik bir eğridir.

İspat. α eğrisi birim normal vektörü N olan M yüzeyi üzerinde bulunan bir geo-

dezik bir eğri ise

α(s)
′′

= σ(s)N |α(s)

dir. (2.6) da verilen F benzerlik dönüşümü altında α eğrisinin resmi

α(s) = λAα(s) + b

dir. Buradan;

α(s)
′′

= λAα(s)
′′

= λA(σ(s)N |α(s))

= λσ(AN |α(s))

= λσN

elde edilir. Böylece α eğrisinin M yüzeyi üzerinde geodezik olduğu gösterilmi̧s olur.

4.2 E3 Öklid Uzayında Sabit AçılıBenzer Yüzeyler

Bu bölümde, sabit açılıyüzeylerden bahsedilecek ve bu yüzeylerin benzerlik dönüşüm-

leri altında resimleri olan yüzeyler incelenecektir.

Tanım 4.2.1: E3 3−boyutlu Öklid uzayında, birim normal vektörü sabit bir

doğrultu ile sabit bir açıyapan yüzeye sabit açılıyüzey denir (Munteanu ve Nistor

2009).
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Teorem 4.2.1: E3 3−boyutlu Öklid uzayında, M yüzeyi r(u, v) parametresine

sahip ve birim normal vektörü
−→
N olan sabit açılıbir yüzey olsun. M yüzeyinin

birim normal vektörünün sabit açıyaptı̆gısabit k doğrultusu

k = sin θru + cos θ
−→
N (4.9)

şeklindedir (Munteanu ve Nistor 2009).

Önerme 4.2.1: E3, 3−boyutlu Öklid uzayında, M regüler bir yüzey ve M, M

yüzeyinin benzer yüzeyi olsun. EğerM yüzeyi birim normal vektörü bir k doğrultusu

ile sabit açıyapan sabit açılıbir yüzey ise M birim normal vektörü Ak doğrultusu

ile aynısabit açıyıyapan sabit açılıbir yüzeydir.

İspat. M birim normal vektörü N olan ve N vektörünün k sabit doğrultusu ile θ

açısıyaptı̆gısabit açılıbir yüzey olsun. Bu durumda

〈N, k〉 = cos θ

eşitliği sağlanır.

M yüzeyinin birim normal vektörü N = AN dir. Bu durumda

〈
N, k

〉
=

〈
AN, k

〉
= 〈AN,Ak〉

= 〈N, k〉

= cos θ

olup ispat tamamlanır.
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Örnek 4.2.1: E3 3−boyutlu Öklid uzayında,

r(u, v) =

√
2

2
((u cos v+v2 cos v−2v sin v−2 cos v+2), (u sin v+v2 sin v+2v cos v−2 sin v), u)

parametrelendirilmesine sahip bir M yüzeyi ve

F : R3 → R3

x → F (x) = λAx+ b

λ = 4, A =


0 0 1

0 1 0

−1 0 0

 ve b = (0, 2
√

2, 2
√

2) olmak üzere;

benzerlik dönüşümü verilsin. M yüzeyinin verilen benzerlik dönüşümü altındaki

resmi olan yüzey şu şekilde bulunur.

r(u, v) = 2
√

2(u, u sin v+v2 sin v+2v cos v−2 sin v+1,−u cos v−v2 cos v+2v sin v+2 cos v−1)

M yüzeyinin birim normal vektörünün θ =
π

4
sabit açıyaptı̆gısabit k doğrultusu

(4.9) eşitliği yardımıyla bulunabilir.

ru =

√
2

2
(cos v, sin v, 1)

N =

√
2

2
(− cos v,− sin v, 1)

θ =
π

4
alınırsa;

k = sin θru + cos θN

= (0, 0, 1)

sabit doğrultusu bulunur.
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Benzer şekilde M yüzeyi için

ru = 2
√

2(1, sin v,− cos v)

N =

√
2

2
(1,− sin v, cos v)

eşitlikleri yazılabilir. Benzerlik dönüşümleri açıların büyüklüğünü koruduğu için

θ =
π

4
alınır ve

k = sin θ
ru
‖ ru ‖

+ cos θN

= (1, 0, 0)

sabit doğrultusu bulunur. Ayrıca önerme (4.2.1) den

k = Ak

= (1, 0, 0)

olduğu görülür.

Şekil 4.1 Sabit açılıM yüzeyi
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Şekil 4.2 Sabit açılıM yüzeyinin M benzer yüzeyi

4.3 E3 Öklid Uzayında Paralel Weingarten Yüzeyleri ve Benzerlik

Dönüşümleri

Tanım 4.3.1: M1 ve M2, E
n n−boyutlu Öklid uzayında iki yüzey ve M1 in birim

normal vektör alanı, N1 =
n∑
i=1

ai
d
dxi
olsun. Eğer, bir r ∈ R sabit sayısıve ∀P ∈ M1

için

f(P ) = (p1 + ra1(P ), ..., pn + ran(P )

olacak şekilde bir

f : M1 → M2

fonksiyonu bulunabilirse, M2 yeM1 in bir paralel yüzeyi denir (Hacısalihoğlu 2000).

M = r(u, v) bir parametrik yüzey ve nı, M yüzeyinin normal vektörü olsun. M

yüzeyinin paralel yüzeyi olan Md yüzeyi

Md = r(u, v) + dnı(u, v)

şeklindedir. Md yüzeyinin (2.6) ile verilen F benzerlik dönüşümü altında görüntüsü

olan yüzey Md = F (Md) = M + d0n1(u, v) şeklinde ifade edilir.
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M yüzeyi ile bu yüzeyin F benzerlik dönüşümü altındaki resmi olanM yüzeyi benzer

yüzeyler olarak adlandırılmı̧stı. Benzer şekilde M yüzeyinin paralel yüzeyi olan Md

yüzeyi ve bu yüzeyin (2.6) ile verilen F benzerlik dönüşümü altındaki resmi olan

Md yüzeyi benzer yüzeyler olarak adlandırılırlar. Şimdi bu yüzeyler arasındaki bazı

ili̧skiler verilecektir.

Önerme 4.3.1: M ⊂ E3 yüzeyi verilsin. M yüzeyinin benzer yüzeyi M , paralel

yüzeyi Mr ve Mr yüzeyinin benzer yüzeyi Mr olmak üzere; M yüzeyi ile Mr yüzeyi

arasındaki uzaklık r ise M ile Mr yüzeyleri arasındaki uzaklık λr dir (Georgiev

2012).

Önerme 4.3.2: M ⊂ E3 yüzeyinin benzer yüzeyi M olsun. M yüzeyinin sabit

eğriliği ve Gauss eğriliği sırasıyla H ve K , M yüzeyinin sabit eğriliği ve Gauss

eğriliği sırasıyla H ve K olmak üzere;

H =
1

λ
H ve K =

1

λ2
K (4.10)

dır.

Teorem 4.3.1: M ⊂ E3 yüzeyinin bir paralel yüzeyi Mr olsun. p ∈M noktasında

M nin Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla K ve H, f(p) ∈Mr noktasındaMr nin

Gauss ve ortalama eğrilikleri de Kr ve Hr olsun. Bu durumda

Kr =
K

1 + rH + r2K
(4.11)

Hr =
H + 2rK

1 + rH + r2K

dır (Hacısalihoğlu 2000).
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Önerme 4.3.3: M ⊂ E3 yüzeyinin bir paralel yüzeyi Mr olsun. Mr yüzeyinin

sabit eğriliği ve Gauss eğriliği sırasıyla Hr ve Kr, Mr yüzeyinin sabit eğriliği ve

Gauss eğriliği sırasıyla Hr ve Kr olmak üzere;

Hr =
1

λ
Hr ve Kr =

1

λ2
Kr (4.12)

dır.

İspat. M ⊂ E3 yüzeyinin bir paralel yüzeyiMr olmak üzere;M yüzeyinin ortalama

ve Gauss eğrikleri ile Mr yüzeyinin ortalama ve Gauss eğrilikleri arasındaki ili̧ski

(4.11) de verilmi̧stir. Bu eşitliklerden ve (4.10) da verilen eşitliklerden yararlanarak

ispat kolayca tamamlanır.

Sonuç 4.3.1: Eğer M yüzeyi açılabilir bir yüzey ise M, Mr ve Mr yüzeyleri de

açılabilir yüzeylerdir.

Weingarten yüzeyleri Lopez tarafından yapılan bazıçalı̧smalarda incelenmi̧stir.

Tanım 4.3.2: n−boyutlu Öklid uzayıEnde bir M yüzeyi verilsin. M yüzeyinin

ortalama eğriliği H ve Gauss eğriliği K olmak üzere;

aH + bK = c a, b, c ∈ R ve a2 + b2 6= 0 (4.13)

bağıntısınısağlayan M yüzeyine lineer Weingarten yüzeyi denir (Kalkan 2010).

Lineer Weingarten yüzeyinin diskriminantı

∆ = a2 + 4bc (4.14)

şeklinde tanımlıdır.
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E3 3−boyutlu Öklid uzayında, M lineer Weingarten yüzeyi diskriminantına bağlı

olarak şu şekilde sınıflandırılır:

∆〈0 ise M yüzeyi hiperbolik yüzeydir.

∆ = 0 ise M yüzeyi parabolik bir yüzeydir.

∆〉0 ise M yüzeyi eliptik bir yüzeydir (Kalkan 2010).

Bu bölümde M yüzeyi ile Mr yüzeyi arasındaki geçi̧sler verilecektir.

Önerme 4.3.4: 3−boyutlu Öklid uzayında, M yüzeyi bir lineer Weingarten yüzeyi

ise Mr yüzeyi de lineer Weingarten yüzeyidir.

İspat. M yüzeyi bir lineer Weingarten yüzeyi olsun. Bu durumda M yüzeyinin

Gauss ve ortalama eğrilikleri sırasıyla K ve H olmak üzere;

aH + bK = c a, b, c ∈ R

yazılabilir. (4.11) eşitliği yardımıyla

K =
Kr

1− rHr + r2Kr

ve H =
Hr − 2rKr

1− rHr + r2Kr

eşitlikleri elde edilebilir. Bu eşitliklerden ve (4.12) ile verilen eşitliklerden yarar-

lanılarak

λ(a+ cr)Hr + λ2
(
b− 2ar − cr2

)
Kr = c

denklemi elde edilir.

Burada λ(a+ cr) = ar, λ
2 (b− 2ar − cr2) = br ve c = cr olarak alınırsa

arHr + brKr = cr ar, br, cr ∈ R

bulunur ve ispat tamamlanır.

Benzer şekildeMr yüzeyi lineerWeingarten yüzeyi iseM yüzeyi de lineerWeingarten

yüzeyidir.
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Paralel yüzeylerin ve benzer yüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri arasında bazı

eşitlikler elde edilmi̧sti. Bu eşitlikler, (4.13) ve (4.14) denklemleri göz önüne alınırsa

yüzeylerin diskriminantlarıarasındaki ili̧skiler bulunabilir.

M yüzeyi

aH + bK = c

bağıntısına sahip LW−yüzeyi olsun. Bu durumda M yüzeyinin diskriminantı

∆ = a2 + 4bc

dir.

Mr yüzeyi

(a+ cr)Hr +
(
b− 2ar − cr2

)
Kr = c

bağıntısına sahip olup Mr yüzeyinin diskriminantı

∆r = ∆− 3c2r2 − 6acr (4.15)

dir.

M yüzeyi

(aλ)H + (bλ2)K = c

bağıntına sahip olup M yüzeyinin diskriminantı

∆ = λ2∆ (4.16)

dir.
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Mr yüzeyi

λ (a+ cr)Hr + λ2
(
b− 2ar − cr2

)
Kr = c

bağıntısına sahip olup Mr yüzeyinin diskriminantı

∆r = λ2(∆− 3c2r2 − 6acr) (4.17)

= λ2∆r

dir.

Sonuç 4.3.2: EğerM yüzeyi bir lineerWeingarten yüzeyi iseM,Mr veMr yüzeyleri

lineer Weingarten yüzeyleridir.

Sonuç 4.3.3: Benzerlik dönüşümleri lineer Weingarten yüzeylerinin cinsini korur.

Yani; bir M yüzeyi eliptik(parabolik veya hiperbolik) ise M yüzeyi de eliptiktir

(paraboliktir veya hiperboliktir). Benzer biçimde Mr ve Mr yüzeylerinin cinsleri de

aynıdır.

Bir M yüzeyinin paralel yüzeyi Mr ve Mr yüzeyinin benzerlik dönüşümü altında

resmi olan yüzey Mr olsun. Mr yüzeyinin cinsinin karakterizasyonu yapılmı̧stır

(Kalkan 2010). Bu çalı̧smaya benzer olarakMr yüzeyinin karakterizasyonunu aşağı-

daki teoremlerle verebiliriz.
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Teorem 4.3.2: M yüzeyi c = 0 olan bir LW−yüzey ise M ve Mr yüzeyleri eliptik

LW−yüzeydir.

İspat. M yüzeyi için c = 0 olmasıdurumunda ∆ = a2〉0 ve (4.17) eşitliğinden

∆r = λ2(∆ − 3c2r2 − 6acr) olduğunu biliyoruz. Buradan ∆r = λ2∆〉0 olduğu

görülür. Böylece M ve Mr yüzeyleri eliptik LW−yüzeyleri olduğu söylenebilir.

Teorem 4.3.3: M yüzeyi c〉0 olan eliptik LW−yüzeyi olsun.

r1 =
1

c
(−a− 2

3

√
3(a2 + bc)) ve r2 =

1

c
(−a+

2

3

√
3(a2 + bc))

olmak üzere;

a) Eğer r1〈r〈r2 ise Mr eliptik LW−yüzeyidir.

b) Eğer r〈r1 veya r〉r2 ise Mr hiperbolik LW−yüzeyidir.

c) Eğer r = r1 veya r = r2 ise Mr parabolik LW−yüzeyidir.

İspat. M yüzeyi c〉0 olan eliptik LW−yüzeyi olsun.

∆r = λ2(∆− 3c2r2 − 6acr)

= −3λ2c2r2 − 6λ2acr + λ2a2 + 4λ2bc

denkleminin kökleri

r1 =
1

c
(−a− 2

3

√
3(a2 + bc)) ve r2 =

1

c
(−a+

2

3

√
3(a2 + bc))

şeklinde bulunur. Buradan;

r1〈r〈r2 ⇒ ∆r〉0

r〈r1 veya r〉r2 ⇒ ∆r〈0

r = r1 veya r = r2 ⇒ ∆r = 0 yazılabilir.
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Teorem 4.3.4: M yüzeyi c〈0 olan eliptik LW−yüzeyi olsun.

r1 =
1

c
(−a− 2

3

√
3(a2 + bc)) ve r2 =

1

c
(−a+

2

3

√
3(a2 + bc))

olmak üzere;

a) Eğer r2〈r〈r1 ise Mr eliptik LW−yüzeyidir.

b) Eğer r〈r2 veya r〉r1 ise Mr hiperbolik LW−yüzeyidir.

c) Eğer r = r1 veya r = r2 ise Mr parabolik LW−yüzeyidir.

Teorem 4.3.5: M yüzeyi c〉0 ve a〉0 veya c〈0 ve a〈0 olan parabolik LW−yüzeyi

olsun.

a) Eğer −2a

c
〈r〈0 ise Mr eliptik LW−yüzeydir.

b) Eğer r〈−2a

c
veya r〉0 ise Mr hiperbolik LW−yüzeydir.

c) Eğer r = 0 veya r = −2a

c
ise Mr parabolik LW−yüzeydir.

Teorem 4.3.6: M yüzeyi c〉0 ve a〈0 veya c〈0 ve a〉0 parabolik LW−yüzeyi olsun.

a) Eğer 0〈r〈−2a

c
ise Mr eliptik LW−yüzeydir.

b) Eğer r〈0 veya r〉 − 2a

c
ise Mr hiperbolik LW−yüzeydir.

c) Eğer r = 0 veya r = −2a

c
ise Mr parabolik LW−yüzeydir.
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Teorem 4.3.7: M yüzeyi c 6= 0 olan hiperbolik LW−yüzeyi olsun.

r1 =
1

c
(−a− 2

3

√
3(a2 + bc)) ve r2 =

1

c
(−a+

2

3

√
3(a2 + bc))

olmak üzere;

a) Eğer a2〈−bc ise Mr hiperbolik LW−yüzeydir.

b) a2 = −bc olmasıdurumunda,

i) r 6= −a
c
ise Mr hiperbolik yüzeydir.

ii) r = −a
c
ise Mr parabolik yüzeydir.

c) −bc〈a2〈−4bc ve c〉0 olmasıdurumunda,

i) Eğer r1〈r〈r2 ise Mr yüzeyi eliptik LW−yüzeydir.

ii) Eğer r〈r1 veya r〉r2 ise Mr hiperbolik LW−yüzeydir.

iii) Eğer r = r1 veya r = r2 ise Mr parabolik LW−yüzeydir.

d) −bc〈a2〈−4bc ve c〈0 olmasıdurumunda,

i) Eğer r2〈r〈r1 ise Mr yüzeyi eliptik yüzeydir.

ii) Eğer r〈r2 veya r〉r1 ise Mr hiperbolik LW−yüzeydir.

iii) Eğer r = r1 veya r = r2 ise Mr parabolik LW−yüzeydir.
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4.4 E3 Öklid Uzayında Rasyonel Yüzeyler

Bu bölümde benzerlik fonksiyonları tanımlanacak ve bu fonksiyonlar yardımıyla

rasyonel yüzeyler elde edilecektir.

R3, 3−boyutlu standart reel vektör uzayında benzerlik dönüşümünün tanımışu şek-

ilde verilmi̧stir:

F : R3 → R3

x → F (x) = λAx+ b

x ∈ R3, A ∈ O(3), detA = 1, λ〉0 ve b öteleme vektörüdür. Bir M parametrik

yüzeyi

r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) (u, v) ∈ R2

şeklinde verilsin.

Önerme 4.4.1: M ⊂ E3 bir yüzey ve M yüzeyi M nin benzer yüzeyi olsun. M

yüzeyinin birinci temel formunun elemanlarıE,F,G ve M yüzeyinin birinci temel

formunun elemanlarıE,F ,G olmak üzere;

E = λ2E

F = λ2F

G = λ2G

dir. Burada λ, F benzerlik dönüşümünün benzerlik oranınıifade etmektedir.
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Önerme 4.4.2: M ⊂ E3 bir yüzey ve M yüzeyi M nin benzer yüzeyi olsun. M

yüzeyinin ikinci temel formunun elemanlarıL,M,N ve M yüzeyinin ikinci temel

formunun elemanlarıL,M,N olmak üzere;

L = λL

M = λM

N = λN

dir.

M yüzeyi ile M yüzeyinin birinci ve ikinci temel formlarıarasında bir izomorfizm

kurulabilir.

iFM : FI,II(M) → FI,II(M)

Burada;

iFM(E) = E, iFM(F ) = F , iFM(G) = G, iFM(L) = L, iFM(M) = M, iFM(N) = N dir.

Tanım 4.4.1: f ∈ FI,II(M) fonksiyonu,

f = iFM(f) = λf

koşulunu sağlıyorsa f fonksiyonuna benzerlik fonksiyonu denir (Georgiev 2012).

Lemma 4.4.1: g1, g2 keyfi benzerlik fonksiyonlarıve g3 değeri sıfırdan farklıbir

benzerlik fonksiyonu olmak üzere;

(i) λ1g1 ± λ2g2 benzerlik fonksiyonudur. Burada (λ1, λ2) ∈ R2 \ {(0, 0)} dır.

(ii)
g1g2
g3

benzerlik fonksiyonudur.
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Önerme 4.4.3: M , 3−boyutlu Öklid uzayıE3 de bir yüzey olsun.

f0(u, v) = L− 2M +N

şeklinde tanımlanan f0 ∈ FI,II(M) fonksiyonu bir benzerlik fonksiyonudur. Burada

L,M,N verilen yüzeyinin ikinci temel formunun elemanlarıdır.

Burada f0 fonksiyonu yardımıyla

1√
EG− F 2

f0(u, v) =
det(rurvruu)− 2 det(rurvruv) + det(rurvrvv)

EG− F 2

rasyonel fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon yardımıyla rasyonel yüzeyler elde

edilebilir.

Yüzeyin birinci temel formu ve ikinci temel formunun elemanlarıile elde ettiğimiz

L,M,N,
E

L
,
E

M
,
E

N
,
F

L
,
F

M
,
F

N
,
G

L
,
G

M
,
G

N
fonksiyonlarıbenzerlik fonksiyonlarıdır. Ayrıca,

bir M yüzeyinin ortalama eğriliği ve Gauss eğriliği sırasıyla H ve K olmak üzere;
H

K
,

1

H
fonksiyonlarıda benzerlik fonksiyonlarıdır.

Tanım 4.4.2: M ⊂ E3 regüler bir yüzey ve f ∈ FI,II bir benzerlik fonksiyonu

olmak üzere;

rdf (u, v) = r(u, v) + df(u, v)n1(u, v)

= r(u, v) + df(u, v)
ru × rv√
EG− F 2

d ∈ R \ {0}

rdf parametresi ile verilen Mdf yüzeyi M yüzeyinin benzer çifti olarak adlandırılır

(Georgiev 2012).
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Sonuç 4.4.1: M ⊂ E3 bir r(u, v) parametrelendirmesine sahip rasyonel bir yüzey

ve f ∈ FI,II bir benzerlik fonksiyonu olsun. M yüzeyinin

rd0 = r(u, v) + df(u, v)n1(u, v)

şeklinde tanımlanan benzer çifti rasyonel bir yüzeydir.

Örnek 4.4.1. E3 3−boyutlu Öklid uzayında, z = xy şeklinde verilen bir M yüzeyi

alalım. M yüzeyinin benzer çifti olan yüzeyleri bulalım.

M yüzeyinin bir parametrelendirilmesi

r(u, v) = (u, v, uv)

dir. Yüzeyin birim normal vektörü

n = (
−v√

u2 + v2 + 1
,

−u√
u2 + v2 + 1

,
1√

u2 + v2 + 1
)

dir. Benzerlik fonksiyonu

f0(u, v) = L− 2M +N

= − 2√
u2 + v2 + 1

olarak bulunur. d = 1 için yüzeyin benzer çifti olan Md0 yüzeyi

rd0(u, v) = (u, v, uv) + 1.
−2√

u2 + v2 + 1

1√
u2 + v2 + 1

(−v,−u, 1)

= (
u3 + uv2 + u+ 2v

u2 + v2 + 1
,
v3 + u2v + v + 2u

u2 + v2 + 1
,
u3v + uv3 + uv − 2

u2 + v2 + 1
)

şeklinde bulunur. Md0 yüzeyi rasyonel bir yüzeydir.
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Şekil 4.3 M yüzeyi

Şekil 4.4 M yüzeyinin Md0 paralel yüzeyi
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Ayrıca

f1(u, v) =
1

H

=
(1 + u2 + v2)

3
2

−uv

bir benzerlik fonksiyonudur. d = 1 için yüzeyin benzer çifti olan Md1 yüzeyi

rd1(u, v) = (u, v, uv) + 1.
(1 + u2 + v2)

3
2

−uv
1√

u2 + v2 + 1
(−v,−u, 1)

=

(
2u2 + v2 + 1

u
,
u2 + 2v2 + 1

v
,
u2v2 − u2 − v2 − 1

uv

)

olarak bulunur.

Şekil 4.5 M yüzeyinin Md1 paralel yüzeyi
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5. TARTIŞMA ve SONUÇ

Benzerlik geometrisi benzerlik dönüşümleri altında deği̧smez kalan özelliklerin ince-

lenmesidir. Bu tezde eğriler ve yüzeyler benzerlik dönüşümleri altında iki kısımda

incelenmi̧stir. Benzer üçgenler, benzer dörtgenler gibi kavramlar incelenmektedir.

Benzer eğriler ve benzer yüzeyler ile ilgili çalı̧smalar ise oldukça yenidir. Bu bakım-

dan bu tez bu konuyu çalı̧sanlar için önemli bir kaynak olacaktır.
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Ulusal Sempozyumlar

IX. Ankara Matematik Günleri, AtılımÜniversitesi, 12-13 Haziran 2014.

Çalı̧stı̆gıKurum/Kurumlar ve Yıl

1. Ankara Üniversitesi Fen Fakültesi
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