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1. GIRIS

Geometri, belli doniistimler altinda degismezlerin teorisidir. Benzerlik geometrisi ise

benzerlik doniisiimleri altinda degismezlerin teorisidir.

Bu tez calismasinda benzerlik doniisiimleri altinda egriler ve yiizeyler incelenmistir.
Bir egri ile bu egrinin benzerlik doniisiimii altinda goriintiisii olan egri benzer egriler
olarak adlandirilmig ve benzer egriler arasindaki baz iligkiler verilmistir. Georgiev
ve Encheva egriyi tegetler gostergesinin yay parametresi ile yeniden parametre-
lendirmistir. Yeniden parametrelendirilmig bu egri i¢in sekil egrilikleri tanimlamiglar
ve benzerlik doniigiimleri altinda sekil egriliklerinin degismez kaldiklarini goster-
misglerdir. Bu tez calismasinda egriler tegetler gostergesinin yay parametresi yerine
V; gosterge egrilerinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirilerek Georgiev
ve Encheva’nin calismasi genellestirilmistir. Fokal egrilikler ile Oklidiyen egrilikler
arasindaki iligki kullanilarak sekil egrilikleri fokal egrilikler cinsinden ifade edilmistir.
Benzer gekilde egrinin sekil egrilikleri ile evoliit egrisinin egrilikleri arasinda iligki

verilmigtir.

Daha sonra benzerlik doniigtimleri altinda yiizeyler incelenmis ve bir yiizey ile benzer
yiizeyinin arasinda elde edilen baz iligkiler verilmigtir. Sabit agili yiizeyler, paralel
lineer Weingarten ytizeyleri benzerlik doniistimleri altinda ele alinmig ve konu 6rnek-

lerle desteklenmigtir. Son olarak rasyonel yiizeylerden bahsedilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1 n-Boyutlu Oklid Uzay1

Tanim 2.1.1 (Afin Uzay): A bos olmayan bir ciimle, V' de F cismi iizerinde bir
vektor uzayi olsun. Bir

P:AXA—-V
doniisiimii VP, @, R € A igin

—

(P,Q) = ¢(P,Q) =P

seklinde tamimlansin. Eger, asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A ciimlesine V' ile

birlegtirilmis bir afin uzay denir.
(i)VP,Q, R € Aicin v (P, R) = ¥ (P.Q) + ¢ (Q, R) dir.

(i) VP € AveVa €V igin ¢ (P,Q) = @ olacak sekilde bir tek Q € A vardir
(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.2 (Afin Cat1): Bir V vektor uzay: ile birlegen afin uzay A olsun.
Py, Py, ..., P, € A noktalar i¢cin {POPl, PP, ..., PoPn} vektor sistemi V' nin bir bazi

ise { Py, P, ..., P,} nokta ciimlesine A afin uzayinin bir afin ¢atist denir

(Hacisalihoglu 2000).



Tamim 2.1.3 (Reel ic Carpim Uzay1): R reel sayilar cismi ve V' de bir vektor
uzay1 olmak {izere, V' de bir

(,):VxV =R

Yu,w € V igin
(v,w) = () (v,w) = (v,w) € R

i¢ carpim fonksiyonu tanimlanabilirse, V' vektor uzayina i¢ ¢arpim uzay: denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.4 (Oklid Uzay1): n boyutlu bir reel i¢ ¢carpim uzay1 V' olsun. V ile
birlestirilmis bir A afin uzayna, Oklid uzay: denir ve E™ ile gosterilir (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.1.5 (Standart ic Carpim): n boyutlu Oklid uzay1 E" de

Vo = (xlax27 "'7xn)a Y= (yl»yQa >yn) € E" 1(;1n
=1

seklinde tammlanan fonksiyona standart i¢c carpim veya Oklid i¢ ¢arpima denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.6 (Oklid Gatis1): n boyutlu bir reel i¢ carpim uzayr V olsun. V
ile birlesen E™ Oklid uzaymda {Py, Py, ..., P,} noktalari icin {POPl, by, ... POPn}

vektor sistemi V' nin bir ortonormal bazi ise { Py, Py, ..., P, } catisima dik ¢atr (Oklid
catist) denir (Hacisalihoglu 2000).



Tamim 2.1.7 (Norm): n boyutlu Oklid uzay1 E" de,
Vo = (x1, 22, ...,2,) € E" igin

2] = v/ (2, 2)

seklinde tanimlanan fonksiyona z vektérinin normu denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.1.8 (Vektérel Carpim): E®, 3 boyutlu Oklid uzayinda

Vo = (21, 22,23) , ¥ = (41,92, y3) € E® icin vektorel carpim

T Xy = (Tays — Yoz, T3Y1 — Y3T1, T1Y2 — Y1T2)

seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu 2000).

2.2 Egriler Teorisi

Tanim 2.2.1 (Egri): E", n boyutlu Oklid uzay1 ve I, R nin bir acik araligi olmak
tizere, o : I C R — E™ doniigiimii diferensiyellenebilir ise a (1) ciimlesine E™ uzay1

icinde bir egri denir (Sabuncuoglu 2001).

Tanim 2.2.2 (Egrinin Hiz Vektoérii): E", n—boyutlu Oklid uzayinda bir M
egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. « : I — E™ déniisiimiiniin Oklidiyen

koordinat fonksiyonlar1 aq, as, ..., ,, olmak iizere
a = (ag,a,....,ap), alt) e M

ve

/ Jday Oo day,
o (1) = (2 %z O

dir. o (t) tanjant vektoriine, ¢ € I olmak tizere M egrisinin a(t) noktasinda, (I, «)

koordinat komsguluguna gore hiz vektori denir (Hacisalihoglu 2000).



Tanmim 2.2.3 (Regiiler Egri): E", n boyutlu Oklid uzaymda bir a : I — E"
egrisi verilsin. Vt € I icin, o' (t) # 0 ise bu egriye regiiler egri denir (Sabuncuoglu

2001).

Tanim 2.2.4 (Birim Hizli Egri): E"™ de bir M egrisi (I, «) koordinat komgulugu

ile verilmis olsun. Eger Vs € I icin,

ise M egrisine (I,«) ya gore birim hizly egri denir. Bu durumda, egrinin s € [

parametresine yay-parametresi adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2.5: M C E" egrisi (I, «) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda,

U= {o/, o am} sistemi lineer bagimsiz ve Vo™ k> 7, igin;
(k)
a € Sp{¥}

olmak iizere, U den elde edilen {Vj,V5,...,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin
Serret-Frenet r-ayakli alani ve m € M igin {Vi(m), Vo(m), ..., V.(m)} ye ise m € M
noktasindaki Serret-Frenet r—ayaklisy denir. Herbir V;, 1 < i < r, vektoriine ise

Serret-Frenet vektori adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Ozel Hal: n = 3 6zel halinde, F?, 3—boyutlu Oklid uzaymda Frenet 2—ayaklis ve
Frenet 3—ayaklisi elde edilebilir. Bu 6zel halde; M egrisi (I, a) koordinat komgulugu

ile verilmis ise s € I yay-parametresi olmak tizere;

N(s) = o’ (s) (2.1)

dir. Béylece,{f(s), N(s), B(s) }sistemi a(s) noktasinda, M egrisinin Frenet 3—ayaklisidir
(Hacisalihoglu 2000).



Teorem 2.2.1: M C E? egrisi (I, a) koordinat komsulugu ile verilsin. ¢ € I igin
a(t) noktasindaki Frenet 3—ayaklisi, {f(t), N(t), é(t)} ise

ol da

O = o Y= a

N(t) = B)AT(t) (2.2)
= At Aa(l)

BU) = Tamaan

dir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.2.6 : M C E™ egrisi (I,a) koordinat komgulugu ile verilsin. s € [
ya kargilik gelen «(s) noktasindaki Frenet r—ayaklisi {V;(s), Va(s), ..., V.(s)} olsun.

Buna gore,

ki: I—-R 1<i<r (2.3)

s = ki(s) = (Vi(s), Vita(s))

7

seklinde tamimh k; fonksiyonuna M egrisinin i—yinci egrilik fonksiyonu ve s € [ igin

k;(s) reel sayisina da M nin i—yinci egriligi denir (Hacisalihoglu 2000).

ki
Tanim 2.2.7: «: [ — E" bir egri olsun. Eger « egrisinin s

egrilikleri orani sabit

ise «v egrisi sabit egrilik oramina sahip egri (ccr-egri) olarak adlandirihr (Monterde

2007).



Teorem 2.2.2: M C E" egrisi (I,«) koordinat komgulugu ile verilsin. s € [

yay parametresi olmak iizere, a(s) noktasindaki i—yinci egriligi k;(s) ve Frenet

r—ayaklist {V1(s), Va(s), ..., V.(s)} ise;

Vi(s) = hi(s)Va(s)
VI(s) = —ki1(8)Viei(s) + ki(s)Viga(s), 1 <i<r (2.4)
V) = —hea(s)Vor ()

dir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.2.3: M C E" egrisi herhangi bir (J, 5) koordinat komsulugu ile ver-
ilsin. Bu durumda, ¢t € J ye karsilik gelen ((t) noktasindaki Frenet r—ayaklisi
{Vi(t), Va(t), ... Vi (£)} ve

Fi(t) = 89(1) = £ (8O0, ;) Vit

J\?

olmak iizere, i—yinci k;(t) egriligi icin,

v FEa@
SO = TRONE@]

1 <e<r

dir.

Tanim 2.2.8 (Tegetler Gostergesi): 3—boyutlu Oklid uzay1, E? de bir o egrisi
s € I yay parametresi ile verilsin. o egrisinin birim teget vektorii 7' olmak {iizere,
ﬁ) = T alindiginda, P noktasi « egrisini ¢izerken, () noktasinin birim kiire ytiizeyi
tizerinde ¢izdigi egriye a egrisinin birinct kiiresel gostergesi veya tegetler gostergesi

adi verilir (Hacisalihoglu 2000).



2.3 n-Boyutlu Oklid Uzayinda Hareketler

Tanim 2.3.1 (E" de Izometri): E", n—boyutlu Oklid uzaymnda uzaklik fonksiy-

onu d olmak {izere;
f . E* — E"

z — f(z)
fonksiyonu Vz,y € E"
d : E"xE" — R

kogulunu saghyor ise f fonksiyonuna E™ Oklid uzayinda bir izometri denir (Hacisal-

ihoglu 2000).

Tanim 2.3.2 (Dénme): E" Oklid uzaymda bir f izometrisi icin eger, f(O) = O,
O € E™ ise f fonksiyonuna O etrafinda bir donme denir (Hacisalihoglu 2000).

E™ Oklid uzayinda O etrafinda dénmelerin ciimlesi R,(n) ile gosterilirse, bu ciimle

bilegke iglemine gore bir gruptur.

Teorem 2.3.1: E" ile eslegen R" n—boyutlu standart reel vektor uzayinda

Oklid i¢ carpimini koruyan ortogonal grup O(n) ile O = (0, ...,0) noktasm sabit

birakan donme grubu eglenebilir.

Yani, herhangi bir dsnme altinda £™ Oklid uzayinda bir X noktasinin goriintiisii Y’

olmak tizere;

Y = AX, A€ O(n)

bigiminde yazilabilir (Hacisalihoglu 2000).



Tanim 2.3.3 (Oteleme): E" Oklid uzaymm bir f izometrisi ve YX € E" icin
F(X)=X+h

olacak sekilde bir tek h € E™ noktasi varsa f izometrisine E” Oklid uzayinda bir
oteleme denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.3.4 (Hareket): E" n—boyutlu Oklid uzaymimn izometrilerinden biri f
olsun. E™ deki bir {z1,...,x,} dik koordinat sistemine gore f nin matrisel ifadesi,

A € O(n), yani det A = £1 ve C € R} olmak {izere;

Y A C| X
= (2.5)
1 0 1 1
seklindedir. f ye E™ de bir hareket denir. Eger det A = 1 ise f hareketine direkt

hareket, det A = —1 ise f hareketine karsit hareket adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanmim 2.3.5: Bir F': E" — E™ fonksiyonu verilmig olsun. VP € E" icin,

F(P) = (fi(P), f2(P), ... fm(P))

olacak sekildeki fi, fo,..., fm reel degerli fonksiyonlarma F nin Oklid koordinat
fonksiyonlar: denir ve F' = (fy, fa, ..., fn) yazilir.

F' fonksiyonunun koordinat fonksiyonlar1 olan f; ler diferensiyellenebilir iseler F'
fonksiyonuna diferensiyellenebilirdir denir. Eger F': E™ — E™ diferensiyellenebilir

bir fonksiyon ise F' ye donigim denir (Hacisalihoglu 2000).



Tamim 2.3.6: «(/) C E" egrisi, « : [ — E™ doniigiimii yardimiyla verilsin.

F: E" — E™ bir doniisiim ise,

f=Foa:I— E™

bilegke fonksiyonu da E™ de bir egri tamimlar. Bu egriye I’ doniigiimii altinda «(7)

egrisinin resmi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.3.7 (Benzerlik Déniigiimii): R", n—boyutlu standart reel vektor uzay:
olmak iizere;
F: R* — R

, A€ O(n),det A =1,X)0 ve b teleme vektorii
r — Flx)= MMz+b

(2.6)
seklinde tamimlanan F' doniigiimiine direkt benzerlik doniigiimii denir (Georgiev

2009).
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3. BENZER EGRILERIN GEOMETRISi

3.1 Benzer Egrilere Giris

Bu boliimde n—boyutlu Oklid uzaymda egriler ve bu egrilerin benzerlik doniistimleri
altinda goriintiileri incelenecektir. Bir egri ile benzerlik doniisiimii altinda bu egrinin
resmi olan egri benzer egriler olarak adlandirilacak ve bu tip egriler i¢in bazi temel

kavramlar ve onermeler verilecektir.

Tanim 3.1.1: «: [ — R” egrisi ve F' benzerlik doniistimii

F: R" — R™
xr — Fx)= MMaz+b

, A€ O(n),det A=1,1)0

verilsin. « egrisinin F' benzerlik doniisiimii altinda resmi 3 egrisi olsun. Bu durumda

a ile (B egrileri benzer egriler olarak adlandirilir ve 3 egrisi
B = Foa =M a(s)+b (3.1)

seklindedir.

Onerme 3.1.1: o : I — R"” egrisinin F' benzerlik doniisiimii altinda resmi 3 egrisi

olsun. « egrisinin yay parametresi s ve 3 egrisinin yay parametresi § olmak tizere;
5= Ms
dir.

Ispat. n—boyutlu Oklid uzaymnda bir egri a(s) = (a1(s), as(s),...,an(s)) ve bu

egrisinin yay parametresi s olsun. Bu durumda
lo/(s)]| = ((@4())” + (a())* + ... + (@ ())*)2 =1 dir.

11



B egrisi « egrisinin (2.6) da verilen benzerlik doniigiimii altinda goriintiisii oldugun-

dan 5(s) = AMa(s) + b dir.

(B.8) = (Ma/(s), Ad/(s))
= N(d/(s),0/(s)) [[Ad/(s)]| = A o (s)ll, det(A) =1
= )\

18 (s)| = A oldugundan

5 = Oszﬁ’(s)Hds — As

olur. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 3.1.2: o : I — R"” egrisinin F' benzerlik doniisiimii altinda resmi 3 egrisi
olsun. « egrisinin Frenet vektorleri {Vi, Va,...,V,,} ve [ egrisinin egrisinin Frenet

vektorleri {71, Va, ,Vn} olmak {izere;
V,=AV, ,i=12,...n
dir.
Ispat. n—boyutlu Oklid uzaymnda {E;, Es, ..., E,} ortogonol sistemi

E1:Oé/

seklindedir ve buradan

£y
‘/1 =
121
Ly,
Vo = T
A

{V1, Va, ..., V,,} Frenet vektorleri elde edilir.

12



Simdi bundan yararlanarak E; = AAE; (i = 1,2,

1 =1 i¢in

E1 = /\AO/
== )\AEl
1<i1<n-—1iin
E; = \AE;
olsun.
1 =n igin
- n—1 m) . - -
E, = Mao™ - W—_’Eﬁ@ . E; = ME,
=1 (B, Ej)
n=1 (Ao N\AE;)
~ a5 I NAE;
O T S TOAE, MAE;)
-1 (o™ E;)
— M| o™ — RS Rt VAN 50
( = (B Ey)
= MAFE
olur.
V; E 1=1,2,...,n
[
MNAE;
: det(A) =1
[NAE]]
AV;
dir.
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Onerme 3.1.3: o : I — R” egrisinin F benzerlik doniigtimii altinda resmi 3 egrisi

olsun. o egrisinin egrilikleri k; ve 3 egrisinin egrilikleri k; olmak iizere;
ki:_ki 221,2,,77,—1
dir.

Ispat. a : ] — R™ bir egri olsun. « egrisinin Frenet n-ayaklisi {1, Va, ..., Vi, } ve

Fy = oW — 3 (a® V;)V; olmak tizere, egrinin k; i-yinci egriligi i¢in
i

o UFal
e

dir.

Bir onceki ispata benzer olarak

F, = MAF,
oldugu gosterilebilir. Buradan;

ki = M i=12,...,n—1
TEEr
| AMAF; 4 ||
| AAFy [[|[| NAF; |

L [ Fin

M E ]

1
- k
A

oldugu goriiliir.

14



3.2 Egrinin V; Gosterge Egrisinin Parametresi ile Yeniden

Parametrelendirilmesi

Bir egrinin tegetinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirilmesi ile ilgili bazi
caligmalar yapilmistir. Bu caligmalarin bir genellemesi olarak, egri V; gosterge
egrisinin yay parametresi ile parametrelendirilmis ve bundan yararlanilarak bazi

karakterizasyonlar verilmistir (Gokeelik vd. 2014).

v(0;) = Vi(s), a egrisinin V; gosterge egrisi ve o;, y(0;) egrisinin yay parametresi

olsun. « egrisini o; parametresi ile yeniden parametrelendirelim.

dry

0

0;, 7y egrisinin yay parametresi oldugundan || |=1 dir.

dy dy ds ds
= — = (—kiiVier + kiV;
do; dsdo; ( Wi+ vH)dai

egitliginde her iki tarafin normu alinirsa;

L= \/(/fi—l(S))er(ki(S))?j;

do = J(kia(s)) + (ki(s))ds

ve

olur. Buradan

da L o = ! Vi(s) (3.2)

i Vi) + k()P (ima()) + (ki(s))?

elde edilir. Bu egitlik yardimiyla
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0 k1 0 0 0
—ki O ko 0 0
0 —k O 0 0
d Vi, ey V)T = ! 0 0 k 0 0 Vi
N N s
0 0 0 0 kn_1
0 0 0O - —k,1 O
yazilabilir.
0 b 0 0
(ki1)?+(k:)*
k
— L 0 0 0
(ki-1)?+(k:)?
0 - B 0 0
(k171)2+(k1)2
K= 0 0 0 0
0 0 0 e
(ki—1)"+(k:)
0 0 1 S 0
(ki—1)*+(k:)?
olmak iizere;
d T T
da~<V1"/2"”’Vn_l’Vn) =KV, Vo, .., Vi1, Vi)
dir. Ayrica
1 1 1
Vi, Va, oo Vi

\/(k?i—l)z + (ki) \/(/fz'—l)z + (k;)

(3.3)

vektorleri a egrisinin ortogonal vektorleridir. Bu ortogonal vektorlere gore cati

yeniden yazilabilir:

16



d 1

E=—( ) ve k; = j=12,....n—1 (3.4)
i) + () V(i) + (k)
olarak alinirsa;
k k0 0 0 0
ok k 0 0 0
0 —ky k 0 0 0
K= 0 0 -k 0 0 0
0O 0 0 e
0 0 0 0 —k,, k

matrisi elde edilir.

K matrisi yardimiyla asagidaki esitlik yazilabilir;

d K

dO'Z'

1

T
—t Vi, —=—V,| =
(\/wil)%(m)? RV TN ITSE >

1 1
—_— V., ——
( (ki—1)?+(ki)? b V (k1) +(ki)?

Yapilan bu islemlerde ¢ = 1 alinirsa egri tegetler gostergesinin yay parametresi ile

parametrelendirilmig olunur. (3.4) esitligi yardimiyla

d 1
kl_ -

4L 1 dky
—dS ]{71 n

]{Zl do

k;

ki = j=2.3,..,n—1 (3.5)

elde edilir. Burada k notasyonu yerine k notasyonu kullanilmigtir.

Tanim 3.2.1 (Sekil Egrilikleri): k1, ko, ..., kn_y fonksiyonlart o egrisinin gekil
egrilikleri olarak adlandirilir (Encheva ve Georgiev 2009).

17
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Onerme 3.2.1: n—boyutlu Oklid uzaymda, a ve § benzer egriler olmak iizere;
a ve 3 egrilerinin gosterge egrilerinin yay parametreleri aynidir. Yani, benzerlik

doniisiimleri altinda gosterge egrilerinin yay parametreleri degigsmez kalir.

Ispat. Bir a egrisinin F' benzerlik doniigiimii altinda resmi 3 egrisi olsun. « egrisinin
gosterge egrilerinin yay parametresi o; ve 3 egrisinin gosterge egrilerinin yay para-

metresi 7; olmak iizere;

o o= [IVI5) IIdS

= [V (D) )ds Fie Lk 5= s

— [+ (ki)st

olup ispat tamamlanir.

Onerme 3.2.2: Bir a: I C R — E” egrisinin Frenet vektorleri

1 1 1
Vi, Vo, ..., V,, ¢ olmak iizere;

VER+ P Ea+ G i) + ()

- d\/ (kic1)? + (k;)? - .
k(o;) = — \/( ) + &) ve kj(o;) = ;

\/(ki—1)2 + (ki) do;

fonksiyonlar1 benzerlik doniigtimleri altinda invaryanttir.
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Ispat. n—boyutlu Oklid uzaymda o bir egri ve bu egrinin

F: R* — R"
F(x)= Mz+1b

€T —
benzerlik doniisiimii altindaki resmi olan egri § = F o « olsun.
« egrisinin egrilikleri {ky, ks, ..., k,_1} ve [ egrisinin egrilikleri {k_l, ko, ,k_n,l} ol-
mak {izere;
— 1
; 1=1,2,...,n—1.

oldugu biliniyor. « egrisinin sekil egrilikleri k; ve 3 egrisinin sekil egrilikleri k; olmak

izere;
= () (R
VED) + () de
dy (kier)? + (k,)?
\/(k‘i—l)2 + (ki)*do;
= k
dir. Ayrica
b - =
VED) + (8)
1
~kji(s) |
= 1 )\ ]2 5 5 kj_xk]
Y (kz—l) +(k1)
A
=k

dir ve boylece ispat tamamlanir.
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3.3 E3 Oklid Uzaymnda o Egrisinin Fokal ve Evoliit Egrisi

Bu boliimde egrinin sekil egrilikleri egrinin fokal ve evoliit egrilerinin egrilikleri
cinsinden ifade edilecektir. Egri tegetler gostergesinin yay parametresi ile yeniden

parametrelendirildigi zaman sekil egrilikleri (3.5) esitligi ile

~ 1 dk ~
oLk g

k’l do

ks
k

seklinde ifade edilmigti. Bu boliimde bu sekil egriliklerinden yararlanilacaktir.

Tamim 3.3.1. M C E? egrisiyle m € M noktasinda sonsuz yakin dort noktasi
ortak olan kiireye, M nin m € M noktasindaki oskiilator kiiresi veya egrilik kiiresi
adi verilir (Hacisalihoglu 2000).

« egrisinin oskiilator kiirelerinin merkezleri o egrisinin fokal egrisini olusturur.

Teorem 3.3.1. M C E? egrisi (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. a(s) nok-

tasinda oskiilator kiire merkezi a ise

0= als)+ kilN(s) + (kll) kiQB(s> (3.6)

dir. Burada {7'(s), N(s), B(s)} ciimlesi a(s) noktasindaki Frenet 3—ayaklisini ifade
etmektedir (Hacisalihoglu 2000).

Onerme 3.3.1: o : I C R — E? birim hizli bir egri olmak tizere; C,,(s) « egrisinin

!

1 1 1
fokal egrisi ve f; = T fa= (k_> oo egrisinin fokal egrilikleri olsun. « egrisinin
1 1 2

El ve Ez sekil egrilikleri

ki = fi
~ 1 ,
k2 - Eflh

dir (Encheva ve Georgiev 2009).

20



a: 1 C R — E3 birim hizl, k ve 7 egriliklerine sahip bir egri ve {V;(s), Va(s), V3(s)}

« egrisinin Frenet vektorleri olsun. « egrisinin evoliit egrisi olan [ egrisi
1 1
B(s) = a(s) + E‘/Q + cot( [7(s)ds)Vs (3.7)

seklindedir (Millman ve Parker 1977).

Onerme 3.3.2: o : I C R — E3 birim hizh bir egri olsun. [ egrisi o egrisinin

. 1 1

evoliit egrisi ve e = —,e9 = — cot (J7(s)ds) olmak tizere; v egrisinin k1 ve ks sekil
K

egrilikleri
7 / = _ eileies —ere)
k=€ ve ko = 5 5

e1 + €5
dir.

Ispat. o : I € R — E? birim hizh bir egri, El ve %2 a egrisinin sekil egrilikleri

olmak iizere;

~ 1 dk,
kl do

d 1

&5

= €(s)

olur. Diger yandan

eh(s) = (%cot(fT(s)ds))l
(%)lcot(fr(s)ds)— T W 2 _ cot([r(s)ds

rsin®([7(s

,62 T
Yer  msin®([7(s)ds)

olup buradan
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bulunur. sin®( [7(s)ds) degeri e; ve ey cinsinden

cot([7(s)ds) = —

cot?([r(s)ds) = (27
1 —sin®([7(s)ds)
sin®( [7(s)ds)

SiI12(f7'(8)d ) =

dir ve ky = T oldugundan
K

!/ /
P eq(eles — ereh)
2 = 2 2
e] +e3

olur. Boylece ispat tamamlanir.
Onerme 3.3.3: o : I ¢ R — E3 bir egri olmak iizere bu egrinin fokal egrisi

c
ile evoliit egrisinin ¢akigmasi igin gerek ve yeter sart 7(s) = (arcsin(g))’ , c € RT

olmasidur.

Ispat. «a egrisinin fokal egrisi ve evoliit egrisinin ¢akigmasi durumunda (3.6) ve (3.7)

esitliklerinden

1 1,1 1 1
als) + EVQ + (E)';‘@ = a(s) + EV2 + p cot([7(s)ds)V3

yazilabilir.
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Yazilan bu esitlikten;

(2 = cotl[7(s)ds)
() = T1cot([7(s)ds)

(1) +1n(c) = In(sin(f7(s)ds), )0
= sin([7(s)ds)
o))

7(s) = (arcsin(
olarak bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Onerme 3.3.4: o: I C R — E? bir egri, o egrisinin evoliit egrisi

B=a(s)+ 1 Vo + 1 cot([7(s)ds)Vs

w(s) " A(s)

ve 7(s) = (arcsin(f))’ , ¢ € RT olsun. Bu durumda « min sekil egrilikleri
K

ko= %T(S) cos([7(s)ds)
ky = %T(S) sin( [7(s)ds)

dir.

. 1 1
Ispat. « egrisinin evoliit egrisi § ve evoliit egrilikleri e; = =, e5 = — cot([7(s)ds)
K K

olmak tizere;

er = % : T(s):(arcsin(g))'
_ %sin(fT(s)ds)
ey = %cot(fr(s)ds)
1

cos([7(s)ds)
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dir. €] ve e degerleri ve 6nerme 3.3.2 gz oniine alinirsa

k’l = 6/1
1
= —7(s)cos([T(s)ds)
c
T e1(eles — ereh)
2 = 2 4 .2
e] +e;
1
= ET(S) sin( [7(s)ds)

olur.

Sonug 3.3.1: o : I C R — E3 bir egri ve o egrisinin fokal egrisi ile evoliit egrisi

cakigir ise sekil egrilikleri

k= 17'(3) cos([7(s)ds)

c
~ 1

ky = ET(S) sin( [7(s)ds)

olur.

3.4 Sekil Egrilikleri Sabit Olan Egriler

Bu boliimde sabit gekil egriliklerine sahip olan egriler aragtirilmigtir. Sabit gekil
egriliklerine sahip bir egrinin bu egriliklere bagl olarak yazilabilecegi gosterilmistir.

Burada %, 751, o En_l sekil egrilikleri sabit olarak alinacaktir.

0 %k 0 0 0 0 0

ki 0 ky O 0 0 0

Y 0 —ky O 7{3 0 0 0
0O 0 0 0 I R

0 0 0 0 0 —k,, O
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n
M? simetrik matrisinin m = ) tane negatif karakteristik degeri vardir. M matrisinin

normal formu

0O X 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 0 0
0 0 0 X 0 0 0
0 0 =X O 0 0 0
o o o 0 -~ 0 0 Ay
o 0 o0 0 -+ 0 =X, O

seklindedir. n sayisinin tek olmasi durumunda, n sayisinin ¢ift olmasi durumunda
elde edilen matrise sadece sifirlardan olusan bir satir(kolon) eklenmelidir. Burada

Ni # A, i # j (Greub 1967).

Teorem 3.4.1: o : [ C R — R*™ egrisi 75, %1, e ,E2m_1 sabit sekil egriliklerine
sahip bir egri ve M? matrisi —)\f, —)é, cee —)\%1 negatif karakteristik degerlere sahip

olsun. V;—gosterge egrilerinin o; yay parametresi ile parametrelendirilmis « egrisi

A1 Lo, . a1 %o, Uy Gog.: - A Lo
a(o;) = | =€ sinfy, ——e" cos by, -, e sinb,,, ———e"i cos O,
1 bl bm bm

(3.8)
seklindedir.

= A2
Burada b; = \/k‘2+)\J2~ ve 0; = )\]2-0'2' + arccos ~—] j =12 m.
VRPN

Ayrica aq,as,- -, a,, sayilar
<‘/;7V;> = ]-7 .]: 1727"' , M.
sisteminin ¢oziimiinden elde edilir.

Ispat. a: I — R®™ bir egri ve {Vi(o:), Va(oi), -, Vam—1(04), Vo (0;) } bu egrinin
Frenet vektorleri olsun. e(o;) = (Vi(0;),Va(oy), -, Vam_1(0:), Vam(0s))T olarak
ifade edilebilir.
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y e =Me diferensiyel denklemin ¢oziimiinden {V;(0;), Va(o;), -+, Vam—1(0:), Vam (i) }
g;

vektorleri bulunabilir. V;(o;) vektorii

Vi(o;) = (aq cos(A10;), ag sin(A0;), -« + @y, cos( A 03), @, sin(A,0;)).

seklinde hesaplanir. Burada M matrisinin normal formu olan matris kullanilir.

m

(Vi,Vi) =1 oldugundan > (a;)* =1 dir.
j=1
a egrisinin parametrik denklemini X = (z1(0;), x2(0;), -, Tam—_1(04), Tam(0;)) alalim.

(3.2) ifadesinden

d 1
X = ———=V] yazilabilir. Ayrica;

doi” /KT, TR

Ay k) ()
Vkio)? + (ki)do,

esitliginde k sabit oldugundan bu egitlikte her iki tarafin integrali alinirsa
V2 + k2= e~koi elde edilir. Boylece

d ~ d o . .
— 2951 = ajef cos(\jo;)  ve  ——my; = a;e™isin(Njoy) j=1,2,---,m.

do; do;

denklemleri yazilabilir. Bu iki denklemin integral yardimiyla ¢oziillmesiyle

Toj 1 = 4 o cos(\joy) + Lo, (3.9)
k k
i ko )\’L
Toj = 4 ot sin(Ajo;) — ?172]'_1. (3.10)
elde edilir. Bu denklemler yardimiyla
Tojl1 = = 4G (k cos(Ajo;) + Ajsin(Ajoy)) = 4 ko i 0;,
K2+ X\ bj
Gy = = eivi(%sin()ra) — )\jcos(\joy)) = — 2 ekoi o5 6,
J 2 +)\J2 J J J bj J
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bulunur. Elde edilen denklemler yardimiyla su esitlikler elde edilir:

sin 0,

cos 0;

2 ﬁcosﬁj),

(cos(Ajo;) — 3

—g(sin()\jai) - %Sin 6;).
J

Buradan 6; acis1 su sekilde bulunur:

0; = \jo; + arccos

Aj

\/7%2+/\§'

e =Me denklemi yardimiyla {V}, V3, ..., V,,} Frenet vektorleri bulunabilir:

dO'Z'
Vi(o;) = G_Eaiia(ai)
dJi

1 d

‘/2(01) = ngivl(az‘)
1 ~

V(o) = %—2(/51‘/1(02‘)+d7iv2(0i))
1 ~

Vi(oi) = %—(k2v2(0’z‘)+ Vs(0i))
3 i
1 ~

V(o) = T (km—2Vim—2(0;) + 'Vm—l(gi))-
m—1 4

(Vi, Vi)
(Va, V2)
(V3, V3)

(Va, Va)

Boylece ispat tamamlanmig olur.

R S

j=1

(3.11)

1= Y al(1- )2 =43

J=1

1= 3 a2\ (k3 — \D)? = 3k
j=1
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Teorem 3.4.2: o : I — R*"Flegrisi V;—gosterge egrisinin o; yay parametresi ile

parametrelendirilmis bir egri olsun. « egrisini

a1 %o, a1 %o, U %o. - Am %o Toos
a(o;) = (—ek‘“ sin 6, —b—ek"’ cosfy, -, b—mekal sin 6,,, —b—mek‘“ cos 0., am+1ek”1>
1 1 m m

22

seklinde yazabiliriz. Burada b; = \/%2 + /\? ve 0; = 4/ A?oi + arccos ~—J
R+ A

j=1,2,--+,m.

Ayrica aq,as,- -+ , a1 sayllarim agsagidaki denklemlerden hesaplayabiliriz:

Vo) = e Lo

dO'i
1 d
Va(oi) = ?da'vl(ai)
1 i
~ d
Va(oi) = =(kiVa(os) + - —Val(oi))
2 T
Vo) = —(Va(o) + ~—Va(o)
4\0; — E3 2VolO0; dO'i 305
1 ~ d
Vini1(oi) = E_(km—lvm—l<ai)+gvm(ai))-

oldugundan;

Vi) = 1= ;a? +%2@3n+1 =1
m+1

<W%>=1:;ﬁﬁzﬁ

(Vi,Vi) = 1,i=3,....m+1

Ispat. Teoremin ispati Teorem (3.4.1) in ispatina benzer gekilde yapilabilir.
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Bu konunun bir uygulamasi olarak egriyi tegetler gostergesinin yay parametresi ile

yeniden parametrelendirilmesi durumunu inceleyelim.

n=3, i=1 durumu:
Egri tegetler gostergesinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirildigi zaman

sekil egrilikleri

~ 1 dkl 7 kQ .
= -2 =2 =93 ..n-1
1 kl dO'l ve 2 kl J 737 y

seklindedir. Bu sekil egrilikleri yardimiyla egri su sekilde ifade edilebilir:

a: 1 CR — E3, sifirdan farkh sabit sekil egriliklerine sahip bir egri olsun. o egrisi

tegetler gostergesinin yay parametresi ile yeniden parametrelendirilsin. Bu durumda

0 1 0
M=| -1 0 k
0 —ky O
matrisi ile
-1 0 ko
M=] 0 —-1-k2 0
ks 0 —k2
matrisi bulunur ve bu matrisin karakteristik degeri —\} = —1 — 7{:3 dir. Buradan

by = \/k2 4+ 1 + k2 elde edilir. (3.11) denklemlerinden

a: —l—a%%% =1 ve a2\ =1
denklemleri elde edilir ve bu denklemlerin ¢oziilmesiyle
1 k2

a; = — Ve Qg = {|=—"""
1+ k2 k(1 + &3)

elde edilir.
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Ayrica
= 1+ k2
0 = o1\/ 1+ k3 + arccos _th
L+ kf + k3

a(oy) = (Z—lle%”l sin 0, —Z—iegl‘“ cos 0, agezl‘“) (3.12)

olup egriyi

seklinde yazabiliriz.

Sonug 3.4.1: a(o;) : I C R — R" egrisi, k; sabit sekil egriliklerine sahip bir egri

olsun. Bu durumda « egrisi bir ccr-egri olur.

Ornek 3.4.1: o : I ¢ R — R” gekil egrilikleri k= % ve ky = % olan bir egri
olsun. Tegetler gostergesinin yay parametresi ile parametrelendirilmis bir egrinin
ifadesi (3.12) ile verilmistir. Verilen denklemler yardimiyla egriyi su sekilde ifade
edebiliriz:

ay i . a; g %
a(oy) = (b—ekl"l sin 04, —b—ekl"l cos 01, a26k1"1)
1 1

Tek boyutta elde edilen denklemlerin kullanilmasiyla aq, as, by katsayilari ve #; acisi

elde edilir.

, 10 2 2 7 V10 (@)

Al=—, a1 =—=Veay= by ==, 0, = ——01 + arccos -

9’ NG /10’ 6 3

Burada o1, « egrisinin tegetler gostergesinin yay parametresidir. Egri tegetler goster-

gesinin yay parametresi ile parametrelendirildiginden

~  ky 1
]{j = — = —
"k 3

K
dir. Burada — orami sabit oldugundan « egrisi bir helistir.
T
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Sekil 3.1 « egrisi

31



4. BENZER YUZEYLERIN GEOMETRIiSi

Bu boliimde 6ncelikle yiizeylerle ilgili temel tanim ve kavramlar verilecektir. Sonra
yiizeylerin direkt benzerlik doniisiimleri altinda goriintiisii olan yiizeyler incelenerek
baz1 karakterizasyonlar verilecektir. Ozel olarak sabit acili yiizeylerin ve paralel
lineer Weingarten yiizeylerinin benzerlik doniigiimii altindaki resmi olan ytizeyler

incelenecektir. Daha sonra rasyonel yiizeylerden bahsedilecektir.

4.1 Yiizeyler Teorisi

Tanim 4.1.1: E" n—boyutlu Oklid uzayinda

reUCE"|f:U—R )
M = , U bir acik alt ctimle

x— f(z)=rc

V[ |,# 0, Vp € M bigiminde tanimlanan M ciimlesine n—boyutlu Oklid uzayinda
(n — 1) boyutlu bir yizey denir. E™ de bir (n — 1)—yiizey, n)3 olmas1 halinde
hiperyiizey olarak adlandirihir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 4.1.2: U, E? de bir acik alt ciimle olmak iizere X : U — E3
X(u7 U) = (xl(ua U)v xQ(uv U), x3(ua U))

biciminde tanimlanan diferensiyellenebilir doniisiimiine £ de bir yama, lokal yiizey

veya iki parametreli yiizey denir (Gray 1993).
Tanim 4.1.3: X : U — X (U) C E? bir lokal yiizey ve (ug, vo) € U sabit olsun.

u — X (u,v9) vev — X (ug, v) egrilerine, sirasiyla, X in u—parametre ve v—parametre

egrileri denir (Gray 1993).
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Tanim 4.1.4: M C E™ bir alt ciimle olsun. Eger M nin VP € M noktasi igin, P yi
iceren bir V komsulugu var ve bir X : U C E? — VN M C E? doniistimii asagidaki

ozellikleri saglarsa, M ye bir regiiler yiizey denir.
i) X diferensiyellenebilirdir,
it) X : U — V N M bir homeomorfizimdir,

1) X : U — M doniigtimii bir regiiler lokal yiizeydir (Gray 1993).

—

Tamim 4.1.5: E™ de bir regiiler yiizey M ve P € M olsun, eger a(0) = P, a/(0) = Up
ve a(t) € M (a <t < b) olacak gekilde bir av: U — E™ egrisi varsa, Up € Tgn(P) ye
M nin P noktasindaki tanjant vektori denir (Gray 1993).

Tamm 4.1.6: Bir X : U — E? injektif yamasi icin X, x X, sifirdan farkh olacak

bi¢imde (u,v) € U noktalarinda birim normal vektor alam veya yiizeyin normali;
(u,v) (4.1)

esitligi ile tammmlanir (Gray 1993). Burada x vektorel carpim ifade etmektedir.

Tanmim 4.1.7: X : U — E™ bir lokal yiizey olsun.
E
G

seklinde tanmimlansin. Buna gore ds? = Edu? + 2Fdudv + Gdv? ifadesine X in
birinci temel formu denir. E, F, G fonksiyonlarina ise X in birinci temel formunun

elemanlar1 denir (Gray 1993).
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Tanim 4.1.8 (Sekil Operatorii): M bir regiiler yiizey ve M nin P € M nok-
tasindaki yiizey normali U olsun. ¢p ile M nin P noktasindaki tanjant vektorii

gosterilmek {izere

S(vp) = =Ds,.(U) (4.3)

seklinde tanimh S doniigiimiine M yiizeyinin sekil operatori denir (Gray 1993).
Tanim 4.1.9 (ikinci Temel Form): X : U — E" bir lokal yiizey olsun.

L = <qu7]\7(u,v)>,
M = <Xuv,]\7(u,v)>, (4.4)

N = <Xm,,]\7(u,v)>

seklinde tamimlansin. Buna gore Ldu? +2M dudv + Ndv? ifadesine X in ikinci temel
formu denir. L, M, N fonksiyonlarina ise X in ikinci temel formunun elemanlar:

denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 4.1.10 (Asli Egrilik Dogrultusu): E™ de bir hiperyiizey M ve M nin gekil
operatorii S olsun. M yiizeyinin bir P noktasina karsilik gelen S |p nin karakteristik
degerleri M yiizeyinin bu noktadaki asli egrilikleri olarak adlandirilir. Asli egriliklere
karsilik gelen ve karakteristik vektor denen vektorlerin belirttigi dogrultulara da M

nin bu P noktasidaki asli egrilik dogrultular denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 4.1.11 (Gauss Egriligi): E™ de bir hiperyiizey M ve M nin P noktasindaki

sekil operatorii S |p olmak iizere,

K : M—R (4.5)

P — K(P)=detS(P)

seklinde tammlanan fonksiyona M yiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu ve K(P)

degerine de M nin P noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu 2000).
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Tamim 4.1.12 (Ortalama Egrilik): E™ de bir hiperyiizey M ve M nin P nok-

tasindaki gekil operatorii S |p olmak iizere,

H : M—R (4.6)

P — H(P)=1zS(P))

seklinde tanimlanan fonksiyona M yiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu ve H(P)

degerine de M nin P noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 4.1.13 (Minimal Yiizey): Oklid uzayinda her noktada ortalama egrilik
fonksiyonu sifir (H = 0) olan yiizeylere minimal yiizey denir. Bir bagka ifadeyle aym
sinirlara sahip olan yiizeyler arasinda en kiiciik alanlh yiizeye minimal yiizey denir

(Gray 1998).

Tanim 4.1.14 (Umbilik ve Flat Nokta): E™ in bir hiperyiizeyi M olsun. P € M

noktasindaki M nin sekil operatorii matris S olmak {izere,

i) 3X € R i¢in, S = AI,,_; ise P noktasina M nin bir umbilik (gobek) noktas: denir.
1) S = 0 seklinde S bir sifir doniigiimii ise P noktasina M nin bir dizlemsel (flat)
noktasidir denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 4.1.15 (Egrilik Cizgisi): E™ de bir hiperyiizey M ve M iizerinde bir
egri o olsun. « egrisinin tegete vektor alani 7' ve M nin gekil operatorii S olmak
iizere, eger T vektor alani « egrisi boyunca S nin karakteristik vektorlerine karsilik

geliyorsa « egrisine M iizerinde bir egrilik ¢izgisidir denir (Hacisalihoglu 2000).

Teorem 4.1.1: X : U — E3 regiiler bir yama olsun. X in Gauss ve ortalama

egrilikleri sirasiyla;

— M? —
_LN-M . LG-2MF+NE )

K= EG — F? 2(EG — F?)

dir (Gray 1993).
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Teorem 4.1.2: X : U — E? regiiler bir yama olsun. X in asli egrilikleri k; ve ks

olmak {izere

k=H+VH —Kvelky=H—VH— K (4.8)

dir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 4.1.16: M regiiler bir yiizey ve M yiizeyinin bir benzerlik doniigiimii altinda
resmi olan yiizey M olsun. M ile M yiizeyleri benzer yiizeyler olarak adlandirihrlar.

M = r(u,v) yiizeyini ve (2.6) da verilen

F: R — R"
xr — F(r) =Mz+b

F direkt benzerlik doniistimiinii alalim. M yiizeyinin benzer yiizeyi olan M yiizeyinin
parametrik ifadesi

r(u,v) = Ar(u,v) + b

seklindedir.

Onerme 4.1.1: M C E? bir yiizey olsun. M ve M birim normal vektorleri sirasiyla

N ve N olan benzer yiizeyler olmak iizere;
N =AN

dir.

Onerme 4.1.2: M C E? bir yiizey olsun. M ve M sekil operatorlerinin matrisleri

sirasiyla S ve S olan benzer yiizeyler olsunlar. Bu durumda

- 1
S_XS

dir.
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Onerme 4.1.3: Bir M yiizeyi iizerinde bulunan bir « egrisi geodezik bir egri ise

M yiizeyi tizerinde bulunan @ egrisi de geodezik bir egridir.

Ispat. «a egrisi birim normal vektorii N olan M yiizeyi iizerinde bulunan bir geo-

dezik bir egri ise

"

a(s) =o(s)N |ags)

dir. (2.6) da verilen I’ benzerlik doniigiimii altinda « egrisinin resmi
a(s) = Ma(s) +b
dir. Buradan;

a(s) = Ma(s)’
= A(0(s)N |a(s))
= Ao(AN [a)
= AN

elde edilir. Boylece @ egrisinin M yiizeyi iizerinde geodezik oldugu gosterilmis olur.

4.2 E? Oklid Uzayinda Sabit Acili Benzer Yiizeyler

Bu boliimde, sabit acili yiizeylerden bahsedilecek ve bu yiizeylerin benzerlik doniisiim-

leri altinda resimleri olan ytiizeyler incelenecektir.
Tanim 4.2.1: FE? 3—boyutlu Oklid uzayinda, birim normal vektorii sabit bir

dogrultu ile sabit bir ag1 yapan yiizeye sabit agili yiizey denir (Munteanu ve Nistor

2009).
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Teorem 4.2.1: E? 3—boyutlu Oklid uzaymda, M yiizeyi r(u,v) parametresine
—
sahip ve birim normal vektorii N olan sabit agili bir yiizey olsun. M yiizeyinin

birim normal vektoriiniin sabit ac1 yaptigi sabit & dogrultusu
. —
k = sinfr, + cos§ N (4.9)

seklindedir (Munteanu ve Nistor 2009).

Onerme 4.2.1: E? 3—boyutlu Oklid uzayinda, M regiiler bir yiizey ve M, M
yiizeyinin benzer yiizeyi olsun. Eger M yiizeyi birim normal vektorii bir £ dogrultusu
ile sabit ac1 yapan sabit acih bir yiizey ise M birim normal vektorii Ak dogrultusu

ile ayn1 sabit agiy1 yapan sabit acili bir yiizeydir.

Ispat. M birim normal vektdrii N olan ve N vektoriiniin k sabit dogrultusu ile 6

acis1 yaptigi sabit acgili bir yiizey olsun. Bu durumda
(N, k) = cosf
esitligi saglanir.
M yiizeyinin birim normal vektorii N = AN dir. Bu durumda

(NF) = (ANF)
— (AN, AR)
= <N7k>

= cosf

olup ispat tamamlanir.
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Ornek 4.2.1: E? 3—boyutlu Oklid uzayinda,
r(u,v) = > ((u cos v+v? cos v—2v sin v—2 cos v+2), (u sin v+v? sin v+2v cos v—2sin v), u)

parametrelendirilmesine sahip bir M yiizeyi ve

F: R - R}
r — F(x) =Mz+b

0 01
A=4, A=10 1 0| veb=(0, 2V/2, 2\/5) olmak tizere;
-1 0 0

benzerlik doniisiimii verilsin. M yiizeyinin verilen benzerlik doniisiimii altindaki

resmi olan yiizey su sekilde bulunur.

2

r(u, v) = 2v/2(u, usin v+v? sin v+20 cos v—2 sin v+1, —u cos v—v? cos v+2v sin v+2 cos v—1)

s
M yiizeyinin birim normal vektoriiniin 0 = 1 sabit ac1 yaptig1 sabit £ dogrultusu

(4.9) esitligi yardimiyla bulunabilir.

(cosw,sinw, 1)

o[l

(—cosv, —sinv, 1)
T

f = — alinirsa;
4 )

k = sinfr, + cosN
= (0,0,1)

sabit dogrultusu bulunur.
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Benzer sekilde M yiizeyi icin

Tu = 2v2(1,sinv, — cosv)

V2

= —(1,—sinw,cosv)

2

esitlikleri yazilabilir. Benzerlik doéniigtimleri agilarin biiyiikliigiinii korudugu igin

™
0=—al
4 almir ve

k = sinf—%— + cosN

|| ||
= (1,0,0)

sabit dogrultusu bulunur. Ayrica énerme (4.2.1) den

E = Ak
= (1,0,0)

oldugu goriiliir.

Sekil 4.1 Sabit agih M yiizeyi
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Sekil 4.2 Sabit acili M yiizeyinin M benzer yiizeyi

4.3 E? Oklid Uzayinda Paralel Weingarten Yiizeyleri ve Benzerlik

Doniistimleri

Tanim 4.3.1: M; ve My, E™ n—boyutlu Oklid uzaymda iki yiizey ve M; in birim

normal vektor alani, Ny = > ai% olsun. Eger, bir r € R sabit sayis1 ve VP € M,
i=1 !

icin

f(P) = (pl + T&l(P)> <oy Pn +Tan(P)

olacak sekilde bir
f o My — M

fonksiyonu bulunabilirse, M; ye M; in bir paralel yiizeyi denir (Hacisalihoglu 2000).

M = r(u,v) bir parametrik yiizey ve n,, M yiizeyinin normal vektorii olsun. M

yiizeyinin paralel yiizeyi olan M yiizeyi
My = r(u,v) + dn,(u,v)

seklindedir. M; yiizeyinin (2.6) ile verilen F' benzerlik doniigiimii altinda goriintiisii

olan yiizey My = F(My) = M + dony(u,v) seklinde ifade edilir.
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M yiizeyi ile bu yiizeyin F' benzerlik déniistimii altindaki resmi olan M yiizeyi benzer
yiizeyler olarak adlandirilmigti. Benzer sekilde M yiizeyinin paralel yiizeyi olan M,
yiizeyi ve bu yiizeyin (2.6) ile verilen F' benzerlik déniigiimii altindaki resmi olan
M, yiizeyi benzer yiizeyler olarak adlandirilirlar. Simdi bu yiizeyler arasindaki baz

iligkiler verilecektir.

Onerme 4.3.1: M C E? yiizeyi verilsin. M yiizeyinin benzer yiizeyi M, paralel
yiizeyi M, ve M, yiizeyinin benzer yiizeyi M, olmak iizere; M yiizeyi ile M, yiizeyi
arasimndaki uzaklik r ise M ile M, yiizeyleri arasindaki uzaklik \r dir (Georgiev

2012).

Onerme 4.3.2: M C E? yiizeyinin benzer yiizeyi M olsun. M yiizeyinin sabit
egriligi ve Gauss egriligi sirasiyla H ve K , M yiizeyinin sabit egriligi ve Gauss

egriligi sirasiyla H ve K olmak iizere;

— 1 — 1

dir.

Teorem 4.3.1: M C E? yiizeyinin bir paralel yiizeyi M, olsun. p € M noktasinda
M nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K ve H, f(p) € M, noktasinda M, nin

Gauss ve ortalama egrilikleri de K, ve H, olsun. Bu durumda

K
K, = 411
1+7H +r?K ( )

H H+2rK
" 147rH+r2K

dir (Hacisalihoglu 2000).
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Onerme 4.3.3: M C E? yiizeyinin bir paralel yiizeyi M, olsun. M, yiizeyinin
sabit egriligi ve Gauss egriligi sirasiyla H, ve K,, M, yiizeyinin sabit egriligi ve

Gauss egriligi sirasiyla H,. ve K, olmak iizere;

1 — 1
0, =0 ve K, =K, (4.12)

dir.

Ispat. M C EP yiizeyinin bir paralel yiizeyi M, olmak iizere; M yiizeyinin ortalama
ve Gauss egrikleri ile M, yiizeyinin ortalama ve Gauss egrilikleri arasindaki iligki
(4.11) de verilmistir. Bu esitliklerden ve (4.10) da verilen esitliklerden yararlanarak

ispat kolayca tamamlanir.

Sonug 4.3.1: Eger M yiizeyi acilabilir bir yiizey ise M, M, ve M, yiizeyleri de

acilabilir yiizeylerdir.
Weingarten yiizeyleri Lopez tarafindan yapilan bazi caligmalarda incelenmigtir.

Tanim 4.3.2: n—boyutlu Oklid uzay1 E™de bir M yiizeyi verilsin. M yiizeyinin

ortalama egriligi H ve Gauss egriligi K olmak iizere;
aH +bK =c a,b,ceR ve a> +b*#0 (4.13)

bagintisim saglayan M yiizeyine lineer Weingarten yiizeyi denir (Kalkan 2010).

Lineer Weingarten ytiizeyinin diskriminanti
A = a® + 4be (4.14)

seklinde tanimhidir.
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E3 3—boyutlu Oklid uzaymda, M lineer Weingarten yiizeyi diskriminantma baglh
olarak su sekilde siniflandirilir:

A(0 ise M yiizeyi hiperbolik yiizeydir.

A =0 ise M yiizeyi parabolik bir yiizeydir.

A)0 ise M yiizeyi eliptik bir yiizeydir (Kalkan 2010).

Bu bsliimde M yiizeyi ile M, yiizeyi arasindaki gecisler verilecektir.

Onerme 4.3.4: 3—boyutlu Oklid uzaymda, M yiizeyi bir lineer Weingarten yiizeyi

ise M, yiizeyi de lineer Weingarten yiizeyidir.

Ispat. M yiizeyi bir lineer Weingarten yiizeyi olsun. Bu durumda M yiizeyinin

Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K ve H olmak iizere;
aH +0K =c a,b,ceR

yazilabilir. (4.11) esitligi yardimiyla

K, H, - 2rK,
ve H = "

K =
1—rH, +rK, 1—rH, +rK,

esitlikleri elde edilebilir. Bu egitliklerden ve (4.12) ile verilen esitliklerden yarar-
lanilarak

ANa+cr)H, + X (b —2ar — er®) K, = ¢

denklemi elde edilir.
Burada A(a + cr) = a,, A* (b — 2ar — cr?) = b, ve ¢ = ¢, olarak almirsa
G’TE_'_bTFT:CT ambmcr eR

bulunur ve ispat tamamlanir.
Benzer sekilde M, yiizeyi lineer Weingarten yiizeyi ise M yiizeyi de lineer Weingarten

yiizeyidir.
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Paralel ytiizeylerin ve benzer yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri arasinda baz
esitlikler elde edilmigti. Bu esitlikler, (4.13) ve (4.14) denklemleri gz 6niine alinirsa

yiizeylerin diskriminantlar1 arasindaki iligkiler bulunabilir.

M yiizeyi
ald +bK =c

bagintisina sahip LW —ytizeyi olsun. Bu durumda M yiizeyinin diskriminanti
A = a® + 4bc

dir.

M, yiizeyi
(a+cr)H, + (b—2ar — cr®) K, = ¢

bagintisina sahip olup M, ylizeyinin diskriminanti
A, = A —3c¢*r® — 6acr (4.15)

dir.

M yiizeyi
(a\) H + (bV)K = ¢

bagmtina sahip olup M yiizeyinin diskriminanti
A= )NA (4.16)

dir.
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M, yiizeyi
Aa+cr) Hy + N\ (b— 2ar — CTQ)K: c

bagmtisina sahip olup M, yiizeyinin diskriminanti

A, = X(A —3c*? — 6acr) (4.17)
= NA,

dir.

Sonug 4.3.2: Eger M yiizeyi bir lineer Weingarten yiizeyi ise M, M, ve M, yiizeyleri

lineer Weingarten yiizeyleridir.

Sonug 4.3.3: Benzerlik doniistimleri lineer Weingarten yiizeylerinin cinsini korur.
Yani; bir M yiizeyi eliptik(parabolik veya hiperbolik) ise M yiizeyi de eliptiktir
(paraboliktir veya hiperboliktir). Benzer bi¢imde M, ve M, yiizeylerinin cinsleri de

aynidir.

Bir M ylizeyinin paralel yiizeyi M, ve M, yiizeyinin benzerlik doniisiimii altinda
resmi olan yiizey M, olsun. M, yiizeyinin cinsinin karakterizasyonu yapilmistir
(Kalkan 2010). Bu calismaya benzer olarak M, yiizeyinin karakterizasyonunu asagi-

daki teoremlerle verebiliriz.
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Teorem 4.3.2: M yiizeyi ¢ = 0 olan bir LW —yiizey ise M ve M, yiizeyleri eliptik
LW —yiizeydir.

Ispat. M yiizeyi icin ¢ = 0 olmasi durumunda A = a?)0 ve (4.17) esitliginden
A, = N(A — 3¢*r? — 6acr) oldugunu biliyoruz. Buradan A, = A?A)0 oldugu
goriiliir. Boylece M ve M, yiizeyleri eliptik LW —yiizeyleri oldugu séylenebilir.

Teorem 4.3.3: M yiizeyi ¢)0 olan eliptik LW —yiizeyi olsun.

1
rn =-
C

2 1 2
(—a — 3 3(a2+bc)) ve ry= E(—a + 3 3(a? + be))
olmak tizere;
a) Eger ri(r(ry ise M, eliptik LW —yiizeyidir.

b) Eger r(r, veya r)ry ise M, hiperbolik LW —yiizeyidir.
c) Eger r = 1| veya r = ry ise M, parabolik LW —yiizeyidir.

Ispat. M yiizeyi )0 olan eliptik LW —yiizeyi olsun.

A, = X(A —3c*? — 6acr)

= —3X2%? — 6\ %acr + A2a® + 4\%be
denkleminin kokleri
r = %(—a - g 3(a®+bc)) ve ry= %(—a + g 3(a% + bc))
seklinde bulunur. Buradan;
ri(r(ry = A,)0
r{r; veya r)ry = A0

rT=7T]Veyar =71y = A, =0 yazilabilir.
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Teorem 4.3.4: M yiizeyi ¢(0 olan eliptik LW —yiizeyi olsun.

1 2
(—a— =+/3(a? +bc)) ve ro=—(—a+ =+/3(a?+ b))
3 c 3
olmak iizere;
a) Eger o (r(r; ise M, eliptik LW —yiizeyidir.
b) Eger r(ry veya r)r; ise M, hiperbolik LW —yiizeyidir.

c) Eger r = | veya r = ry ise M, parabolik LW —yiizeyidir.

Teorem 4.3.5: M yiizeyi ¢)0 ve a)0 veya ¢(0 ve a(0 olan parabolik LW —yiizeyi

olsun.

5 2a N = .. .
a) Eger ——(r(0 ise M, eliptik LW —yiizeydir.

c

y 2a = : :

b) Eger r(—— veya r)0 ise M, hiperbolik LW —yiizeydir.
c

y 20, — . .

c) Eger r = 0 veya r = —— ise M, parabolik LW —yiizeydir.
c

Teorem 4.3.6: M yiizeyi ¢)0 ve a(0 veya ¢{0 ve a)0 parabolik LW —yiizeyi olsun.

y 20, - . . ) .
a) Eger 0(r(—— ise M, eliptik LW —yiizeydir.

c

9 20 . — . . :

b) Eger r(0 veya r) — — ise M, hiperbolik LW —yiizeydir.
c

2 _
c) Eger r =0 veya r = _?a ise M, parabolik LW —yiizeydir.
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Teorem 4.3.7: M yiizeyi ¢ # 0 olan hiperbolik LW —yiizeyi olsun.
1 2
(—a— =+/3(a? +bc)) ve ro=—(—a+ =+/3(a?+ b))
3 c 3
olmak iizere;
a) Eger a?(—bc ise M, hiperbolik LW —yiizeydir.
b) a? = —bc olmasi durumunda,
i) r # ~% e M, hiperbolik yiizeydir.
c
ii) r = ~ % e M, parabolik yiizeydir.
c
c) —bc(a?{—4bc ve )0 olmasi durumunda,
i) Eger ri(r{ry ise M, yiizeyi eliptik LW —yiizeydir.
ii) Eger r(r, veya r)ry ise M, hiperbolik LW —yiizeydir.
iii) Eger r = r| veya r = ry ise M, parabolik LW —yiizeydir.
d) —bc{a®(—4bc ve ¢(0 olmast durumunda,
i) Eger ro(r(r, ise M, yiizeyi eliptik yiizeydir.
ii) Eger r(ry veya r)r; ise M, hiperbolik LW —yiizeydir.

iii) Eger r = r| veya r = ry ise M, parabolik LW —yiizeydir.
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4.4 E? Oklid Uzayinda Rasyonel Yiizeyler

Bu boéliimde benzerlik fonksiyonlar: tanimlanacak ve bu fonksiyonlar yardimiyla

rasyonel yiizeyler elde edilecektir.

R3, 3—boyutlu standart reel vektor uzayinda benzerlik doniisiimiiniin tanimi su sek-
ilde verilmistir:
F: R - R3
xr — F(xr) =MNx+b
r € R A e 03),det A =1, \)0 ve b steleme vektoriidiir. Bir M parametrik
yiizeyi

r(u,0) = (2(u,0), y(u,v), 2(0,0)) (u,0) € R?
seklinde verilsin.
Onerme 4.4.1: M C E? bir yiizey ve M yiizeyi M nin benzer yiizeyi olsun. M

yiizeyinin birinci temel formunun elemanlar1 £, F, G ve M yiizeyinin birinci temel

formunun elemanlar1 E, F', G olmak {izere;

E = \FE
F = \F
G = NG

dir. Burada A, F' benzerlik doniisiimiiniin benzerlik oranini ifade etmektedir.
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Onerme 4.4.2: M C E? bir yiizey ve M yiizeyi M nin benzer yiizeyi olsun. M
yiizeyinin ikinci temel formunun elemanlar1 L, M, N ve M yiizeyinin ikinci temel

formunun elemanlar1 L, M, N olmak iizere;

L = AL
M = \M
N = AN

dir.

M yiizeyi ile M yiizeyinin birinci ve ikinci temel formlar: arasinda bir izomorfizm

kurulabilir.

Zf/[ . ./T[’U(M) — f[J[(M)

Burada;

#4,(B) = B, iy (F) = F, i5(G) = G, i5(L) = T, i5,(M) = ¥, if, () = N di.
Tanim 4.4.1: f € F; (M) fonksiyonu,
F=iu(f)=Af

kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna benzerlik fonksiyonu denir (Georgiev 2012).

Lemma 4.4.1: g, g» keyfi benzerlik fonksiyonlar1 ve g3 degeri sifirdan farkli bir

benzerlik fonksiyonu olmak iizere;
(i) AM1g1 & Xags benzerlik fonksiyonudur. Burada (A, A2) € R?\ {(0,0)} dir.

(17) T2 engerlik fonksiyonudur.
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Onerme 4.4.3: M, 3—boyutlu Oklid uzay1 E® de bir yiizey olsun.
folu,v) =L —-2M + N

seklinde tanimlanan fy € F; ;;(M) fonksiyonu bir benzerlik fonksiyonudur. Burada

L, M, N verilen yiizeyinin ikinci temel formunun elemanlaridir.

Burada f;y fonksiyonu yardimiyla

1 det(ryryTun) — 2 det(ryryryy) + det(ryryTyy)

Tie o) = EG — F2

rasyonel fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyon yardimiyla rasyonel yiizeyler elde

edilebilir.

Yiizeyin birinci temel formu ve ikinci temel formunun elemanlar: ile elde ettigimiz

E F FF F FGGAG
L,M,N, T NI UNIT N fonksiyonlar1 benzerlik fonksiyonlaridir. Ayrica,
bir M yiizeyinin ortalama egriligi ve Gauss egriligi sirasiyla H ve K olmak iizere;
H

7l fonksiyonlar: da benzerlik fonksiyonlaridir.

Tanim 4.4.2: M C E? regiiler bir yiizey ve f € Fyjr bir benzerlik fonksiyonu

olmak {izere;

ra(u,v) = r(u,v)+ df (u,v)ni(u,v)

= 7r(u,v) + df (u,v) u X Ty

Tia—p ‘eR\0

rqr parametresi ile verilen My ylizeyi M ytlizeyinin benzer cifti olarak adlandirilir

(Georgiev 2012).
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Sonug 4.4.1: M C E? bir r(u,v) parametrelendirmesine sahip rasyonel bir yiizey

ve f € Fr 1 bir benzerlik fonksiyonu olsun. M yiizeyinin
Tdo = T(“? 'U) + df(ua U)nl(ua U)
seklinde tanimlanan benzer ¢ifti rasyonel bir yiizeydir.

Ornek 4.4.1. E? 3—boyutlu Oklid uzayinda, z = zy seklinde verilen bir M yiizeyi

alalim. M yiizeyinin benzer ¢ifti olan yiizeyleri bulalim.

M yiizeyinin bir parametrelendirilmesi
r(u,v) = (u, v, uv)

dir. Yiizeyin birim normal vektorii

—( —v —u 1
VEe+02+1 Ve + 02 +1 V2 + 02+ 1

)

n

dir. Benzerlik fonksiyonu

folu,v) = L—2M+N
2
w2 +v24+1

olarak bulunur. d = 1 i¢in yiizeyin benzer cifti olan My, yiizeyi

) 1

Vereriverer oY

ud+uv? +u+20 v+ uPv+o+2u wdv 4+ uwd +uv — 2
w241 7 w2402 +1 u2+0v2 41

rao(u,v) = (u,v,uv)+ 1.

= )

Y

seklinde bulunur. My, yiizeyi rasyonel bir yiizeydir.

23



Sekil 4.3 M yiizeyi

Sekil 4.4 M yiizeyinin My, paralel yiizeyi

o4



Ayrica

1
fl(uav) = E
(14 u?+0?)

—uv

3
2

bir benzerlik fonksiyonudur. d = 1 i¢in yiizeyin benzer ¢ifti olan My, yiizeyi

3
2

1 2 2 1
le(u,’U) = (U,U,UU)+1.( t +U) (—U,—U, ]-)
—uv u? + 02 +1
(2P + 1 w420+ 1 v - 0P -1
a U ’ v ’ uv

olarak bulunur.

100000

—200000

- 100000

100000

200 000

Sekil 4.5 M ytizeyinin My, paralel yiizeyi
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5. TARTISMA ve SONUC

Benzerlik geometrisi benzerlik doniigiimleri altinda degismez kalan 6zelliklerin ince-
lenmesidir. Bu tezde egriler ve yiizeyler benzerlik doniisiimleri altinda iki kisimda
incelenmistir. Benzer {icgenler, benzer dortgenler gibi kavramlar incelenmektedir.
Benzer egriler ve benzer ytizeyler ile ilgili ¢calismalar ise oldukca yenidir. Bu bakim-

dan bu tez bu konuyu calisanlar i¢in énemli bir kaynak olacaktir.
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