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OZET
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Ankara Universitesi
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[statistik Anabilim Dali

Danisman: Yrd. Dog. Dr. ihsan KARABULUT

Sira istatistikleri arasindaki ardisik farklardan hareketle tanimlanan tarama istatistikleri,
zaman ve konum boyutlarinda rasgele oluglarin kiimelenmesinin analizinde son yillarda
kullanilmaktadir. Kullanim alanlar1 arasinda endiistri, tip, epidemiyoloji, biyoloji ve
ozellikle genetik arastirmalar, madencilik, meteoroloji sayilabilir. Bu ¢aligmanin amaci,
tarama istatistiklerinin tanitimini yapmak ve kullanimlarina 6rnekler vererek ihtiyag
duyabilecek arastirmacilara bir kaynak sunmaktir.
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Scan statistics originated from the differences of contigious order statistics is used at
time and space dimensions to analyze of the clustering of random occurences. It can be
used in industry, medicine, epidemiology, biology, especially genetic researches,
mining and meteorology. The aim of this study is to give information about scan
statistics and to present a source to researchers also by giving some examples.
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1. GIRIS

Son zamanlarda istatistik kuraminda sira istatistiklerinin ¢ok Onemli oldugu
gorlilmiistiir. Ardisik sira istatistikleri ve bu sira istatistikleri arasindaki farklarin
olusturdugu araliklarin (spacings) dagilimi {izerine pek ¢ok arastirma yapilmis ve
degisik sonuglar bulunmustur. Bu ¢alismalardan Venter (1967), Seth (1950), Lieblein
(1952) ve Pyke (1965)’nin ¢alismalar1 dikkat cekici olanlaridir. Ikinci béliimde sira
istatistikleri ve ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarla olusan araliklarin dagilimlari
diizgiin, iistel ve genellestirilmis olmak iizere ii¢ kisimda incelenerek rasgele
orneklemin alindigr y1ginin dagilimmin diizgiin ve iistel olmamasi durumlarinda

hesaplamadaki zorluklar vurgulanmistir.

Uciincii boliimde ardisik sira istatistikleri ile baglantili olarak tanimlanan tarama
istatistikleri, zaman ve mekan boyutlarinda oluslarin rasgeleliginin arastirilmas: ve bu
rasgeleligin ait oldugu y1gmin saptanmasi konularmi ele almaktadir. Ornegin, belirli bir
zaman ve yerde bir hastaligin yaygmhiginin gercekten diizglin bir rasgele olus mu
oldugu yoksa belirli bir rasgelelik kanununa m1 uydugu sorgulanabilir. Ya da belirli bir
genin DNA yapist i¢indeki konumu bir aragtirmaya konu olabilir. Pek ¢ok alanda
kullanilmaya bagslanilan tarama istatistiklerinin bunlar ve benzeri tiirden arastirmalarda
basvurulabilecek bir yontem oldugu diisiintilmektedir. Bu boliim hazirlanirken agirlikli
olarak Glaz et al. (2001)’1in calismasindan faydalanilmis ve tarama istatistiklerine ait

olasiliklarin hesaplanmasindaki zorluklar okuyucuya gosterilmeye ¢alisilmistir.



2. ARDISIK SIRA ISTATISTIKLERI

2.1 Sira Istatistiklerinin Dagilimlari

X, X,,..., X, bagimsiz ve aym1 dagilimh rasgele degiskenler ve X,, i=1,2,...,n,

rasgele degiskenlerinin sira istatistikleri,

XXy £.2 X,

olsun.

Buna gore X ,,, rasgele drneklemin i. sira istatistigidir.

&>

X, X,,....,X, bagimsiz rasgele degiskenleri olasilik yogunluk fonksiyonu f(x),
dagilim fonksiyonu F(x) olan siirekli bir dagilimdan alinmis olsun. X ,, istatistiginin

olasilik yogunluk fonksiyonu f,(x) ve dagilim fonksiyonu F, (x) olarak gosterilsin.

Buna gore k. sira istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu,

n! k-1 n—k
fk<x)=m[F(x>] [-F@] ™ fx) ~00<x <o

ve n tane sira istatistiginin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

n
fl,z,_._’n(xl,...xn)=n!Hf(xl.) , —0<x <X, <...<X, <O
i=1

dir.



Ornegin, U, rasgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve (0,1) araligindaki diizgiin
dagilimdan alinmig n ¢aph bir érneklem i¢in U ), U,,..., U, rasgele degiskenleri
bunlara ait sira istatistiklerini gostersin. Bu durumda U ,, sira istatistiklerinin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu,

dir.

Genel olarak en kiigiik ve en biiyiik sira istatistiklerinin olasilik yogunluk fonksiyonlari

sirast ile,

f[i()=n{l-F)}"" f(x) . —0<x <0

%S

fo(x)= ”{F(x)}nilf(x) , —0<Xx <0

dir.

Dagilim fonksiyonlar1 da sirasi ile ,

F(x)=1-{F(x)}" : —0<x <0

Ve

F,(x)={F(x)}" , —00 < X <0



olarak bulunur (Giinay ve inal 1993).

2.2 Ardisik Sira Istatistikleri Arasindaki Farklarin (Spacings) Dagilim

Bu boliimde kisaca ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarin dagilimi {izerine Pyke
(1965) tarafindan yapilan incelemeler iizerinde durulmustur. Ardisik sira istatistikleri
arasindaki farklarin olusturdugu araliklarin (spacings) dagilimi, diizgiin, Ustel ve

genellestirilmis olmak {izere iic durumda ele alinacaktir.

Bu ii¢ durumda n goézlemden olusan bir 6rneklem i¢in n+1, n veya n—1 tane fark
olusturulabilmektedir. Diizgiin dagilimli rasgele degiskenler, smirli bir reel sayi
araliginda deger alan rasgele degiskenlere; tistel dagilim, arali§inin bir tarafi sinirl diger
tarafi sinirsiz  bir aralikta deger alan rasgele degiskenlere Ornek olusturur.
Genellestirilmis durum ise normal dagilimda oldugu gibi deger araliginin her iki tarafi

da sinirsiz olan rasgele degiskenlere iligkin fark istatistiklerini konu almaktadir.

X,,X,,..., X, birbirinden bagimsiz ve ayn: dagilima sahip rasgele degiskenler olsun.

Bu rasgele degiskenlere ait sira istatistikleri,

Xy <Xy <...< X,

olmak iizere,

Xiom —X I<i<i+m<n

(O] >

bir m — fark (m-spacings) olarak ifade edilir (Miller 2003).



2.2.1 Diizgiin dagilim durumunda ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarin

dagilm

X, X,,...,X,, bagimsiz ve (0,1) araliginda diizgiin dagilima sahip rasgele degiskenler
olmak tlizere, X =(X,, X,,..., X,) rasgele vektoriiniin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu,

I ) 1 , 0<x,<L1<i<n igin
XXy X,) =
L 0o d.y

dir.

U=U,,U,,...,U,) bunlara ait sira istatistiklerini gostermek iizere; ortak olasilik

yogunluk fonksiyonu,

n! , O0<u, <u,<...<u, <l
Jouyuy,.u,) =

0 , d.y.

olur.

U,=0 ve U,, =lolmak {lizere ardigtk sira istatistikleri ile olusturulan farklar,
D =U,-U,_, 1<i<n+1 olsun. D, +D,+...+D,,, =1 dir. Farklardan olusan

D=(D,, D,,...,D,) vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

fQ(dladZV"adn)

n! , d,20ved, +d, +...+d , =1
0 , d.y

olur.



Diizgiin dagilimhi yigindan rasgele orneklemle olusturulan ardisik sira istatistikleri
arasindaki farklar yer degistirebilen (exchangeable) rasgele degiskenlerdir. Dolayisiyla

herhangi bir D, araliinin olasilik yogunluk fonksiyonu D,’in olasiik yogunluk
fonksiyonuna ve (D,, D;) (i # j) ciftinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu da

(D,, D,) nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna esittir. Buna gore, x,y >0 ve

x+ y <1 i¢in dagilim fonksiyonlari,

Fp ()= Fp(x) = Fy (x) =1=(1-x)"

Ve
Fi.n)(3) = PU, S x,U, U, <)
= n-([ {1 —(1- ﬁ)"-l }(1 —u)" du
=1={1-0"+ 1=y = (=x-p)]
dir.

Buradan D, ve (D;, D;) i¢in olasilik yogunluk fonksiyonlari sirasiyla,

[, (x)=n(1-x)""

Ve

f(D,.,Dj)(x,y) =n(n-1)(1-x _y)n—2

olarak elde edilir.



U, =u verildiginde U, —U, in kosullu dagilimi, [0, l—u] araliginda diizgiin

) @ Fm
dagilima sahip n—1 tane rasgele degiskenin olusturdugu Orneklemden elde edilen

ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarla meydana gelen araliklarin dagilimina esittir.

2.2.2 Ustel dagiim durumunda ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarim

dagilim

Fark istatistiklerinin en kullamighh Ornekleri {iistel dagilim tarafindan saglanir.

X=(X,,X,,...,X,) bagimsiz rasgele vektoriiniin olasilik yogunluk fonksiyonu, A > 0

icin, f(x)=Aexp(-4x),x>0 olarak verilsin. T=(7,,7,,....T,), X, X,,...., X

rasgele  Ornekleminden elde edilen sira  istatistiklerini  gdstersin  ve

I,=0, D,=T —-T,, 1<i<n) olmak flzere tanimlanan D=(D,,D,,....,D,)

vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu d,> 0 (1<i<n) igin,

ﬁﬂ¢,”¢g)=mzﬂfjam{—zaa+.”+dg}

i=1

=n! 1" exp {—/1 Z(n —i+ l)dl}
i=l1

:ﬁz(n—iﬂ) exp {~ A (n—i+1)d,}
i=1
dir.

Boylelikle D,, D,, ..., D, bagimsiz ve parametreleri sirasiyla An, A(n—1),..., 4 olan

istel dagilima sahip rasgele degiskenler olmaktadir. Bu rasgele degiskenlere
normallestirilmis araliklar denmektedir. Buradaki Onemli nokta, iistel dagilim
durumunda, ardigik sira istatistikleri arasindaki farklarin birbirinden bagimsiz olusudur

(Pyke 1965).



2.2.3 Ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarin genellestirilmis dagilimi

X=(X,,X,,...,X,), n tane bagimsiz ve ayn1 dagilima sahip rasgele degiskenden
olusan 6rneklem ve T’ = (7}, 7,,...,7,) bunlara ait sira istatistiklerinden olusan vektor
olsun. 7' vektoriiniin herhangi bir alt vektori 7', =(7, , T, , ..., T, ) vektoriniin ortak

olasilik yogunluk fonksiyonu 1<k, <k, <...<k, <n igin,

m+1

n [T{F @) - Fe, )™ fa) ik, -k, =D, <t <...<t,

0 ,d.y

dir. Burada t,=-oo,t,  =+w, k, ,=n+1 ve f(t,,,)=1 dir. Ozel olarak T

m+l

vektoriiniin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu,

nfeNf().. f@) t<t,<..<t,

LﬂODmJJZ{O

dir.

D =T, -T,,(2<i<n) ve D=(D,,D,,...,D,) olmak iizere yukaridaki lineer

doniisiim,

f (d d d )— n!IHf(x+d2+d3+"+d1)dx ’ di >0, (2Sl£n)
D 2083 eeeo™My )

)

0 , d.y

ya da i. fark istatistiginin marjinal olasilik yogunluk fonksiyonu,



Fo )= [ fa 7y Cox+ )

n!

Y [P 1= Fors )™ £ f (x4 )

olarak elde edilir.

D,ve D, nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu, u, v > 0 i¢in,

(P PO =)™
S0, W V)_m_J;, '[ -2)! (j-i-2)!

a o *J.)V!)} — FO S G+ f () f -+ )y

olmaktadir.

Burada goriilebilecegi gibi ardisik sira istatistikleri arasindaki farklarin olasilik
yogunluk fonksiyonlarini elde etmek kolay degildir. Bu araliklar {izerinde yapilan
calismalarda sira istatistiklerinin 6zelliklerinden yararlanilir (Pyke 1965). Ardisik sira
istatistikleri arasindaki farklarin uygulamada kullanimlarina iliskin olarak, Venter
(1967), Seth (1950), Lieblein (1952) ve Pyke (1965)’nin calismalar1 6rnek olarak
gosterilebilir. Bundan sonra ele alinacak olan tarama istatistikleri ile ardisik sira

istatistikleri birbirleriyle baglantilidir.



3. TARAMA iSTATISTIiKLERI

Pek ¢ok alanda arastirmacilar olaylarm kiimelenmesine onem verirler. Ornegin,
molekiiler biyologlar viriislerin ¢ogalmasini saglayan genlerin saptanmasi icin DNA
icindeki palindrom gruplarin1 ya da kalite kontrol uzmanlar1 iiretim bandindaki

bozuklarin gruplarini arastirirlar.

Tarama istatistikleri, zamanin ve konumun (mekanin) taranarak, tanimlanan olay
gruplarinin arastirilmasi problemlerini konu alir. N tane nokta (0, T) gibi bir zaman

araliginda diizgiin dagilima sahip olarak konumlansin. S , w uzunlugundaki sabit bir

w2

“zaman” araliginda gerceklesen olaylarin maksimum sayisidir ve bu rasgele degiskene

tarama istatistigi (scan statistics) adi verilir. Bir diger rasgele degisken W, , verilen

sabit k sayida olay iceren en kisa zaman araligidir. W ., en kiiciik . sirali aralik (r-th

+1°

order gap) veya r. tarama istatistigi (r-scan statistics) olarak adlandirilir. S ve W,

istatistiklerinin dagilimlart igin,

POV, > w)=P(S, <k)

dir. §, ve W, istatistikleri ile tanimlanan olaylar arasindaki bu ilgi, &£ tane olay iceren

en kisa aralik w uzunlugunda ise £ veya daha fazla sayida olay iceren w uzunlugunda

bir bagka araligin olmamasi bi¢ciminde de ifade edilebilir.

Ornegin, bir sehirde 1991-1995 yillari arasindaki 5 yillik bir dénemde 19 adet belirli tip
kanser vakasi tespit edilmis ve veriler incelendiginde 14 Nisan 1993 ile 13 Nisan 1994

tarihlerini kapsayan 1 yillik donemde 8 olayin gergeklestigi gézlenmis olsun.

10
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Yukaridaki sekilde 1 Ocak 1991 ile 31 Aralik 1995 tarihleri (0,1) birim zaman aralig1

olarak gosterilmis ve bu donem w =0.2 uzunluklu bir aralikla taranmistir. Burada,

N =19, S,, =8 olmaktadir. Bu tarama aralifinda gézlenen maksimum kanser vaka

sayist 8 dir.

19 olayimn gerceklestigi 5 yillik bir donemde, herhangi bir 1 yillik zaman araliginin 8
veya daha fazla olay igermesi olagan mudir (diizgiin dagilima uygun mudur?) sorusu
sorulabilir. 19 olayin her biri diger olaylardan bagimsiz olarak bu 1 yillik zaman
araliginin ig¢inde gozlenebilirdi. O halde 8 veya daha fazla olayin bu 1 yillik zaman

araliginda gozlenmesi olasiligi, N =19, p=1/5 alinarak binom olasilig1 yardimiyla

hesaplanabilir. Fakat bu hesaplama sorunun cevabi1 degildir. Arastirmacilar belirtilen 14
Nisan 1993 ile 13 Nisan 1994 tarihleri ile tanimlanan 6zel bir yili degil, herhangi 1
yillik zaman araliginin bu kadar olay igermesinin diizgiin dagilima uygunlugunu

sorgulamaktadirlar.

Bu problem, 5 yillik donem ayrik 1 yillik zaman araliklarina boliinerek ve herhangi bir
yilda gozlenen maksimum olay sayismin dagilimi kullanilarak da ¢oziilmeye
calisilabilir. Yinede bu sorunun cevabi degildir. Cilinkii maksimum olay sayisinin
gozlendigi yil ayrilmig iki yilin arasinda kalmis olarak gozlenebilir. Arastirmacilar

soruya takvim yil1 olarak da sinir koymamuislardir.

Bir bagka ornek ise sdyledir: Yolcu ve yiik tasiyan bir ucak firmasinin 25 giin icerisinde
goriilen 3. kazadan sonra biitiin uguslar1 askiya alinmistir. Bir aydan daha kisa bir stire
icerisinde goriilen bu 3 kaza, 5 yillik donem icerisindeki beklenen orandan neredeyse 7

kat fazladir. Bu 6rnekte w =25, S,5=3, k=3, W;= 25 olmaktadir.
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Bir diger 6rnek olarak, bir santrale 1 dakika i¢inde gelen aramalarin zaman igindeki
dagiliminin diizgin oldugu varsayilsin. Her aramanin da 10 saniye siire aldigi
bilindiginde santrale yonlenecek 15 aramanin en az 8 tanesinin ayn1 zamanda ¢evrilmesi

olasili1 nedir sorusuna cevap arandigi diisiiniiliirse, (N =15) olmak tizere, P(S,,, = 8)

olasiligina cevap arandig1 anlasilir (Naus 1965).

Tarama istatistikleri [0, T) gibi siirekli bir zaman araliginda tanimlanmistir. Yine tarama
istatistikleri benzer olarak 7 denemeli bir zinciri lizerinde de tanimlanabilir. Bunlar
kesikli olaylardir. Bernoulli denemelerinin bir zincirindeki en uzun basar1 tekrarinin
sayist kesikli tarama istatistiklerinin 6zel bir durumudur. N deneme igerisindeki

herhangi bir ardistk m denemedeki basari sayilarinin maksimumu S, ile gosterilir ve

kesikli tarama istatistigi adin1 alir.

Kesikli tarama istatistiklerinin 6nemli uygulamalar1 protein veya DNA dizilerinin
eslesmelerinde ortaya ¢ikar. Ornegin, viriis DNA ve konuk¢u DNA arasindaki sira dist

biiyiik eslesmeler bazi ipuclarini ve hastaliklarin seyrinin anlagilmasini saglar.

Tarama istatistikleri iki ve daha yiiksek boyutlar i¢in de tanimlanmistir. Pek ¢ok alanda
sira dig1 kiimelenmelerin belirlenmesi i¢in iki yada daha c¢ok boyutlu taramalar

yapilmaktadir.

3.1 Zaman Boyutunda Olaylarin Gecmise Doniik (Retrospective) Taranmasi

3.1.1 Kosullu durum: Olaylarin diizgiin dagilim

Ortaya ¢ikmasi imkansiz gibi gdriinen olaylarin sezgisel olarak sira dis1 kabul edilip
edilmeyecegi ya da olaylarin bagimsiz ve zaman {izerinde tamamen rasgele olarak

dagilip dagilmadig1 arastirmacilar tarafindan merak konusudur. Tamamen rasgele
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olusan gozlem kiimelerinde goreli sikliklar bu tiirden bazi sorularin cevaplanmasi igin

bir aragtir.

Burada belirli bir rasgele modele gore kiimelenmeleri tanimlayan iki istatistik tizerinde
durulmaktadir. Rasgele model, olaylarin olus zamanlarinin birbirlerinden bagimsiz
olarak dagildiklarini ve zamanin herhangi bir araliginda gozlenme olasiliklarinin esit

maksimum sayist (S, ) ve sabit bir sayida olay iceren en kisa zaman araligidir (W,).

N tane noktanin verilmesi kosulu altinda hesaplama yapilmasi, geriye doniik gézlem
sonuglartyla degerlendirme yapilip olasilik hesaplanmasi durumunda bu tarama islemi
geriye doniik tarama olarak adlandirilir. Bu tarama islemine ait olasiliklar da gecmise

doniik tarama olasiliklar1 olmaktadir. Verilen N nokta [0,1) zaman araliginda bagimsiz

olarak diizgiin dagilima uygun bi¢gimde konumlanmis olsun. S, , [0,1) araligmin w

uzunlugundaki herhangi bir alt araliginda bulunan en fazla sayidaki olay sayisini

gosteren rasgele degisken olsun. W, , [0,1) aralifinin k& sayida olay igeren en kiiciik alt

araliginin uzunlugunu tanimlayan rasgele degiskendir. W ., minimum r. inci sirali

+1°

aralik olarak adlandirilir. P(S, = k) = P(W, < w) olasihg1, P(k; N, w) ile gosterilecektir

ve O(k; N, w) =1— P(k; N, w) olmaktadir (Glaz et al. 2001)".

Bazi aragtirmalarda bu olasilik tam olarak belirlenmek istenirken digerlerinde yaklasik

hesaplamalar yeterli olabilmektedir.

3.1.2 P(k; N, w) icin yaklasik sonuglar

S, ve W, rasgele degiskenlerine ait olasilik fonksiyonlarinin elde edilmesi ve

w

olasiliklarin hesabinin dogrudan yapilmasi gézlem sayisinin artmasiyla daha da zorlagir.

Bu nedenle S, rasgele degiskeninin olasiligina iliskin yaklagimlar gelistirilmistir Naus

' Bu kaynak bundan sonraki kullanimlarmda (GNW 2001) seklinde gosterilecektir.
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(1965), Lieblein (1952), Seth (1950). Bazi durumlarda sonuglar tam olarak hesaplansa
da hesaplamalarin uzunlugu nedeniyle yaklasik hesaplamalar 6nerilmistir. Tam sonuglar
icin Huntington and Naus (1975) ile Huffer and Lin (1997), asimptotik dagilimlar i¢inde
Cressie (1980)’e basvurulabilir.

P(k; N, w) olasiligin1 hesaplamak icin binom dagilimi kullanilarak asagidaki basit

yaklagim Onerilmistir:

N k N-k
bk; N, w) :(ka (1-w)"™, 3.1)

N
G, (k; N, w)=Y_b(i; N, w)
i=k

Bu durumda P(k; N,w) olasiligina 6nerilen yaklasim, =, hesaplamalardaki yaklasikligi

gostermek lizere,

P(k; N, w) ~ (N —k +)b(k —1; N, w)— (N —k —1)b(k; N, w) + 2G, (k +1; N, w)
= (kw™ = N =1)b(k; N, w)+2G, (k; N, w) (3.2)

dir. Bu yaklasim P(k;N,w)<0.1 i¢in olduk¢a isabetli olup, w<0.5 ve k> N/2

degerleri i¢in yaklasik degil tam sonuglar vermektedir.
Ornek: (HIV viriisii tastyan diyaliz hastalarinin grubu)

Bir diyaliz merkezinde yapilan arastirmada Ocak 1988’den Aralik 1993’e kadar olan
siire icerisinde HIV wviriisii tasiyan hastalart iceren gecmise yonelik bir inceleme

gerceklestirilmistir. Bu 72 aylik donem boyunca HIV viriisii pozitif olan 13 hastadan 8
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tanesinin 1992’nin son 6 ayinda bu viriise sahip oldugu tespit edilmis ve bu calisma i¢in

tarama istatistikleri kullanilmustir.

Burada, kiime biiytikliigi £ = 8, noktalarin toplam sayis1 N = 13 ve aralik uzunlugu
w=06/72=0.0833 olarak alindiginda (3.2) formiilii kullanilarak olasilik, &> N/2

oldugundan tam olarak

P(8; 13, 0.0833) =0.00016

olarak bulunur. S6z konusu diizgiin dagilim varsayimi altinda goézlemler ve testin

sonucuna gore bu kiimelenmenin sira disi oldugu sdylenmistir (0.00016 < 0.0002).

Bulunan sira dist kiime ve testin sonucu diyaliz merkezindeki incelemenin
derinlesmesine ve islemler yapilirken hastalarin bu ve benzeri virlis almamalarini

saglamaya yonelik 6nlemlerin alinmasina yardimci olmustur (GNW 2001).

3.1.3 Cember iizerindeki tarama istatistikleri

Gezegen yoriingelerinin yaptiklari egimlerin agilar1 veya kus ya da bocek siiriilerinin
ucuglarinin  yonleri arastirmacilart  ¢ember {izerindeki tarama istatistiklerinin
tanimlanmasina yoneltmistir. Asagidaki notasyonda indislerde yer alan “c”, rasgele

degiskenlerin cember lizerinde tanimlandigina isaret etmek tizere kullanilmistir.

Verilen N nokta birim ¢emberin ¢evresinde bagimsiz ve rasgele olarak dagilsin. S, w

uzunlugundaki herhangi bir alt yay parcasinda bulunan noktalarin maksimum sayisini,

W, , k sayida nokta i¢eren en kiiciik alt yayin uzunlugunu gdstersin. Buna gore olasilik,

P(S, 2k)=PW, <w)=P.(k; N, w)

Ve
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Q. (k; N,w)y=1=P.(k; N, w)

dir.

Asagida kiiclik olasiliklar i¢in basit bir yaklagim verilmistir. b(k; N, w), binom

olasiligidir ve (3.1) formiiliinde tanimlanmistir. Bu yaklasima gore,

P.(k; N, w) = b(k; N, w) (k — Nw) /(w(1 - w)) (3.3)

dir (GNW 2001).

Ornek: (Ergen intiharlarinin mevsimsel kiimelenmesi)

Bir aragtirmada intihar sayilarindaki mevsimsel degisim incelendiginde bu sayinin bahar
sonu yada yaz basinda en yiiksek noktasina ¢iktig1 goriilmiis, bir diger arastirmada da en

yuksek intihar oraninin Mart, Nisan, Mayis ve Haziran aylarinda oldugu saptanmustir.

Ergen (15-19 yas) intiharlarinin miimkiin mevsimsel kiimeleri 1978 ve 1979 yillar
dikkate alinarak incelendiginde, bu 2 yillik donem igerisinde 3474 ergen intihar
gozlenmistir. 2 yilin her bir gliniindeki gozlemler birlestirilip veriler 1 Ocaktan 31
Araliga kadar gegen bir yillik zaman siiresinde birim ¢ember {lizerinde gozlenmis veriler
olarak ele alinmig ve 91 giinliik (3 ay) bir zaman, tarama aralig1 olarak se¢ilmistir. Yil,
birim ¢ember olarak diisliniildiigiinde tarama araliginin uzunlugu, w = 91/365 = 0.249
olarak doniistiiriillerek w uzunluklu araliklardaki intiharlarin maksimum sayist 966
olarak bulunmustur. Bu araliklardan ilki 1 Ocaktan 1 Nisana kadar olan donemi

icermektedir.

w=0.249, k=966 ve N = 3474 degerleri (3.3) yaklasiminda yerine konuldugunda boyle

bir durumla karsilagma olasiligi,
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P.(966; 3474, 0.249) ~ (8.5 x 107°)(966 — 865) /(0.249(0.751)) = 0.0045

olarak bulunur. Bu olasilik anlamlilik diizeyi ile karsilastirildiginda ergen intiharlar

kiimesinin istatistiksel olarak 6nemli oldugu sdylenebilir.

3.1.4 Tarama istatistiklerinin momentleri

S6z konusu tarama istatistiklerinin beklenen degerlerini bulmak tek bagina arastirma
konusu olabilecegi gibi tarama istatistiklerinin dagilimlarina asimptotik yaklagimlar igin

de gerekli olabilecektir.

Tarama istatistigi S, 'nin w ve N degerlerine bagli oldugunu gostermek iizere bu
istatistik S, (N) ile gosterilsin. S, (/N)’nin momentleri i¢in bazi analitik formiillerin

bulundugu bilinmektedir. Formiillerdeki katsayilar, bu hesaplamalar igin gelistirilen

Neff and Naus (1980)’un katsayilar tablosundan alinmistir (GNW 2001).

100 < N <1000 arasindaki N degerleri i¢in yaklasimda kullanilan uygun model,

E(S, (N))=wN +b ,N*

Ve

V(S,(N)=a,N+c N

dir.

En kiigtik aralik uzunlugu W, *nin beklenen degeri ve varyanst (N +1)/2 <k <N ig¢in,
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EW,)=(k—-2(N -k +1)b) /(N +1)

\

VOV,)=(N—k+1)(N +k+1)+22k = N —1)b— 4N +2)(N — k + 1)b?)
J(N +1)%(N +2)

dir.

Burada b, parametreleri N —k +1 ve 0.5 olan binom olasiligidir.

3.2 Zaman Boyutunda Olaylarin Gelecege Doniik (Prospective) Taranmasi

Onceki kesimlerde belirli bir zaman aralifinda yapilan gdzlem sayisi veri oldugunda
olasilik hesaplamalarinin yapildigi anlagilmaktaydi. Gelecekteki belirli bir zaman
araliginda tarama istatistigi tanimlamak durumunda kalindiginda, bu aralikta
yapilabilecek gozlem sayisinin da rasgele olacagi acgiktir. Bu durum, kosulsuz tarama

istatistikleri olarak siniflandirilmaktadir.

3.2.1 Olaylarin Poisson dagilimi

Bu kesimde olaylarin olus sayilarinin Poisson siirecine uydugu tarama istatistiklerinin
dagilimi konu alinmaktadir. Burada, incelenen zaman araligindaki olaylarin sayisina ait
rasgele degisken, N, her bir birim zamandaki beklenen degeri A olan Poisson
dagilimlidir. Arastirmacilarin tarama istatistiklerini bu sekilde kullanmalar1 gelecekteki
verileri degerlendirmek ya da 6rnegin bir telefon santralini uygun kapasitede tasarlamak

amaciyla olmaktadir.
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Poisson siireci, mekan ya da zaman icerisindeki olaylarin olus sayilariyla ile ilgilenen
pek cok rasgele olgu i¢cin model olarak kullanilmistir. Uygulamalarindan bazilari telefon

trafigi, kuyruk modeli problemlerini icermektedir.

Ornek: (Karbonmonoksit Zehirlenmesi)

Bir ilde 8 yillik bir siire igerisinde birbirlerinden farkli zaman ve konumlarda gézlenen
19 karbon monoksit zehirlenmesi olay1 rapor edilmistir. Bir halk saglig1 calisan1 bu
kadar zehirlenmenin sira disi oldugunu diisiindiigi kiimelenmeye dikkat etmis ve
gelecekteki bir 8 yil icerisinde 8 yada daha fazla olay1 kapsayan bir 1 yillik donemin

olmasinin ne kadar miimkiin olabilecegini aragtirmak istemistir.

Bu durum, 19 olayin oldugu (kosul olarak verildigi) 8 yillik dénem igerisindeki
herhangi 1 yillik donemin 8 veya daha fazla sayida olay icermesi olasilig1 gibi
diistintilebilir. Bu durumda yapilan ¢alisma, N olay sayisiin belirli oldugu kosullu
durumu iceren ge¢mise doniik (retrospective) c¢alisma olmaktadir. Ikinci durum ise 8
yili iceren donemde 19 olayin gozlenmesini kosul olarak alip ileriye donik

(prospective), olast bir calisma gerceklestirilmesidir. Birinci durumdaki olasilik P ile,

ikinci durumdaki olasilik ise P* ile gosterilecektir. Bu 6rnekteki kosullu ve kosulsuz
olasilik hesaplamalar1 neticesinde alinacak farkli kararlar pratikte farkli uygulamalara

yon verebilecektir. Kosullu durum i¢in olasilik, P(8;19,1/8)=0.04811 bulunurken,

kosulsuz durumda olasihik, P"(8;19,1/8)=0.09293 olarak hesaplanmaktadir.
Anlamhilik diizeyini 0.05 secen arastirmacilar P olasilig1 ile olayr sira dig1 olarak

niteleyecek, P* olasiligia gore ise olayi siradan bir olay olarak niteleyeceklerdir.

Asagida, [O,T ) zaman araliginda ileriye doniik tarama istatistiklerine iligkin olasilik

hesaplamalarinin yaklasik olarak yapilmasini saglayan formiiller sunulacaktir.
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3.2.2 [0, T) arahginda kosulsuz tarama istatistigi

Bazi uygulamalarda [0,T) zaman aralig1 igerisindeki olaylarin toplam sayisinin sabit bir
N sayist olarak verildigi (bilindigi) tarama istatistiklerinin dagilimi yerine bu zaman
aralig1 icerisindeki olaylarin sayisinin bir rasgele degisken oldugu dagilimlara ihtiyag
duyulur. Poisson siireci, bir zaman aralig1 icerisinde gozlenen olay sayisinin rasgele
oldugu olgular i¢in bir modeldir. Bu siirecte, A parametresi herhangi bir birim araliktaki
olaylarin beklenen degerini gosterir. Herhangi bir [t, t+w] araligindaki olaylarin sayisi
Yi(w), Poisson dagilimli oldugunda bu dagilima ait beklenen deger Aw olmaktadir. Bu

durumda,

P(Y.(w)=k) =™ (Aw)* /K, k=0,1,2,...

dir.

Bu durumda ayrik araliklardaki olaylarin sayisina ait rasgele degiskenler de
birbirlerinden bagimsiz dagilimlidirlar. Poisson siireci ¢esitli bigimlerde karakterize
edilebilmektedir. Poisson siireci i¢in noktalar arasindaki variglar arasi zamanlara ait

rasgele degiskenler birbirlerinden bagimsiz ve tistel dagilimhidirlar.

Zaman araliginda rasgele meydana gelen olaylar i¢in, 7, , w uzunlugundaki bir aralikta

en az k olayr gozledigimiz zamana kadar gegen bekleme siiresi rasgele degiskenini

gostersin.

Xy — X ;) $w oldugunda en kiigiik i degeri i¢in, 7, , =X, , olmaktadir. S,

W.,ve T, tarama istatistiklerinin dagilimlari asagidaki gibi birbirleri ile ilgilidirler:

P(S, 2k)=P(W, <w)=P(T, ,<T)
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Her bir birim zamandaki ortalamasi A olan Poisson siireci i¢in olasilik, yani P(S, = k)

olasiligl,
P (k; AT, w/T)=1-Q"(k; AT, w/T)

olarak gosterilir (GNW 2001).

3.2.3 P*(k; AT, w/T) i¢in yaklasik formiiller

Olasiligin hesaplanmasi i¢in elde edilen asimptotik formiil:
P*(k; AT, w/T) ~ 1 —expl Aw T /(k 1)1} (3.4)

dir. Bu yaklasim, P yeterince kii¢iik oldugunda kullanish olan, kabaca bir yaklasim

verir fakat asimptotik yakinsamasi ¢ok yavastir.

Oldukga dogru sonuglar veren bir bagka yaklasim L =T7T/w ve ¥ = 4 w olmak iizere,

P (k; WL,1/L)~1-0;(0: /1 05)" (3.5)

formiiliidiir (Naus 1982).

Burada,

0; =1-P"(k;2¥,1/2) ve O =1-P"(k;3¥,1/3)

0" (k;2¥,1/2) = (F,(k=1;'¥))" = (k=D p(k; ¥) p(k - 2; ¥)
—(k=1=¥)p(k; ¥)F,(k-3; V)
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ve
0" (k; 3%,1/3) = (F, (k—1;¥))* — 4, + 4, + 4, — 4,

olup,

A, =2p(k; W)F, (k-1 W) (k= 1)F, (k- 2; ¥) - YF, |
A, = 0.5(p(k; W) {(k —1)(k = 2)F, (k= 3; W) = 2(k —2)WF, (k — 4, W)+ W*F, (k 5, ¥)}

4, = kz_l,p@k - Y)(F,(r—1; 1))’

=~ >

A, = 3 pk =1 W)p(r W) = DF, (=2 W) W, (=3 )]

r=

5]

dir. Yaklasim Alm (1983) tarafindan daha da gelistirildiginde,

P (k; AT, wIT) 1= F, (k —1; Aw) exp{= [(k —wA/ ) AT — w) p(k —1; Aw)}

olmaktadir (GNW 2001).

Yukaridaki formiil A7 biiyiik, ek olarak w/T kiiclik oldugunda daha basittir.

Ornek: (Bir Saglik Merkezindeki Vakalarin Kiimelenmesi)

Epidemiyolojistler ve halk sagligi calisanlar1 siklikla, kanser olaylarinin, intiharlarin,
kazalarin ya da diger hastaliklarin veya oliimlerin bir zaman araliginda kiimelenmesinin
nedenlerine agiklik getirmeye calisirlar. Bu aragtirmacilar olaylara neden olabilecek
ortak faktorleri arastirirlar. Oyle bir faktdr bulamadiklarinda ise olaylar1 tarayarak

sectikleri kiimelenmis vakalar1 inceleyip sonu¢ c¢ikarmaya calisirlar. Yani sira dist
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kiimelenmeler rasgele olusan kiimelerden ayirt edilmeye calisilir. Boyle kiimeleri

secerken Onsezileri kullanmak konu uzmanlari i¢in bile yaniltici olabilir.

Bir gazetede engelli olan bireylerin bulundugu 400 yatakli bir saglik kurumunda, 10
aylik bir zaman igerisinde 11 kisinin 61diigii yazilmistir. Olenlerin say1s1 yaklasik olarak
beklenen oranin iki kati oldugundan bu 6lim orani agiklama igin yetkilileri harekete

gecirecektir. Kimi taniklar ¢esitli nedenlerin varligindan s6z etmektedirler.

3-5 yillik donem yeniden incelendiginde, 10 aylik bir donemde goézlenen 11 6liimiin
tamamen rasgele olarak gergeklestigi sOylenebilecektir. Kurumda, ortalama, bir 10 aylik
donem igerisinde 5.5 6liimiin oldugu bilinirken, tamamen sans eseri olarak, bir 5 yillik
donemin %38’inde 11 yada daha fazla oliimiin oldugu 10 aylik donemlerin olmasi
beklenebilir. Burada, £ =11, ¥ =5.5, w/T =10/60=1/L degerleri (3.5) formiiliinde
yerine konarak olasilik, P*(11;33;1/6)~0.38 olarak bulunmustur. Bu yiiksek

sayilabilecek olasilik ise s6z konusu gozlemin sira disi olmadigina dair kuvvetli bir

kanit olarak degerlendirilebilecektir.

3.3 Denemelerin Bir Dizisindeki Basar1 Sayillarinin Taranmasi

3.3.1 Olay sayilarinin binom dagilimi: Kesikli zaman, kosulsuz durum

Bir ¢ok arastirmada her biri olasi iki sonuca sahip rasgele denemelerin dizileri ile
ilgilenilir. Bu iki olas1 sonu¢ basar1 ve basarisizlik olarak adlandirilabilir. Bir kalite
kontrol isleminde ardisik gozlemlerin kontrol sinirlari i¢ine ya da disina diismesi veya
bir spor takimmin bir sezon igerisinde kazanmasi ya da kaybetmesi gibi olaylar bu

duruma 0rnek olarak verilebilir.

Kimi zaman arastirmacilar gézlem yapilan boyle bir siiregte degisiklik olup olmadigini
belirlemeye calisirlar. Siirecte bir degisiklik olmadig1 bilindiginde bdyle bir siire¢ igin

kullanilan basit modelde rasgele deneylerin birbirlerinden bagimsiz ve her bir

23



denemedeki basar1 olasiliginin sabit oldugu varsayilir. Varsayilan bir siiregteki
degisikliklerin 0zel tiplerini test etmek i¢in bazi istatistiksel Olgiitler ve ilkeler
gelistirilmistir. Siirecteki degisiklik tiplerinden biri, siirecin bazi noktalarinda basari
olasiliklarinin artmis olmasidir. N = Lm deneme verildiginde, L bir tamsay1 olmak
tizere; N denemeyi her birinde ardisik m denemenin oldugu L ayrik kiimeye bolmek
ve her bir kiimedeki basari sayilarimi gozleyerek degisikligi belirlemek bunlardan
biridir. Kiimelerin herhangi birindeki basar1 sayist ¢ok biiyiikse bu, varsayilan siirecteki
bir degisiklige isaret edebilir. Basit model varsayimi altinda her m denemedeki basari
sayist bir binom rasgele degiskenidir. Burada, L tane birbirinden bagimsiz ve ayni
dagilimli binom rasgele degiskeninin en biiyligiiniin dagilimi ile ilgilenilir. Basari
sayisindaki bir degisikligin anlamliligin1 degerlendirmek i¢in biitiin deneyi dikkate

alacak bir anlamlilik diizeyine ihtiya¢ duyulacaktir.

Kullanilan bir diger ilke ise yapilan islemin N deneme igerisindeki m ardisik
denemenin (ayrik yada birbirinin i¢ine ge¢mis) biitiin kiimelerindeki basar1 sayilarini
gozleyerek siirecteki degiskenligin anlamli olup olmadigmin test edilmesidir. Bu
amacla, m uzunluklu araliklarda bulunan denemelerdeki basar1 sayisi sayilir. Herhangi
bir araliktaki bu say1 yeterince biiyiikse (anlamliysa), bu, varsayilan siirecteki bir
degisiklige isaret eder. N deneme igerisinde bulunan herhangi bir m ardisik
denemedeki maksimum bagar1 sayis1 bir rasgele degiskendir ve tarama istatistigi adin

alip S/, ile gosterilir. m, daha onceden siirekli zaman araliginin tarama uzunlugu w
islevindedir. S/ =m oldugu durum, 6zel durum olup N denemede birbirine komsu ya
da biri digerinin i¢ine eklemlenmis (ulanmig) biitiin ayrik yada ayrik olmayan m
uzunluklu ardisik deneme kiimelerindeki maksimum basar1 sayisinin m olmasidir.

S’ =k olmasiise m ardisik denemede en az k basarili kota (quota) olarak ifade edilir.

Bazi uygulamalarda, verilen N sayida denemedeki toplam basar1 sayisi bir sabit olarak
dikkate alinirken bazi uygulamalarda ise N deneme i¢indeki basar1 sayis1 bir rasgele
degisken olup bir dagilima sahip oldugu varsayilir. N denemedeki toplam basari

sayisinin bilinen bir sabit olmast durumu kosullu veya ge¢cmise doniik (retrospective)
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durum, N deneme igerisindeki toplam basar1 sayisinin bir rasgele degisken olarak ele

alindig1 durum ise kosulsuz veya ileriye doniik (prospective) durum olarak adlandirilir.

3.3.2 lleriye doniik (kosulsuz) durum icin basit bir model: Bernoulli siireci

X, Xy oon Xy, P(X,=1)=p=1-P(X,=0) olmak iizere, bagimsiz ve ayni
dagiliml kesikli rasgele degiskenler olsun. lgili siirece de Bernoulli siireci denilsin. m

bir tamsay1 ve i=1,2,..., N —m+1 olmak lizere Y, rasgele degiskeni,

olarak tanimlansin. Burada Y,, X, rasgele degiskenlerinin hareketli bir toplamudir.

Tarama istatistigi, S| ise bu hareketli toplamlarin maksimumudur. Herhangi bir m

ardisik denemedeki maksimum basar1 sayisi,

S’ = max {¥}

1<i<N-m+1 - '

olarak ifade edilir.

Tarama istatistigi ile iliskili bir istatistik olan W, ise k basar igeren ardisik en kiigiik

m deneme sayis1 olup,
W/ = min {m:S =k}

k<m<N

dir.
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Verilen bir Bernoulli siirecinde, 7, ,, m uzunlugundaki bir aralikta en az & tane

basarinin ilk kez gozlemlendigi zamana kadar gecen siireye iligkin rasgele degiskendir.

Ug istatistik, S',, W, ve T, , birbirleri ile iliskilidir.

P(S! > k)=P(W, <m)=P(T,, <N)

Bernoulli siireci i¢in genel olasilik P'(k ; m, N, p) olarak gosterilir.

Bu siire¢ i¢in tamimlanan dordiincii bir istatistik V. ise ardisik olarak en fazla r
basarisizhigin gozlemlendigi deneme sayisi rasgele degiskenidir. Ozel olarak r =0

oldugunda V', ardisik en uzun basari sayist olur. N deneme igeren bir dizi i¢in V,

r

istatistigi, S| ile agagidaki gibi ilgilidir. Bu ilgi,

PV, >k+r)=P(S., 2k)=P'(k;k+r,N, p)

k+r

olarak ifade edilir.

S6z konusu Bernoulli siirecine iliskin yaklasimlar verildikten sonra bazi uygulamalara

ornekler verilecektir.

3.3.3 P*(k; m, N, p) olasihklarinin hesaplanmasi

Huntington and Naus (1975) asagidaki olasiliklar1 yaklasima gerek duyulmaksizin tam
olarak hesaplayabilmektedirler. Hesaplamalarin uzunlugu yaklasik hesaplamalar
gerekli kilmigtir. Kosulsuz olan bu olasiliklar i¢in basari sayisinin dagilimi duruma gore
poisson veya binom olabilmektedir. Sunulan yaklasim Naus (1982) tarafindan Teorem 2

olarak verilmistir.
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Q'(k;m,N, p)=1-P'(k;m,N, p) ve Q'(k;m, Lm, p) ifadesinin kisaltmast Q;

olsun. Q; i¢in hayli dogru sonuglar veren bir yaklasim,
0, ~ &0/ o5 (3.6)
dir.
m k m—k
b(k;m,p){k]p A=-p"",

Ve

Fb(r;s,p)=2b(i;s,p), r=0,1...,s,
i=0
=0, r<0.

olmak lizere, 2< k<N ve 0< p<1 i¢in

0y =(F,(k—1;m, p))* = (k—=1)b(k;m, p)F,(k—2;m, p)
+mpb(k;m, p)F,(k—-3,m-1, p),

Ve

0, :(Fp(k_hmap))3 —A+4,+4, -4,

olmaktadir.

Burada,
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A, =2b(k;m, p)—F,(k—1;m, p){(k—1)F,(k=2;m, p)
—mp F,(k=3;m, p)}

A4, =05(b(k;m, p)’ {(k =)k -2) F,(k=3;m, p)
—2(k=2)mpF,(k—4;m—1, p)+m(m—1) p*F,(k=5;m -2, p)}

k=1
A, =2 b2k ~rim, p)(F,(r=1;m, p))’

r=1

A, :kib(Zk—r; m, p)b(r;m, p)(r =1) F,(r—=2; m, p)

r=2

-mpF,(r-3;m-1, p)}

dir.

r =0 i¢in V, rasgele degiskeni, sifir bagarisizligin gerceklestigi ardisik en uzun deneme
sayist rasgele degiskenidir ve P(V,=m)=P'(m;m, N, p) dir. Bu olasiligin

hesaplanmasina iliskin ardisik hesaplama bagintisi,
P(V,>m;N+1)=PWVy2m;N)+(1-p)p"(1-P{Vy,>2m; N-m}) (3.7)

olup burada,

ol N-jm) .
PV, = m; N) = Z(—l)”l{PJr((N—jm+1)q/j)}( l._flme”"q“ (3.8)

J=1

ile tam hesaplama yapilabilir.

(3.8) esitliginde g =1—p ve [y] tam degeri gostermektedir. (3.7) ve (3.8) formiilleri
hilesiz bir paranin 200 kez atilmasi sonucunda ardisik olarak en az k tane tura elde
edilmesi olasiligin1 hesaplamak i¢in kullanilabilir. Pratikte pek ¢ok durum i¢in N sayis1

¢ok biiyiik, m sayisi ¢ok kiigiik olmaktadir. Ornek olarak, hilesiz bir paranin 200 000
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kez atilisinda en az 25 turanin ardi ardina gelmesi olasilig1 bulunmak istendiginde (3.8)
formiilii, [N / m] =8000 terimin toplamini igerir. Biiyiik N degerleri icin ¢esitli

yaklagik hesaplama formiilleri gelistirilmistir. Buna gore, yukaridaki Bernoulli

deneyleri i¢in,
P'(m;m, N, p)~1- exp{— qum}
yaklagimi kullanilabilir ve 6nceki verilen yaklasim da
P(Vy 2m; N)=1-Q'(m;m, N, p) ~1-03{0;/ 05} (3.9)
olarak kullanilabilir.
Burada,

Q, =1-P'(mym,2m, p)=1-p"(1+mq)
0, :1—P’(m;m,3m,p):1—p’”(l+2mq)+.5p2’”(2mq+m(m—1)q2)

olmaktadir.
Ornek: (Ardisik en uzun basari sayisiin dagilimi)

Madeni para ile yapilan bir sinif deneyinde dgrencilerin bir kismi paray1 200 kez atmis
ve sonuclart kaydetmislerdir. Diger kismi ise para atmayip bir simiilasyon yaparcasina
bir dizi olusturmuslardir. Bu iki dizinin ilk 50 terimi asagida gosterilmistir. ilk dizi
hilesiz paranin atilisindan elde edilen dizi, ikinci dizi ise diger yolla elde edilmis olan

dizidir.
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Dizi 1: YTYTTYYYTTYTYTTTTTTTTYYYTTYYTYYYTYY
YTYYTTYTTYTYTY

Dizi 2: TIYTYYYTYYYYTTYTYYYTYYTTTTTYYTYTYTYY
YYTTYYTTYYTTTY

Birinci dizide dikkat ¢eken 8 turadan olusan en uzun ardisik basarinin varligidir. Yani
ilk dizide tura ya da yazidan olusan en uzun ardisik basar1 8 tura icermektedir. Ikinci
dizideki en uzun ardisik basari ise 5 turadan olusmaktadir. ilk dizideki ardisik en uzun
basar1 sayisinin 8 olmast sira disi olarak uzun mudur ya da ikinci dizideki ardisik en

uzun basar1 sayisinin 5 olmasi sira disi olarak kisa midir sorularini irdeleyelim:

Yukaridaki (3.9) formiilii uygulanarak turalarin en uzun ardigik basari sayisina iliskin
olasilik sorularina yaklasik cevap bulunabilir. En uzun ardisik tura ya da yazi1 gozlenme
sayisinin dagilimini yaklasik olarak bulabilmek i¢in T ve Y harflerinden olusmus bir
dizide, eger harf bir onceki ile ayni ise A, farkli ise F harflerini yazarak A ve F
harflerinden olusan yeni bir dizi yaratilabilir. Boyle bir kurgu ile N denemeden olusan
orijinal dizideki & tane ardisik basari sayisi, N —1 denemeden olusan yeni dizide k —1
ardisik basar1 sayis1 olur. Boylece, 200 denemeden olusan orijinal bir dizide &
uzunluklu herhangi bir ardisik basari sayisinin elde edilmesi olasiligi, 199 denemeden
olusan yeni dizideki k—1 uzunluguna sahip ardisik tura sayisinin elde edilmesi

olasiligina esit olmaktadir.
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Cizelge 3.1 Hilesiz bir zarin 200 kez atilisina iliskin en uzun ardisik tura sayisinin
olasilik dagilimi

=~

P(en uzun ardisik gozlenen tura sayisi 2 k)

0.97
0.80
0.54
0.32

O 0 9 O W

0.17
10 0.09

(3.9) formiilii kullanilarak hesaplanmis cizelge 3.1°de ardisik olarak gdzlenen en uzun
basar1 sayisinin besten az olmasi olasiliginin sadece 0.03 olasiliga sahip oldugunu
gorebiliriz. Ardisik en uzun tura sayisinin 8’den kiiciik olmasi olasiligi ise 0.68°dir.
Boylece dizi 2°de bulunan ardisik en uzun tura gozlenme sayist sira dis1 kisaliktadir

denilebilir. Dizi 1’deki ardisik en uzun tura sayisinin 8 olmasi ise sira dist degildir.

Uc veya daha fazla sonuglu olaylarda olasiliklarin hesaplanmasina drnek olarak amino
asitlerin yiik problemleri verilebilir. Amino asitlerin bir zinciri olarak tanimlanabilecek
protein dizileri lizerinde c¢alisan bilim adamlari, belirli yiik dizilisleri ile proteinlerin
yapisal 6zellikleri ve fonksiyonlarinin ortakligi arasindaki baglantiy1 arastirma konusu
almaktadirlar. Amino asitlerin bazilar1 pozitif ylike sahipken bazilar1 da negatif yiikli,
bazilar1 da yiiksilizdiir. Bu agidan bakildiginda protein, amino asitlerin yiiklerinin

dizilisine gore, -1, +1 ve 0’larin bir dizisi olarak diisiiniilebilir.

X,, X,,..., X, bagimsiz ve aynm dagiliml kesikli rasgele degiskenlerin bir dizisi
olsun. P(X,=-D)=p ,,P(X,=0)=p,, P(X,=1)=p,, m bir tamsayr ve
t=1,2,..., N-m+1 olmak iizere ¥, (m) rasgele degiskeni, X, rasgele degiskenlerinin

hareketli bir toplama,
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t+m—1

Y (m)= Y X,

olarak tanimlansin.

Tarama istatistigi S, ’de bu hareketli toplamlarin maksimumu

S =S (N)= max {¥,(m)}

1<(<N-m+]
olacaktir.
G, . (N) olasilhig,
G (N)=P(S,,(N) <k)
olarak tanimlandiginda bu olasilig1 yaklasik olarak veren formiil (3.5)’deki ile aynidir.
G, (T)~G,,2m){G,, 3m)/G,, 2m)"""™?
dir. Konuyla ilgili bir problem Karwe and Naus (1997)’da yer almaktadir (GNW 2001).

3.3.4 Olay sayilarinin binom dagilimi: Kesikli zaman, kosullu durum

Boliimiin ilk kisminda N denemenin birbirinden bagimsiz ve N denemedeki toplam
basar1 sayisinin bir rasgele degisken olarak ele alindig1 model iizerinde durulmustu. Bu

durum kosulsuz yada ileriye doniik durum olarak adlandirilmaisti.
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Bazi1 uygulamalarda toplam basar1 sayisi bilinen bir deger olarak karsimiza ¢ikar. Bu
durum ise kosullu veya ge¢cmise doniik durum olarak adlandirilir. N denemede a
basar1 oldugu bilindiginde herhangi bir m ardisik denemede goézlenen basarilarin

maksimum sayisina tarama istatistigi ad1 verilir ve S/ ile gosterilir. S/ >k oldugu

genel durum, m ardisik deneme icerisinde en az & basarinin gergeklestigi durumdur.

Bu bolimde, N deneme igerisinde tam olarak a basarinin oldugu verildiginde S,

tarama istatistiginin dagilimina ait olasiliklarin hesaplanmasi ve uygulamalarina yer

verilecektir. S/ tarama istatistigi, ¢ basarinin ve N —a basarisizligin biitiin ( j
a

dizilerinin esit olasiliga sahip oldugu basit olasilik modeli i¢in hesaplanir. Bu durum

icin P(S] > k) olasthg1 P(k ; m, N, a) ile gosterilmektedir.

k>a/2 ve N/m=L (L bir tamsay1) oldugunda bu olasilik tam olarak

P(k;m,N,a)=2Y H(s,a,m,N)+(Lk—a-1)H(k,a,m, N) (3.10)

s=k
formiilii ile hesaplanabilmektedir.

Burada,

olup, hipergeometrik olasilik fonksiyonudur.
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Ornek: (Genellestirilmis bir dogum giinii problemi)

Klasik dogum giinii problemi su soruya yanit arar: 23 kisiden olusan bir grup igerisinde
aynt dogum giiniine sahip (en az) iki kisinin bulunmasi olasiligr nedir? Cogu insan
bunun pek miimkiin olamayacagini diisiiniir. Fakat gercekte bu olasilik %50’den daha

fazladir.

Yilin N =365 giiniinde dogumun esit olasiliga sahip oldugu varsayildiginda verilen a
insan i¢in eslesme olmama olasiligr (N!/(N —a)!)/N® dir. a =23, N =365 degerleri
icin en az bir eslesmenin var olmasi olasilig1 yaklasik 0.51°dir. Problem ve ¢oziim igin

Mosteller (1987)’e bakilabilir.

Dogum giinii problemlerinin bir diger ¢oziimii ise herhangi ardistk m giin i¢inde iki
dogum giiniiniin olmamasi olasiligin1 bulmaktir. Bu durumda, N giinlik donemin

dogru yada ¢ember lizerinde konumlandig: diisiiniilebilir. Asagidaki formiillerde R_,

cembersel N giinliilk donem i¢in, R dogru iizerinde konumlanmis giinler i¢in ardisik

dogum giinlerinin ¢akismamasi olasiliklarin1 vermektedir. Buna gore,

R, =(N—am+a-1)/(N-am)! N, N >am (3.11)

Ve

R=(N-(a-D)(m-DI/(N-(a-=1)(m-1)—a)!N“, N2=>(a-1)(m-1)

dir. Asagidaki 6rnek GNW (2001)’den alinmistir.
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Ornek:

Anne, baba ve iki ¢ocuktan olusan bir aile verilsin. Bu ailedeki bireylere ait dort dogum
giinli ve bir de anne ve babanin evlenme tarihlerinin birbirlerinden bagimsiz olduklari
varsayildiginda bes tarihten ikisinin ardigik yedi giinliik donem igerisine diismesi
olasiligi nedir sorusuna cevap aranabilir. Yukaridaki (3.11) formiiliine gore

N =365,a=5,m="7 olarak alindiginda olasilik 0.31 olarak bulunur. Buradan bes

tarihten ikisinin yedi gilinliik bir donem igerisine diigmesinin sira dis1 olmadig1 sonucuna

varilabilir.
Ornek: (Satranctaki galibiyetlerin kiimesi)

Bir satrang ustast 1 yil i¢cinde 20 turnuvada oynamis ve dokuz tanesini kazanmistir.
Kazanilan turnuvalardan yedi tanesi 10 ardisik turnuvada gerceklesmistir. Dokuz
galibiyetin birbirinden bagimsiz ve 20 turnuva igerisinde tamamen rasgele dagildig:
varsayildiginda 10 ardigik turnuvada en az yedi galibiyetin ger¢eklesmesi olasilig1 nedir

sorusuna yanit aranabilir. Burada, a =9, N =20,k =7 ve m =10 degerleri alindiginda

formiil (3.10)’a gore olasilik,

9
P(7;10,20,9)=2)" H(s,9,10,20) +(14-9-1) H(7,9,10, 20) = 0.20

s=7

olarak hesaplanir. 20 turnuva i¢inde dokuz galibiyet oldugu bilindiginde 10 ardisik

turnuvada yedi galibiyetin gerceklesmesi sira dist degildir sonucuna ulasilir.
3.3.5 r harflik bir dizide herhangi bir harfin ardisik en uzun tekrar sayisi

N bagimsiz denemeden olusan bir dizideki her biri esit olasiliga sahip » harften
herhangi birinin en uzun tekrar sayisinin dagilimi bulunmak istenebilir. Suman (1994)

tarafindan da ¢alisilmis olan bu problem N —1 Bernoulli denemesindeki en uzun basari
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sayisi ile iligkilendirilebilir (GNW 2001). » harften olusan bir alfabenin dizisinde her

bir harfin kullanilmasi olasiliginin p =1/ oldugu varsayilsin,

¢,; N bagimsiz denemeden olusan bir dizide, her biri esit olasiliga sahip » harfli bir

alfabeden herhangi bir harfin ardisik en uzun tekrar sayisi olmak iizere beklenen deger

ve varyans,
E(£,) = +0.5+1log, {(N—-D)(r—1)/r)}+y)/log, r (3.12)
ve
V()= (") 2(log, 1)’ f+(1/12)

dir. Burada y =0.577... dir (Euler sabiti).

N Bernoulli denemesindeki en uzun basar1 tekrarinin beklenen sayisi her bir harfin

kullanilmasi olasiligr p =1/r olmak iizere,

E(W,)~-0.5+log {N(r—1)/r)}+y)/log, r,
vE
V(V,)=V(<{,) olmaktadir.

3.3.6 Tarama istatistiklerinin beklenen degerleri

Tarama istatistiklerinin ¢esitli derecelerden beklenen degerlerini bilmek bu istatistiklere
ait olasiliklara {ist sinirlar olusturmak veya bu olasiliklara yaklasimda bulunmak

bakimindan o6nemlidir. GNW (2001)’de tarama istatistiklerinin dagilimina normal
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dagilim yaklagimi olarak E(S,) ve V' (S,) nin kullanimi 6rnek verilmistir. Huffer and

Lin (1997) degisik dereceden beklenen degerleri kullanarak hem Markov zincirleri hem
de poisson yaklagimlari elde etmislerdir. Eger dagilim var ve yaklasik olarak

hesaplamalar yapilabiliyorsa beklenen degerlere de yaklasimlarda bulunulabilir.

Maksimum sayida basari igeren kiimedeki deneme sayisinin (S)) beklenen degeri ve

varyansi, (0,1) araligindaki diizgiin dagilim varsayimi altinda asagidaki gibi

hesaplanabilir (GNW 2001):
E(S,) =Y P(S, k)
k=1

(K,, K,) goreli olarak dar bir aralik olmak tizere; P(S; > k) ifadesi, k < K, igin bire,
k > K, icin sifira yakin olur. Bu aralik, pm ’den olduk¢a biiyiik degerler denenerek
bulunabilir. Ornek olarak, N =10 000, p =0.1 ve m =59 igin (3.6) formiilii P(S! > k)

icin asagidaki degerleri verir:

k 12 13 14 15 16 17 18 19 20

P(S;9Zk) 1.00 0980 0.799 0.449 0.183 0.060 0.017 0.0046 0.0011

(3.12) kullanilarak, E(S])=12+(0.980+0.799 +...4+0.0011) =17.7 olarak bulunur.

P(S! =k)=P(S! > k)—P(S! > k+])

esitligi kullanilarak £ ((S 'y’ ) hesaplandiktan sonra

V(S!) = E{S,)? - {E(S,)P
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olarak hesaplanabilir.

Varyans hesaplamasina basit bir yaklasim olarak asagidaki formiil de kullanilabilir:

V(S,) =23k P(S, = k)= E(S,)(1+ E(S,)

k=1

Yine, (0, 1) araligindaki diizglin dagilim varsayimi altinda k& basar1 igeren en dar

arahigin () beklenen degeri ve varyansi,

o0

EW/))y=> PW/=2m) (3.13)

m=1

Vviw))= 22 mPW, >2m)—EW/) 1+ EW))) (3.14)

k=1

olmaktadir. Ornek olarak; p =0.3,k =5, N =100 alindiginda olasiliklar asagidaki gibi

hesaplanmaistir:

m 5 6 7 8 9 10 11 12

P(W,{’Zm) 1.00 0.8474 0.5799 0.3324 0.1692 0.0806 0.0372 0.0171

m 13 14 15 16 17 18 19

PW>m) 0.0080 0.0038 0.0019 0.0009 0.0005 0.0003 0.0001

Buradan (3.13) ve (3.14) formiilleri kullanilarak beklenen deger ve varyans,

EW/)=5+0.8474+0.5799 +---+0.0001 = 7.0784
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Viw!)=2(15+6(0.8474) +7(0.5799) + ---+19(0.0001))
—(7.0784)(8.0784) = 2.74

olarak bulunur (GNW 2001).

Benzer olarak m uzunluklu araliklarda & tane basar1 gozlemek icin gerekli bekleme

zamani (deneme sayisi) (T k,m)’nin beklenen degeri de hesaplanabilir. Bunun igin,

P(S!, > k) olasiliginin N {izerinden sonsuz toplamini alinir ve (3.6)’da yer alan formiil

kullanilir. Buna gore bekleme zamaninin beklenen degerini veren geometrik toplam:

E(T,,,) = Y (1= P(S), <k) = 2m+04(1= (05 /05)""™)
N=0
olur.
3.4 iki ve Daha Yiiksek Boyutlu Taramalar

Daha 6nceki boliimlerde olaylarin zaman i¢indeki kiimelenmeleri ya da denemelerin bir
dizisi lizerinde tek boyutlu tarama istatistiklerinin kullanimi ele alinmisti. Burada ise iki
ya da daha yiliksek boyutta tarama istatistikleri ve uygulamalar1 ele alinacaktir. Bu

alandaki ilk calismalar Mack (1948) tarafindan yapilmstir.

Pek ¢ok alanda arastirmacilar, sira dis1 kiimelenmeler i¢in iki ya da daha ¢ok boyutlu
taramalar yapmaktadirlar. Ornegin, bir epidemiyolojist kanser vakalarmin cografi
konumda kiimelenmelerini belirlemeye ¢alisabilir. Bir jeolog belirli tiirden maden
kaynaklarmin kiimelendigi yerleri bulmak i¢in belirlenen bolgeyi, bir astrofizik¢i ise
gama 1511 yayan patlamalarin yogun oldugu kaynaklar1 belirlemek i¢in gokyiiziini
tarayabilir. Iki boyutlu taramalar; tibbi goriintileme, maden arama ve sistem

giivenilirligi gibi konularda sik¢a kullanilmaktadir.
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Tarama istatistiklerinin genis bir c¢ogunlugu iki yada daha yiiksek boyut ig¢in
gelistirilmistir. Bir boyutlu taramalarda, kesikli deneme dizilerinde ya da siirekli bir
zaman araliginin taranmast igin tarama penceresi olarak bir aralik kullanilir. iki boyutlu
taramalarda ise tarama penceresi olarak kare, dikdortgen, daire, liggen ve diger sekiller
kullanilabilmektedir. Taranan iki boyutlu bolgeler, dikdortgensel bolgeleri, bir kiire
ylizeyini ya da daha genel olarak belli bir sekli olmayan cografik alanlar1 igerir. Bu tiir
tarama istatistiklerinin dagilimlar1 taranan boélgelerin yapisina gore elde edilmistir.
Siirekli yapiya sahip tarama bolgeleri i¢in diizgiin, poisson v.s. dagilimlari; kafes yapida
(lattice) olanlar icin binom, hipergeometrik v.s. dagilimlar1 kullanilir. iki ya da daha
yiiksek boyutlu tarama problemlerinde probleme iki tiir yaklasimda bulunulabilir. Tlki
bir boyutlu tarama istatistiklerinin iki yada daha yiiksek boyutlu duruma uyarlanmasidir.
Digeri de dogrudan iki boyutlu yapi1 korunarak iki boyutlu tarama istatistiklerinin

kullanilmasi durumudur.

Iki boyutlu tarama istatistiklerinde N nokta, sekli verilen iki boyutlu bolgede rasgele
olarak konumlanir. Bir boyutlu tarama istatistiklerindeki birim araligin iki boyutlu
tarama istatistiklerindeki genellesmis hali birim kare veya kiire yiizeyidir. Tarama

istatistigi S, , sekli verilen w c¢apli (boyutlarinda) herhangi bir pencerede bulunan
noktalarin maksimum sayis1 olur. W, ise k nokta igeren iki boyutlu en kiigiik tarama

penceresinin “capidir”. S ile W, istatistiklerinin dagilimlar: birbirleriyle ilintilidir.

w

iki boyutlu bir bélge taramrken sekli verilen tarama penceresindeki en biiyiik
kiimelenme arastirilir. Bu durumda problem, kenarlar1 karenin kenarlarina paralel olan
v yiiksekliginde ve u genisliginde bir alt dikdortgenle birim karenin taranmasi seklinde
diistiniiliir. Kosullu durumda birim kare iizerine dagilmis sabit N sayida nokta
mevcuttur. Kosulsuz durumda ise birim kare iizerine dagilmis noktalarin sayisi Poisson
rasgele degiskeni olarak disiintilir. Birim karenin taranmasi, Sx7 boyutundaki
dikdortgensel bir bolgenin axb boyutundaki bir tarama penceresi ile taranmasi

demektir. Burada, x ekseni lizerinde S =1 ve y ekseni iizerinde 7 =1 birim olarak

almarak, u =a/S ve v=>5b/T doniisiimleri yapilir.
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3.4.1 Kosullu durum

: kenarlan

u,v

Verilen N noktanin birim kare iizerinde rasgele dagildigi bilindiginde S

birim karenin kenarlarina paralel, v yiiksekliginde ve u genisligindeki herhangi bir alt

dikdortgende bulunan noktalarin maksimum sayisint gosterir. P(k; N, u,v) bigciminde

gosterilen P(S, > k) olasiligi, kenarlar1 karenin kenarlarina paralel, en az & nokta

iceren axb boyutlu en az bir tarama alt dikdortgeninin olasiligini ifade etmektedir. Bu

olasilik Naus (1965) tarafindan,

2 N k-1
Plk;N,u,v)y=k (kj(uv)

seklinde ifade edilmistir.

k = N oldugu durumda olasiligin alt sinir1 {ist sinirina esittir. Bu durumda formiil,
P(N;N,u,v)=P(N; N,u) P(N;N,v)

olur.

u<0.5 ve v<0.5 olarak verildiginde £ = N —1 i¢in bir boyutlu tarama istatistiginin

olasilig1 yardim ile hesaplanan formiil,

P(N-1; N,u,v)=P(N;N,u) P(N-1; N,v)
+{P(N =1; N,u)— B, }P(N —1; N -1, v)
+{B,, ~P(N; N,u)l{2P(N-1; N -1,v)= P(N; N, v)
— 2NV = (N +1)vY)/ N(N -1))}

(3.15)

olarak yazilir.
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Burada, # <0.5 ve v<0.5 olmak ilizere,

B, =2Nu""(1-u),
P(N;N,u)=Nu"" —(N-Du",
P(N-1;N-1,v)=(N=Dv"? —=(N=2)v"",
P(N-1; N,u)=2u" + N(N -Du"?(1-u)’

dir.

Kuyruk olasiliklarina iliskin bir teori kullanilarak kiigiik olasilikli oldugu diisiiniilen

olaylarin olasiligin1 hesaplamak i¢in verilen bir diger yaklasim ise,
P(k; N, u,v) = (N> w(l—u) 1 =) E* (1= w)* (1= E){+ C)b(k; N, w) (3.16)

seklindedir. Burada,

NY N-k
b(k;N,w):(kjw 1-w)

w=uv

E=(k/Nw)—-1

C = {Nv(1—u) E /(1= w)}+ {Nu(l=v) E* /(1 + E)(1-w)* |
+{(1+E)1-w)/E}

olmaktadir.
Ornek: (Kanser olaylarmin kiimesi)

Bir bolgedeki kanser olaylarin rasgele olan dagilimmin diizgiin dagilima uymadigi,
bunun yerine hem rasgeleligin hem de diizenli olmayan yerlesim nedeniyle

kiimelenmeler olusturdugu anlasilmaktadir.
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Boyle bir arastirmada bir grup bilim adami, 1993 yilinin sonuna kadar olan 20 yillik bir
donem icerisinde, Isve¢’te tam1 konulmus 15 yasin altindaki akut 16semi hastasi
cocuklarin kiimesini arastirmistir. Verilen dénem icerisinde tiim Isvec¢’te 1.703.235
cocuk arasindan 1543 akut 18semi hastas1 tespit edilmis, bunlarin 133 tanesinin Isve¢’in
giineybatisinda bulunan Okome’de oldugu gozlenmistir. Bolgedeki oranm Isveg igin
ortalama oranin yaklasik 25 kat1 oldugu bilinmektedir. Bu kiimelenmenin sira dis1 olup
olmadig1 arastirma kapsamindadir. Bolgedeki populasyon diizgiin dagilmadigindan bir
tir yaklasimla haritaya diizgiin dagilimi verecek sekilde doniistiirme islemleri
yapilmustir. ilk olarak Isve¢ haritast her bir karede bir kisi oldugu varsayilarak
1.703.235 kareye boliiniir. Kolaylik olmasi agisindan, harita 1305 %1305 boyutundaki
(1305, 1.703.235’in karekokii) bir kare seklinde diisiiniilmiis olup Okome’nin
populasyonu ise kabaca 11.5x11.5 boyutundaki (11.5, 133’iin karekokii) bir alt karenin
icine diismektedir. Biitiin kare igerisindeki 1534 16semi hastasi ¢ocuk goz Oniine
alindiginda, kenarlart u# =v=11.5/1305 olan bir alt kare igerisinde iic vakanin

goriilmesi  olasiligt  nedir  sorusu  arastirthir.  Yani  istenen  olasilik

P(3;1534,0.0088, 0.0088) olasiligidir. (3.16) yaklasimi kullanilarak hesaplanan

olasilik degeri 0.697 olarak bulunur ve 133 akut 16semi hastasi ¢ocuktan olusan bir
populasyon igerisinde gozlenen ii¢ akut 16semi hastasi ¢ocugun olusturdugu kiimenin

stra dis1 olmadig1 sonucuna varilir.

3.4.2 Tarama penceresinin seklinin etkisi

Vakalarin incelenmesi i¢in bir bolge taranirken, tarama penceresinin seklinin
kiimelenme olasil1g1 {izerinde bir fark yaratip yaratmadig: arastirilmak istenebilir. Ornek

olarak; P(N;N,u,v) olasiliginin tam hesaplama olasilig1 géz oniine alinarak ayni alana
sahip biri kare digeri dikdortgen iki tarama penceresi kullanildiginda
k=N=5 u=0.1 ve v=0.9 degerleri icin olasilik P(5;5,0.1,0.9)=0.00042
bulunurken, u =v=0.3 degerleri i¢in P(5;5,0.3,0.3)=0.00095 olarak bulunur.
P(N; N,u,v) olasiligi u =v oldugunda maksimum sonuca ulasir. Tam formiil (3.15)
kullanildiginda; P(4;5,0.15,0.4) =0.00962, P(4;5,0.2,0.3)=0.01018 ve
P(4;5,0.2449489, 0.2449489) = 0.01029 olarak bulunur. Buna gore, kare tarama
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penceresi dikdortgen tarama penceresine gore kiimelenme olasiligin1 biraz daha
yukseltmektedir. Hatta ayn1 sekillerin farkli yonlendirilmeleriyle yapilan taramalarda da

farkli sonuclar elde edilebilecegi gbzlemlenmistir.

Tarama istatistikleri lizerinde ¢alisanlar ayrica tarama penceresi hangi sekilden olursa
olsun iki boyutlu taramanin simiilasyonunu hesaplamada etkili bir algoritmanin olmasi
gerektigini farketmislerdir. Bunun iizerine iki boyutlu taramalarda tarama olasiliina

yaklasimda bulunma amacli bir tiir simiilasyon algoritmasi gelistirilmistir.

3.4.3 Kosulsuz durum

Birim kare igerisindeki noktalarin sayis1 A ortalamali bir Poisson rasgele degiskeni ve
birim kare uxv boyutundaki, kenarlar1 birim karenin kenarlarina paralel bir alt

dikdortgen ile taraniyor olsun. P*(k; A ,u, v), alt dikdortgenlerden en az birinin en az

k gozlem bulundurmasi olasiligini gdstersin. Buna gore bu olasilik,

P*(k; A, u,v)=1—expi—kA(1—u)1—v) p(k —1; duv)}

seklinde verilmektedir.

Burada,

plk—1; Auv) = expi= Auv (A uv) ™ /(k - 1)!

dir.

Verilen diger bir yaklagim ise;
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P*(k; A ,u,v)=1—expl (k= 1)> A(1—u)(1—v) p(k —1; Auv)/ k}
olup Alm (1999) tarafindan verilen daha iyi bir yaklagim
P*(k; A, u,v)=1-F, (k-1; A uv)exp{-¢ —(1- (Auv/ k) Av(l—u) p(k —1; Auv)}
seklindedir (GNW 2001).

Burada,

k-1
F,(k=1; Auv) = Zp(i;/luv)

i=0
Ve

¢ =01-GAu/kNAu(—v){P*(k—1; 1, v,u)—P*(k; A v, u)} (3.17)

olmaktadir. P*(k; A v, u) bir boyutlu tarama istatistigidir. Bu konuda verilen bir bagka

yaklagimda,
P*(k; A, u,v)=1-{1-P*(k—1; 1 v,u)jexp(=<) (3.18)
dir. Yukaridaki formiilde ¢, (3.17) formiiliinde tanimlandig: gibidir.

Ornek:

u=v=1/30, Aluv=5,k =19, 41 =4500 olsun. P*(19;4500,1/30,1/30) olasilig
bulunmak istenebilir. P *(18;150,1/30)=0.00151927 ve
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P*(19;150,1/30)=0.000430589 olasiliklar1 (3.5) formiiliine gore hesaplandiginda
formiil (3.17) ve (3.18)’e gore,

¢ =(1—(5/19)150(29/30){P*(18; A v,u)— P*(19; 1 v, u)}=0.11632
vE

P*(19; 4500 ,1/30,1/30) = 1—{I— P*(18;150,1/30)}exp(—¢) = 0.11

olarak bulunur.

Yukaridaki yaklasimlar dikdortgensel bir bdlgenin yine dikdortgen bir tarama penceresi

ile taranmas1 durumlarinda kullanilir. $ <7 dikdoértgensel bolgenin » yarigapl cember
seklinde bir tarama penceresi ile taranmasi durumunda, rz*° /S =u,rz®> /T =v

olarak alimir ve X ile Y eksenleri iizerinde yine S =1 ve T =1 alinarak islem yapilir.

P *(k;A,u,v); Auv, r yarigapli bir ¢emberdeki noktalarin beklenen sayisini

gostermek iizere, tarama penceresindeki noktalarin maksimum sayisinin en az k£ olmasi

olasiligidir. Buna gore bu olasilik,

P *(k; A ,u,v);1—exp{—kﬂ(1—2u)(1—2v)p(k—1;/luv)}

dir.

3.5 DNA ve Protein Dizilerinin Analizinde Tarama istatistiklerinin Kullanimi

Pek ¢ok alanda ¢aligan bilim adamlar1 bir¢cok biyolojik kaynaktan DNA ya da protein
dizilerini karsilastirmaktadir. Biyolojik siirecin kontrol edildigi genetik kodlar1 iceren
DNA (deoksiriboniikleik asit) uzun bir molekiildiir. DNA molekiil modeli sarmal

sekilde kivrilmig, merdivene benzer bir yapidadir. Bu ¢ift poliniikleotid zincir, birbirine
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bazlar arasindaki zayif hidrojen baglariyla baglanir ve birbirinin tamamlayicisidir. DNA
molekiiliiniin yapisina katilan organik bazlar adenin, sitozin, guanin ve timin olarak
adlandirilir ve sirasiyla A, C, G, T harfleri ile gosterilir. Hidrojen baglariyla bagl iki
ipligin arasindaki baz ¢iftlerinden bir iplikteki A bazina diger iplikteki T, bir iplikteki C
bazina ise diger iplikteki G bazi karsilik gelir. Adenin ve guaninden olusan bazlara
“piirin bazlar1”, sitozin, timin ve urasilden (RNA’nin yapisinda bulunur) olusan bazlara
ise “pirimidin bazlar1” adi verilir. Bir iplikteki baz dizilimi bilindiginde diger

(tamamlayici) iplikteki baz dizilimi de bilinmis olur (Nolan and Speed 2000).

Protein sentezi hiicre icinde meydana gelen en 6nemli olaylardan biridir. Proteinlerin
yapi1 taglar1 amino asitlerdir. DNA, yapisindaki dort ¢esit niikleotid (adenin guanin,
sitozin ve timin niikleotidleri) yardimiyla canli yapisindaki 20 ¢esit amino asitin protein
molekiiliindeki sirasini ve sayisin sifreleyebilir. DNA’nin 20 ¢esit amino asiti protein
yapisina yerlestirebilmesi i¢in en az {i¢lii niikleotid dizilisini kendi arasinda degistirmesi
gerekir. Boylece protein sentezi sirasinda kullanilan 64 ¢esit {i¢lii sifre ortaya ¢ikar. Bu
ticlii baz dizilimine “kodon” adi verilir. Bu sifrelerden bazilar1 baslatma ve durdurma
emrini veren kodonlardir. Bazi amino asitlere birden fazla kodon karsilik gelir

(Kursunge¢mez, 2005).

DNA ve protein dizileri analizinde baz dizilimi 4 harfli alfabe gibi diisiiniilebilir. Alfabe
4 harften olusabilecegi gibi (A, G, C, T), 20 amino asitte 20 harfli bir alfabe gibi
diistintilebilir. Alfabe, (A, G) pilirin bazina kars1 (T, C) pirimidin bazinin gelmesi gibi iki
harfli alfabenin degisik bir tiiri de olabilir. Belli amino asitlerin pozitif yiiklii,
digerlerinin negatif yiikli ya da yiiksiiz oldugu bilindigine gore alfabe yiikleri
gostermek {lizere Ui¢ harften de olusabilmektedir. Bu bolim harflerin tek boyutlu
dizilerine tarama istatistiklerinin uygulanmasint ve kelimelerin (ardigik harflerin

olusturduklari oriintiiler) arastirtlmasini ele almustir.
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3.5.1 DNA ya da protein dizilerindeki oriintii kiimelerinin taranmasi

DNA ya da protein dizileri {izerinde ¢alisan bilim adamlar1 belirli 6riintii tiplerini, net
yiikleri ya da dizideki olay kiimelerini belirlemeye calismaktadirlar. Bahsedilen oriintii
tipleri biyolojik olarak Onemli etkilere sahiptir ya da Oyle oldugu varsayilir. Bu
ortintiilerden bazilart DNA’nin onarim ve ¢ogalmasi-kopyalanmasi ile ilgilidir. Bu tiir

Oriintlilerin yer aldig1 yerlere DAM bdélgeleri denir.
Ornek: (E. Coli DNA’s1 icindeki DAM bélgelerinin kiimeleri)

E. Coli (bir bakteri cinsi) DNA’s1 i¢cindeki 4.7 milyon harf bir zincir olarak goriilebilir.
Bu durumda DNA; A, C, G, T harflerinden olusmus dort harfli bir alfabenin dogrusal
bir dizisi seklinde diisiiniiliir. Arastirmada dizideki GATC oOriintiisliniin olusumu
arastirtlmakta olsun. Bu 6riintli DNA’nin kopyalanmasi ve onarilmasinda diizenleyici
role sahiptir. Dizide bu Oriintiiniin meydana geldigi noktalar DAM bolgesi olacaktir. Bir
E. Coli genom (4.7 milyon harften olusan dizi) dizisinde 250 harfte ortalama 1.1
dolayinda DAM bolge oldugu tahmin edilmektedir. Calismalar esnasinda dizinin 245
ardisik harften olusan belirli bir boliimiinde sekiz DAM bolgesi gozlemlenmistir.
Aragtirmacilarin cevaplamaya calistiklar1 soru “4.7 milyon harften olugmus bir dizinin
herhangi bir yerinde bulunan 245 harfin sekiz DAM bolgesi icermesi sira digt midir?”
sorusudur. 250 harfte bulunan DAM bdlgesi sayisinin, 1.1 ortalama ile yaklasik olarak
Poisson dagildigr varsayildiginda, zaman uzunlugunu 7 =4.7 milyon, tarama

uzunlugunu (arahiginl)) w=245, k=8 ve A=(1.1/250)=0.0044 alinarak (3.4)

formiiliinde yerine konuldugunda istenen olasilik,
P*(k=8;A,w/T)=1- exp{— 0.0044" (245*7)4,700,000 /(k — 1)!}‘; 0.999

olarak bulunur. Daha isabetli bir yaklagim kullanilarak
P*(k, YL,1/L)~1-0Q;(Q: /Q;)"* formiilii ile P*(k=8;1,w/T)=~0.66 olarak

hesaplanir. Bu sonuca gore, E. Coli genomunun 4.7 milyon harften olusan dizinin
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herhangi bir yerinde bulunan 245 ardisik harfin sekiz DAM bolgesi igermesi sira disi

degildir sonucuna ulasilir.

Ornek: (Insanda bulunan Stomegaloviriisin (HCMV) iiremesinin incelenmesi igin

palindrom kiimelerinin arastirtlmasi)

Stomegaloviriis (HCMYV) ile savagmak i¢in bilim adamlar1 bu viriisiin nasil ¢ogaldigini
arastirmak tizere viriis DNA’sinin kopyalanmasiyla iligkili oriintiileri incelemektedirler.
Bu viriis pek ¢ok insanin viicudunda bulunmakla beraber, viriisiin sadece kopyalanma
evresine girdiginde aktif hale gectigi bilinmektedir. Kopyalanma siireci, belirli baglatici
proteinler viris DNA’sinin belirli isaret alt dizilerine eklemlendiginde baslar. Bu alt

dizileri igeren bolge virlisiin kopyalanma kaynagi olarak adlandirilir.

Herpes viriisii ile ilgili yapilan onceki c¢alismalarda kopyalanma kaynaklarinin séz
konusu DNA’nin simetrik ve tekrarl oriintiileri ile ilgili oldugu gdézlenmistir. Bu virlis

DNA’sinin kopyalanma kaynaginin uzun bir palindrom oldugu diistiniilmektedir.

Genel kullanimi ile bir palindrom, tersten ve diizden okunusu ayni olan kelime, rakam
ya da sozciik &begidir (TAKAT, ATA, UTU, TIRIT, 7557 gibi). DNA dizilerinin
analizinde bir palindrom biraz farkli tanimlanir. Bir palindrom 6riintiiniin (PLP) 6zelligi
tersten okundugu zaman diizden okunan dizinin tamamlayicisi olmasidir. Ornegin,
CCACGTGG sekiz bazli bir palindromdur. Iki tamamlayic1 iplikteki tamamlayici

palindromlar:

CCACGTGG
GGTGCACC

seklindedir. Palindrom oriintiisii her iki dogrultuda da ayn1 goriiniimdedir.
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Bir “dyad”, palindromun iki simetrik kismi arasina bazi gecis bazlarinin girmesi ile
olusan palindromik bir &riintiidiir. Ornek olarak, CCACtatGTGG verilebilir. Eger gecis
bazlarinin sayist ¢ok biiylik degilse (150°den kiiciikse) bunlar kisa dyadlar olarak

adlandirlir.

[k olarak en az 10 harf genisligindeki palindrom &riintiisiinii (PLP*) arastirmak {izere
timii 229.354 baz ¢iftinden olusan HCMV dizisi taranmistir. Harf uzunlugunun 10
olarak secilmesinin nedeni biitiin baglama pozisyonlarinin kabaca 0.001’inin 10 harf
uzunlugundaki bir PLP ile baglamasidir. 4 harfli bir alfabenin her harfinin esit olasilikli

olarak kullanildig1 varsayildiginda yukaridaki gibi 10 harfli bir palindromun olasilig1
(1/4)° olarak bulunur. Arastirma siirecinde palindromlarin kiimelendigi bolgenin

belirlenmesi i¢in 1000 bazli bir aralik ile tiim dizi taranmig ve belirli bir bolgede bu
palindromlardan 10 tanesinin yer aldigi bir kiimelenme bulunmustur. Cevaplanmasi
gereken soru, bdyle bir kiimelenmenin rasgeleligin bir sonucu olusup olusmadigi yani
siradan olup olmadigidir. Formiil (3.5) kullanilarak, 7 =229.354, w=1000, N =296
olarak belirlenip istenen olasilik, P(S, >10)= P(10;296,1000) = 0.0017 olarak

hesaplanir. Bu sonuca gore palindromlarin yer aldigi bu kiimenin anlamli oldugu
sOylenebilir. Bu problem ile ilgili daha detayli bir inceleme Nolan and Speed (2000)’de

yer almaktadir.

3.5.2 DNA dizilerinde eslestirme

Molekiiler biyolojinin gelismesi ile birlikte cesitli biyolojik kaynaktan DNA dizilerinin
karsilagtirilmast biiyiik 6nem kazanmistir. Karsilastirilan dizilerde genetik materyalin

benzerligi ya da DNA’nin s6z konusu fonksiyonlarinin ortaklig1 arastirilmaktadir.

Bu amagla iki uzun DNA dizisini taramak iizere bilgisayar algoritmalar1 gelistirilmistir.
Bu algoritmalar sayesinde boliimler ve alt diziler arasindaki miikemmel ya da
miikemmele yakin eslesmeler arastirilmaktadir. Iki dizinin eslestirilmesi siirecinde

tamamen rasgeleligin sonucu bazi eslesmelerin saptanmasi beklenebilir.
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Bazi uygulamalarda yeni bulunan bir dizinin ardisik boliimleri (contig) eslesme
yapilmak iizere gen bankasindaki ya da diger gen havuzlarinda bulunan daha 6nceden
belirlenmis dizilerle karsilastirilir. Eslesme; miikemmel, belirli sayida eslesmeyen
kismin bulundugu miikemmele yakin ve ekleme/iptal (insertion/deletion=indel)
bicimlerinde olabilir. Bu uygulamalarda eslestirme veri bankasindaki goreli olarak kisa

boliimler arasinda ya da kisa boliimlerle daha uzun diziler arasinda yapilir.

Sira dis1 eslesmelerin tahmininde kullanilan mevcut asimptotik formiillerin cogu biiyiik
orneklem yaklasimina dayandirilmistir ve bu formiillerin yakinsamasi yavag olabilir.
Coklu eslestirmelerin yapildigr durum i¢in bireysel olarak uyum yiiksek olsa bile bu
formiiller duyarhiliklarin1 yitirebilirler. Eslesme olasiliklarini  hesaplarken dogru

yaklagimi kullanmak faydali bilgiler elde edilmesini saglar.

Dizi analizlerindeki énemli noktalardan biride dizilerin karsilastirilma bigimleridir. i1k
durumda eslestirilmek istenen dizilerin ayni pozisyonlarindaki esit sayida harf iceren
boliimler alt alta gelecek sekilde cakistirilir ve bu iki dizide eslesen ortak alt diziler
saptanir. Ikinci durumda ise iki dizinin ya da aym dizinin farkli uzunluktaki boliimleri
karsilastirilir ve eslesen boliimler arastiriir. Bu durum cakismasiz durumdur. Iki
durumda da sira dist uzun eslesmeler aranir. Biitiin karsilastirma durumlart igin
miikemmel ya da miilkemmele yakin eslesmelerin olasiliklar1 ¢esitli olasilik modelleri

altinda dogru bir sekilde tahmin edilmeye ¢alisilir.

Iki dizinin karsilastirilma siirecinde eslesen boliimlerin tespiti icin 0-1 puanlama sistemi
kullanilir (Bu sistemde 0 eslesme yok, 1 eslesme var anlamindadir). Bu metotla
karsilastirilan dizilerdeki harflerin benzerliklerine gore O ve 1 puanlari ile olusturulmus
bir dizi elde edilir. Daha sonra bu yeni dizi sabit w uzunluklu bir aralik ile taranarak bu

araliklardaki puanlarin hareketli bir toplam1 hesaplanir (GNW 2001, Lange 2002).

Karsilagtirllan N uzunlugundaki iki dizi i¢in, 0-1 puanlama sistemine gore
olusturulmus dizide m uzunlugundaki herhangi bir aralikta bulunan sayilarin

toplaminin maksimumu tarama istatistigi S, ’dir.
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Bu puanlama sisteminde cakistirilan dizilerde miikemmele yakin eslesmenin oldugu
durumda, eslesen harflerden olusan sira dis1 uzunluktaki ardisik harf dizisi (kelime)
arastirilmak istenebilir. Bu durumda kosulsuz kesikli tarama istatistigi yaklasimi

kullanilir.

DNA dizi analizlerinde 0-1 puanlama sistemi disinda 0-1-2 puanlama sistemi de
kullanilmaktadir. Ayrica benzerlik puanlama sistemi olusturulurken puanlarin 0 ve 1 in

disinda deger aldig1 durumlar da vardir.

Asagida ele alinan bir 6rnek lizerinde rasgeleligin ii¢ degisik modeli altinda eslesme
problemine tarama istatistiklerinin uygulamas1 yapilmistir. Ornek, GNW (2001)’den

aktarilan bir ¢alismadir.

Ornek: (Cakisms iki amino asit dizisi arasindaki miikemmele yakin eslesme)

Bugday AAACCGGGCACTACTTTGAGACGTGA
Th.Aqut AAT CCCCCGTGCCCTTAGCGGCGTGG

Puan 110 110000000011 10101011110

Yukarida iki farkli bitkiye ait r-RNA dizisinin 26 harf igeren boliimleri
karsilastirilmaktadir. Cakistirilmis harflerin altina eger eslesme olmussa 1, olmamigsa 0
rakami konulmustur. Puanlarin olusturdugu dizide en fazla bir eslesmemenin oldugu en
uzun ardisik harf dizisi alt1 harflidir (alt1 ¢izili). Miikkemmele yakin eslesmenin oldugu
bu durumda (en fazla 1 eslesmeme) alt1 uzunlugunda ardisik bir harf dizisi elde etme
olasilig1 nedir sorusuna cevap aranacaktir. Bu sorunun cevabi secilen rasgele modele

baghdir.
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Model 1.

Her biri esit olasilikla kullanilan 4 harfin olusturdugu bir alfabe ve harflerin birbirinden
bagimsiz olarak kullanildigi bir harfler dizisinin olusturuluyor oldugu varsayilsin. O
zaman yukaridaki sifir ve birlerin dizisi 26 Bernoulli denemesinin sonucu olur. Burada
her bir harfin kullanilma olasilig1 0.25 olmaktadir. Her bir araliktaki basar1 sayilarinin
bir rasgele degisken oldugu varsayildiginda yukaridaki sorunun cevabi kosulsuz kesikli
tarama istatistigi yardimiyla bulunur. Boylece istenen olasilik,

P'(5;6, N =26, p=0.25)=0.055 olarak hesaplanir.

Model 2.

Harflerin esit olasilikla kullanilmadiklar1 4 harfin olusturdugu bir alfabe ve harflerin
birbirinden bagimsiz olarak kullanildig1 bir harf dizisinin olusturuluyor oldugu
varsayilsin. Gozlenen sikliklar kullanilarak her bir dizideki A, C, G, T harflerinin
olasiliklar tahmin edilir. Once birinci bitki igin olasiliklar;

P, =5/26,P.,, =6/26,P., =7/26, P,, =5/26 ve sonra ikinci bitki i¢in olasiliklar
P,=3/26,P., =10/26,P,, =8/26, P., =5/26 olarak ayr1 ayr1 tahmin edilir.

Yukaridaki gibi iki dizinin herhangi bir konumunda herhangi bir harfin eslesme olasilig1

p=@P,P,+P. P, +P,P;, + P, P,)=0.244 olur. Model 1°de oldugu gibi her bir

araliktaki basar1 sayilarinin bir rasgele degisken oldugu varsayildiginda yine kosulsuz
kesikli tarama istatistigine ait yaklasik hesaplama formiilii kullanilarak olasilik,

P'(5;6, N =26, p=0.244) = 0.050 olarak bulunur.

Model 3.

Yine 4 harfin olusturdugu ve harflerin birbirlerinden bagimsiz olarak kullanildigi
dizilerin olusturuldugu varsayilsin. Harflerin kullanilma olasiliklarinin esit ve harflerin
eslestirilmeleriyle olusturulan Bernoulli dizisinde 13 adet basarmin oldugu bilinsin.

Boylece 26 denemede 13 basarinin verildigi kosulu altinda bu olasilik, kosullu kesikli
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tarama istatistigine ait hesaplama formili ile P'(k;m,N,a)=P'(5;6,26,13)=0.71

olarak bulunur.

Bu sonuglara gore boyle bir dizide, en fazla bir eslesmemenin oldugu, altt uzunlugunda
ardisik harf dizisi elde etmek sira dis1 degildir sonucuna varilir. Eger basar1 olasiligi

p=13/26=0.50 olan kosulsuz tarama istatistigi kullanilsayd: olasilik 0.63 olarak

hesaplanacakti.

Ikiden fazla DNA dizisinin eslesmesi problemlerinde de tarama istatistikleri kullanilir.

Ancak bagar1 olasiliklarinin hesaplamalar1 da buna paralel olarak degisecektir.
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4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, giinlimiizde pek c¢ok alanda siklikla kullanilmaya baslanan tarama
istatistiklerinin temel tanim ve kavramlari, hesaplama yoOntemleri ve uygulama

alanlarindan 6rnekler verilerek tarama istatistiklerinin tanitimi amaglanmustir.

Calismanin ilk bolimiinde ardisik sira istatistikleri ve ardisik sira istatistikleri
arasindaki farklarla olusan araliklarin (spacings) tanimlari verildikten sonra sira
istatistiklerinin ve sira istatistikleri arasindaki farklarla olusan araliklarin dagilimlari ele
alinmistir. Bu bdliimde 7 tane rasgele degiskenin alindig1 yiginin dagiliminin diizgiin ve

tistel olmamast durumlarinda karsilagilan hesaplama zorluklarina dikkat ¢ekilmistir.

Ucgiincii béliimde, dnceki boliimde deginilmis olan sira istatistikleri ile baglantili olan
tarama istatistiklerinin temel tanim ve kavramlar1 verildikten sonra ge¢mise doniik
(retroptective) ve gelecege doniik (prospective) tarama kavramlari {izerinde durularak
bu taramalara ait istatistiklerin hesaplama yontemleri 6rneklerle gosterilmistir. Burada
P, gegmise doniik yapilan taramalara ait olasiliklari, P” ise gelecege doniik olanlari ifade
etmektedir. Tarama istatistikleri sadece siirekli bir zaman araliginda tanimlanmamis
oldugundan ilerleyen boliimde ardisik deneme dizileri iizerinde tanimlanan tarama
istatistikleri konusu ele alinmistir. Ayrica calismada iki ve daha yiliksek boyuttaki
tarama istatistiklerinin tanimi yapilarak uygulamalarina drnekler verilmistir. Son kisim
ise son yillarda gelisen molekiiler biyoloji sayesinde 6nem kazanan DNA ve protein
dizileri analizlerinde tarama istatistiklerinin kullanimi konusunu igermekte olup degisik
dizilerin ya da ayni dizinin farkli boliimlerinin eslestirilmesi sonucu ortaya ¢ikan ortak
bolgelerin analizinde tarama istatistiklerinin nasil ve ne sekilde kullanilacagi 6rneklerle

gosterilmeye caligilmugtir.
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