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SIMGELER DIiZINi

a nin Drazin tersi
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R deki Drazin tersinir elemanlarin kiimesi

R deki diizenli elemanlarin kiimesi
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R deki grup tersinir elemanlarin kiimesi

R deki tersinir elemanlarin kiimesi

R deki tstel sifir elemanlarin kiimesi

R deki yan {istel sifir elemanlarin kiimesi
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Tamsayilar kiimesi
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1. GIRIS

Arens ve Kaplansky (1948) yilinda "Topologic representation of algebras” isimli
makalesinde cebirsel cebirlerin ve minimum sartina sahip halkalarin genislemeleri
olarak iki tiir halkay1 incelemistir. Bunlardan biri her a elemam i¢in a"za™ = a”
olacak gekilde bir x elemani ve pozitif bir n tamsayis1 bulunan halkadir ve bu halka

w-diizenli (m-reqular) halka olarak isimlendirilir. Digeri ise her a elemani igin @™+

r =
a”™ olacak gekilde bir x elemani ve bir n pozitif tamsayisi bulunan halkadir. Bu halka
sag m dizenli( right w-regular) halka olarak isimlendirilir. Ardindan Azumaya (1954)
yilinda "Strongly m-Regular Rings” isimli makalesinde bir R halkasinda a € R igin
a’r = a (ya da za® = a) olacak sekilde bir z € R varsa a elemanma sag (ya da
sol) duzenli (right (or left) reqular) adim vermistir. Aym makalede Azumaya bir
a € R elemani hem sag hem de sol diizenli ise, o zaman a elemanina kuvvetli dizenl:
(strongly reqular) adini vermigtir. Yine ayn1 makalede Azumaya a € R igin eger a
nin herhangi bir kuvveti sag (ya da sol) diizenli ise, o zaman a elemanma sag (ya
da sol) m-dizenli (right (or left) w-reqular) adin1 vermigtir. Dahasi eger a hem sag

m-dizenli hem sol w-diizenli ise, o zaman a elemanina kuvvetli w-dizenli (strongly

m-reqular) adim vermigtir.

Drazin (1958) yilinda, "Pseudo-inverses in associative rings" isimli makalesinde bir
R halkasinda x € R igin 2™ = z™"!c ve ¢ = c*z olacak sekilde ¢ € comm(x)
ve m € Z% varsa x elemanma pseudo-tersinir (pseudo-invertible) adim vermigtir.
Burada ¢ € R ye z in pseudo-tersi (pseudo-inverse) denilmigtir. Ayn1 makalede
Azumaya’nin kuvvetli 7-diizenli eleman tanimiyla pseudo-tersinir eleman arasindaki

iligkiyi incelemis ve denk olduklarini géstermistir.

Koliha (1995) yiinda "A Generalized Drazin Inverse” isimli makalesinde bir R hal-

2 =1, a—a’z € R olacak sekilde bir € R varsa a

kasinda a € R igin axr = za, ax
elemanina sonlu indeksli Drazin Tersinir (finite index Drazin invertible) adini ver-
migtir. Bu tanim Drazin’in pseudo-tersinir tanimiyla denktir. Yani pseudo-tersinir

tanimina alternatif bir karakterizasyon ortaya konmustur. Dahasi Koliha ayni ma-
1



kalede bir R halkasinda a € R icin ax = za, © = ax?, a — a’x € R olacak sekilde
bir x € R varsa a elemanina Drazin tersinir (Drazin invertible) adin vermigtir. As-
linda Koliha Drazin’in tersinir tanimini genellestirmistir. Daha sonralar literatiirde
Drazin’in pseudo-tersinir tanimi Drazin tersinir, Koliha'nin tanimi genellegtirilmig

Drazin tersinir olarak isimlendirilmigtir.

Bu ¢alismada kuvvetli w-dizenli (stongly m-reqular), Drazin tersinir (Drazin inver-
tible), kutuplu (polar) ve pseudo-tersinir (pseudo-invertible) tammlarimin denk ol-
duklar1 gosterilmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Daha sonra yar1 kutuplu ve genel-
legtirilmis Drazin tersinir tanimlarinin denk olduklar: gosterilmigtir. Cline formdiilii,
Jacobson lemmasi ve geniglemeleri verilmig. Drazin tersinir ve genellestirilmis Dra-
zin tersinir elemanlar i¢in Cline’in formiilii, Jacobson lemmasi ve geniglemelerinin

uygulamalar1 ¢aligilmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde calismada kullanilan tanimlar ve énermeler verilmektedir.
2.1 Temel Kavramlar

Uyar1 2.1 Bu calisma boyunca halkalar birimli alinmaktadir ve bir R halkasindaki ter-

sinir elemanlarin kiimesi U(R) ile gosterilmektedir.

Tanim 2.1 R bir halka olsun. Eger e € R icin e? = e saglaniyor ise, o zaman e ye eskare
(idempotent) eleman; eq, eo € R eskare elemanlar olmak lizere eger ejea = 0 = egeq

ise, 0 zaman e; ve ey elemanlarina dik eskare (orthogonal idempotent) denir.

Tanmim 2.2 R bir halka olsun. Eger a € R icin ™ = 0 olacak bicimde bir n € Z* varsa
a ya Ustel sifir (nilpotent) eleman denir. Ayrica R halkasindaki tiim Ustel sifir elemanlarin

kiimesi R ile gosterilir.

Tanim 2.3 R bir halka olsun. rg(a) = {x € R : ax = 0} seklinde taniml kiimeye a
nin R deki sag sifirlayanlarinin (right annihilator) kiimesi denir. Benzer sekilde [g(a) =
{y € R: ya = 0} seklinde tanimli kiimeye a nin R deki sol sifirlayanlarinin kiimesi (left

annihilator) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.4 R bir halka olsun. O zaman a € R icin

comm(a) ={z € R : ax = za}

ve

comm?®(a) = {x € R : her y € comm(a) igin 2y = yx}
biciminde tanimlanir.

Tanim 2.5 R bir halka olsun. Eger a € R icin axa = a olacak sekilde x € R varsa,
o zaman a ya diizenli (regular) eleman denir ve x = a~ ile gosterilir. R nin her elemani
diizenli ise, o zaman R ye diizenli (regular) halka denir. Eger R halkasinin tiim diizenli

elemanlarinin olusturdugu kiime R~ ile gosterilir.
3



Tanmim 2.6 R bir halka ve x € R olsun. Eger 1 — x in R de sol tersi varsa, = 'e sol
yari diizenli (left quasiregular), 1 — x in R de sag tersi varsa x 'e sag yari diizenli (right
quasiregular), 1 —x in R de sol ve sag tersi varsa z 'e yar diizenli (quasiregular) eleman

denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanim 2.7 R bir halka ve a € R olsun. Eger her x € comm(a) igin 1 — xa € U(R)
ise, 0 zaman a ya yar (stel sifir (quasinilpotent) eleman denir. R halkasindaki tim yari

stel sifir elemanlarin kiimesi R ile gosterilir (Harte 1991).

Onerme 2.1 R bir halka, a € U(R) ve b € R™" N comm(a) olsun. Bu durumda
a+beU(R) dir.

Ispat. b € R™! oldugundan her z € comm(b) i¢in 1+ xb € U(R) dir. b € comm/(a)
oldugundan 1+ ab € U(R) dir ve buradan a='(a+0) = 1 +a'b € U(R) elde edilir.
Sonug olarak (1+a~'b) 'a~(a + b) = 1 saglamr. m

Tanim 2.8 R bir halka olsun. R nin maksimal sag ideallerinin kesisimine R nin Jacob-

son radikali denir ve J(R) ile gosterilir.
Onerme 2.2 R bir halka olsun. O zaman asagida verilenler birbirine denktir.
(1) R nin bitiin maksimal sol (sag) ideallerinin kesisimi
(2) R deki biitiin sol (sag) ilkel ideallerin kesisimi
(3) {z € R:herr s € Riginrzs yan dizenli}
(4) {x € R : her r € R igin rz yan diizenli}
(5) {z € R: her s € R igin xs yan diizenli}
(6) R deki biitiin yari diizenli sol (sag) ideallerinin birlesimi
(7) R nin bitiin yan diizenli ideallerinin birlesimi
(8) R nin en genis dar sol (sag) ideali (Anderson ve Fuller 1992).

Asgagida verilen sonug literatiirde Jacobson lemmasi olarak yer almakta ve ¢aligma

boyunca siklikla kullanilmaktadir.



Lemma 2.1 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger 1 —ab € U(R) ise, o zaman 1 —ba €
U(R) dir. Burada (1 —ba)™' =1+ b(1 — ab)~ta dir.

ispat. (1 —ab)(1 —ab)~! =
b(1 —ab)(1 —ab)~ta = ba
(b — bab)(1 — ab)~ta = ba
b(1 — ab)~la — bab(1 — ab)~La = ba
(1 - ba)(b(1 — ab)"'a) = ba+1—1
(1-ba)(b(1—ab)'a+1)=1. m

Tanim 2.9 R bir halka ve a € R olsun. Eger

za* ! = a* ax? = x,ax = za
denklemlerini saglayacak sekilde bir x € R ve bir k € NT varsa, o zaman a ya Drazin
tersinir (Drazin invertible) denir. Boyle bir tek tiirlii = elemani varsa, o zaman = e a nin
Drazin tersi (Drazin inverse) denir ve a? ile gosterilir. Eger k bu denklemi saglayan en
kiiclik pozitif tamsayi ise, o0 zaman k ya a nin Drazin indeksi (index) denir ve ind(a) ile
gosterilir. Ozel olarak eger ind(a) = 1 ise, 0 zaman x e a nin grup tersi (group inverse)

denir ve a” ile gosterilir.

k+1 _ .k 2

Teorem 2.1 R bir halka ve a € R olsun. Eger za"™" = a" ve ax® = x olacak sekilde

bir x € R ve k € N varsa, o zaman asagidakiler saglanir.
(1) Her m pozitif tamsayisi icin ax = a™z™ dir.
(2) zaz = x dir.
(3) Her m > k pozitif tamsayisi icin a™z™a™ = a™ dir.
(4) a Drazin tersinirdir ve a® = 2*"1a* dir.

Lemma 2.2 R bir halka ve @ € R olsun. Bu durumda a € R* olmasi icin gerek ve
yeter sart a € a’R N Ra? olmasidir. Dahasi eger x,y € R icin a = za® = a%y ise, o

zaman a = zay = z%a = ay? dir (Hartwig ve Luh 1977).
)



Lemma 2.3 R bir halka ve a € R olsun. O zaman a nin Drazin tersinir olmasi icin

k

gerek ve yeter sart bir £ > 1 tamsayisi icin a” nin grup tersinir olmasidir. Dahasi

at = a1 (a®)* = (a*)#a*~! dir (Mosic 2017).



3. HALKALARDA DRAZIN TERSINIRLER

3.1 Kuvvetli m-Diizenli Elemanlar

Tanim 3.1 R bir halka ve a € R olsun. Eger axa = a olacak sekilde bir x € R varsa, o
zaman a ya diizenli (regular) eleman denir. Eger a*r = a (ya da za® = a) olacak sekilde
bir z € R varsa a ya sag (ya da sol) diizenli (left (or right) regular) eleman denir. Dahasi
eger a hem sag hem sol diizenli ise, o zaman a ya kuvvetli diizenli (strongly regular)

eleman denir (Azumaya 1954).

Lemma 3.1 R bir halka ve a € R bir kuvvetli diizenli eleman olsun. O zaman dyle
tek tiirlii z € R vardir ki az = za, a*2(za®) = a ve az?(2%a) = a dir ve 6zel olarak
a diizenlidir. a?x = a olacak sekilde her x € R icin 2 = ax? elde edilir. Dahasi 2z €

comm?(a) dir (Azumaya 1954).

Ispat. (1) e’z = a ve ya® = a olacak sekilde z,y € R olsun. O zaman
- 2. _
ar = ya’r = ya

olur. Boylece

(2)

ar® = yax = y’a

dir. Ayrica (1) den
(3)

ara = ya® = a = a*x = aya

elde edilir. Simdi z = ax? yazilirsa, o zaman az = ayar = axr = ya = yara = za,
a’z = aza = axa = a ve az® = yaz = yar = z elde edilir (Azumaya 1954).

Simdi varsayilsin ki 2/ € R z ile aym esitlikleri saglasin. O zaman (2) deki z ile y
yerine sirasiyla z ve 2’ yazilirsa, o zaman z = az? = z?a = 2’ elde edilir ki bu da z
nin tek tiirliiliigiinii gosterir.

Ispat1 tamamlamak icin ac = ca olacak sekilde bir ¢ € R alinsmn. O zaman zac =

zca = zca’z = za’cz = acz = caz elde edilir yani ¢, az = za ile yer degistirir.

7



Buradan zc = z%ac = zcza = zazc = czaz = cz olur ki bu da ispat: tamamlar. m

Lemma 3.2 R bir halka ve a,2 € R icin a®

x = a olacak sekilde a bir sag diizenli
eleman olsun. O zaman n bir pozitif tamsayi olmak iizere r < n olacak sekilde bir r

pozitif tamsayisi olsun.

(CZ _ axnan)r — ar _ &xnfrJrlan
dirve r = n + 1 iken

(@ —az"a™)" =0
dir (Azumaya 1954).

Ispat. Iddianmn » = 1 durumu icin gecerli oldugu acik oldugundan r {izerine tiime-

varim yapilir. Farz edilsin ki » < n ve iddia r i¢in saglansin. O zaman

(Cl - axnan)r — ar - &xnfrJrlan

dir. Esitlik sagdan a — az™a" ile carpilirsa ve a"12" = a oldugu bilgisi kullanilirsa

ki bu a?x = a olmasmm acik bir sonucudur, buradan

(a_axnan)rJrl — arJrl_arJrlxnan_al.nfrJrlanJrl+a$nfr+1an+1xnan — ar+1_ar+1xnan
elde edilir. Fakat » < n iken

atlgn = g™z = ax™ " ve r = n iken " T'a" = a"tl2" = @ dir ki bu da

tiumevarimi tamamlar. m

Tamim 3.2 R bir halka olsun. Eger R deki biitiin istel sifir elemanlarin tstel sifirlik
indeksi sinirli ise, o zaman R ye sinirli indeksli (bounded index) halka denir. Bu durumda

tim ustel sifirlik indekslerinin en kiigiik dst sinirina R nin indeksi (index) denir (Kaplansky

1950).

Teorem 3.1 R bir sinirli indeksli halka olsun. O zaman R deki her sag diizenli eleman

kuvvetli diizenlidir (Azumaya 1954).

ispat. R halkasmim indeksi n ve a,z € R icin a’x = a olacak sekilde bir sag

diizenli a eleman: olsun. O zaman Lemma 3.2 geregince (a — az"a™)"*! = 0 duir.

8



Fakat R nin indeksi n oldugundan (a —az"a™)™ = 0 olmalidir. Diger yandan Lemma
3.2 dolaywsiyla (a — ax™a™)™ = a™ — axa™ dir. Buradan a” — axa™ = 0 elde edilir.
Eger Lemma 3.2 de n yerine n + 1 uygulanirsa, o zaman (a — ax"ta"t)" ™! =

ntl = q(a"™ — axa™) = 0 dir. Buradan (a — az"'a" )" = 0 dir. Fakat

a — axa”

yine Lemma 3.2 den (a — az"a"™)" = a" — ax?a™™! dir. Boylece a" = az?a™*!
elde edilir. Sagdan az™ ile carpilirsa ve "'z = a bagmtis1 kullanilirsa a = az?a?

elde edilir ki bu da a nin sol diizenliligini gosterir. m

Teorem 3.2 R bir halka ve a € R bir sag diizenli eleman olsun. O zaman a nin kuvvetli

diizenli olmasi icin gerek ve yeter sart 7r(a?) = rr(a) olmasidir (Azumaya 1954).

Ispat. (=) a € R kuvvetli diizenli olsun. Yani a?z = a ve ya? = a olacak sekilde
x,y € Rvar. rgp(a) C rr(a?) oldugu agiktir. b € rz(a?) olsun yani a?b = 0. O zaman
ab = ya®b = 0 olup b € rr(a) dir. Boylece rr(a) = rr(a?) elde edilir.

(<) a nin sag diizenli bir eleman ve rg(a) = rg(a®) olsun. O zaman a sag diizenli
bir eleman oldugundan dolay1 a?R = aR dir. Simdi f : aR — a*R, f(u) = au ile
tanimh f fonksiyonu goz oniine alimsimn. a?R = aR oldugundan f ortendir. Ayrica
rr(a) = rr(a?) olmasi ker f = {0} olmasim gerektirir. Béylece f bir izomorfizmadir.
Simdi f~!' = g olsun. f(a) = a? oldugundan g(a?) = a dir. Boylece g(g(a))a® =
g(g(a*))a = g(a)a = g(a*) = a olup a sol diizenlidir. m

von Neumann her elemani diizenli olan bir R halkasini diizenli halka olarak ta-
nimlamigtir ve Kaplansky 1948 yilinda yayimladigr "Topological Representation of
Algebras” isimli ¢caligmasinda bir R halkasinin her elemani sag diizenli ise, o zaman
R ye kuvvetli diizenli halka adini vermigtir. Ayrica ayni ¢aligmasinda bir kuvvetli dii-
zenli R halkasinin her elemaninin kuvvetli diizenli oldugunu gostermistir. Kuvvetli
diizenli halkalar sifirdan farkl tistel sifir eleman icermediginden dolay1r bu Teorem

3.1 in bir sonucudur.

Tamim 3.3 R bir halka ve a € R olsun. Eger a nin herhangi bir kuvveti diizenli ise,
o zaman a ya w-diizenli eleman denir. Eger a nin herhangi bir kuvveti sag (ya da sol)
diizenli ise, o0 zaman a ya sag (ya da sol) w-diizenli (right (or left) m-regular) eleman

denir. Ayrica eger a hem sag w-diizenli hem de sol 7-diizenli ise, 0 zaman a ya kuvvetli
9



w-diizenli (strongly m-regular) eleman denir (Azumaya 1954).

n bir dogal say1 olmak iizere a™ nin bir sag diizenli eleman olmasi i¢in gerek ve yeter

sart a" "'z = a" olacak sekilde bir z € R olmasidir.

Lemma 3.3 R bir halka, a,z,y € R ve n,m € N olsun. Eger a" ™'z = a" ve ya™ ! =

a™ ise, o zaman a™x = a™ ve ya"™! = a™ dir (Azumaya 1954).

+1

Ispat. Eger m > n ise, o zaman a2 = ¢” oldugundan a”+'z = o™ oldugu aciktir.

m+1

Eger m < n ise, o zaman a™ = ya olmasi a™ = y" "a" olmasini gerektirir.

Buradan a™z = y""a"y = y"™a™ = a™ elde edilir. Benzer sekilde ya"t! = a”

oldugu gosterilir. m

Teorem 3.3 R bir halka ve a € R bir kuvvetli 7-diizenli eleman olsun. Eger a™ sag
diizenli ise, o zaman a™ kuvvetli diizenlidir. Dahasi dyle bir z € R vardir ki az = za ve

a"z = a™ dir (Azumaya 1954).

Ispat. a™ nin kuvvetli diizenli olmasi Lemma 3.3 {in direkt bir sonucudur. Lemma
3.1 den a*"z = a" ve r € comm?(a") olacak sekilde bir r € R oldugu bilinmektedir.
Ayrica a € comm(a™) oldugundan ra = ar dir. Boylece a"~!r = z alinirsa istenen z

elde edilir. m
Sonug 3.1 Kuvvetli 7-diizenli elemanlar 7-diizenlidir (Azumaya 1954).

Tanim 3.4 R bir halka ve a € R bir kuvvetli m-diizenli eleman olsun. Bu durumda a®
sag diizenli olacak sekildeki en kiiciik n pozitif tamsayisina a nin kuvvetli w-diizenlilik

indeksi (index of strongly m regular element) denir (Azumaya 1954).

a kuvvetli m-diizenli ve a™ sag diizenliyken a™ nin sol diizenli oldugu Lemma 3.3 ten
agiktir. Ayrica dikkat edilmelidir ki her iistel sifir eleman ayni zamanda bir kuvvetli

m-diizenli elemandir ve tistel sifirlik indeksi ile kuvvetli 7-diizenlilik indeksi ayn1 olur.

Lemma 3.4 a indeksi n olan bir kuvvetli w-diizenli ve z € R icin az = za ve a" 'z =

a™ olsun. O zaman a — a®z indeksi n olan bir istel sifirdir (Azumaya 1954).
10



Ispat. az = za oldugundan (a — a2z)" icin binom acihmi uygulanabilir. Yani

(a_a22)n =a" — (T)anJrlz_'_ <T27’)an+222 et (_1)n&2nzn

dir. Fakat ayni zamanda a"™'z = a” olmasi a” = a"%2z2 = ... = ¢?"z" olmasim
y

gerektirir. Buradan

(a — a22)" = a" — (T)au (Z)w e (=) = (a—a)" =0

Diger yandan binom agilimmdan (a — a?z)"! = a" 'a"z olacak sekilde bir x # 0
vardir. Boylece a — a?z nin iistel sifirlik indeksi n dir. m

Asagidaki teorem, Teorem 3.1, Teorem 3.3 ve Lemma 3.4 ten elde edilir.

Teorem 3.4 R sinirl indeksli (istel sifirlik indeksi) bir halka olsun. O zaman R deki
her sag m-diizenli eleman ayni zamanda indeksi R nin indeksini asmayan bir kuvvetli

n-diizenli elemandir (Azumaya 1954).

K bir cisim ve R de K iizerinde bir cebir olsun (sonlu boyutlu olmak zorunda degil).
a R nin bir cebirsel elemani ve p(A\) @ nmin minimum polinomu olsun. Jacobson
(1945) yilindaki "Structure theory for algebraic algebras of bounded degree” isimli
caligmasinda a nin indeksini A" p(A) y1 bolecek gekildeki en biiyiik r tamsayisi olarak
tamimlar. Jimdi a kuvvetli 7-diizenli bir eleman iken a nin Jacobson indeksi ile
kuvvetli diizenlilik indeksi kiyaslansm. A", p(A) y1 tam bolsiin. O zaman u(A) =
N+ N 4 N 4+ (g, a... € K) formundadir. O zaman oy A\u(A) =
A AT+ a2 L ve dolayisiyla v()\) = (aq? — ag)A + ... bir polinom iken
() —ar Adp(A) = N 4 (g — )N 24 = X = A"Ty()) dir. g, p(\) nin bir sifinn
oldugundan p(\) — a1 Ap(X) nin da bir sifindir yani a” = a"'v(a) dir. Bu da a nin
kuvvetli m-diizenli oldugunu gosterir. n a nin kuvvetli m-diizenlilik indeksi olsun. O
zaman n < r dir Dahasi Lemma 3.3 ten a” = a"*'v(a) dir yani a \" — A"y ())
polinomunun bir sifiridir. 4£(\) @ nin minimum polinomu oldugundan A" — A" ™v(\)
polinomu g () ile boliinebilir olmalidir ki bu da n < r olmasini gerektirir. Buradan
n = r dir. Yani a nin kuvvetli 7-diizenlilik indeksi ile Jacobson indeksi aynidir.

R nin bir kuvvetli m-diizenli halka olmasinin gerek ve yeter sartinin R nin hem sag
11



m-diizenli hem de sol m-diizenli halka olmasi oldugu aciktir. Dahasi R nin kuvvetli
m-diizenliligi R nin 7-diizenliligini gerektirir. Ancak karsitinin dogru olabilmesi i¢in

R nin sinirh indeksli olmasi gerekmektedir.

Onerme 3.1 R bir halka olmak iizere a € R olsun. O zaman asagidakiler denktir.

(1) a kuvvetli 7-diizenlidir.
(2) a™ = fw = wf olacak sekilde f eskaresi, u tersiniri ve n > 1 tamsayisi vardir.

(3) a™ kuvvetli 7-diizenli olacak sekilde bir m > 1 vardir (Nicholson 1999).

Ispat. (1)=(2) a bir kuvvetli 7-diizenli eleman olsun. O zaman a"*'b = a" ve
ab = ba olacak sekilde bir b € R ve n > 1 tamsayist vardir. Dolayisiyla her £ > 1
tamsayisi icin @ = a"t*b* dir. Ozel olarak a” = a?"b" = a"b"a” dir. Boylece
f = a0 = b"a"™ bir egkaredir. af = fa dir ve a"f = a" dir. ¢ = b"f olsun. O
zaman ¢ € fRf ve a"c = ca" = f dir. Buradan (a" + (1 — f))(c+ (1 — f)) =
ac+a"(1—f)+(1—=fle+(1—f)=f+c—fe+1—f=1olupa"+(1—f) € U(R)
elde edilir. w = a" 4 (1 — f) ile gosterilir ise, 0 zaman fw = wf = a"f = a™ dir.

(2)=(3) a™ = fw = wf olacak gekilde f egkaresi, u tersiniri ve n > 1 tamsayisi

1

olsun. O zaman a"w™'a" = fa" = a" ve aw™! = w™la di.

(3)=(1) a™ kuvvetli m-diizenli olacak sekilde bir m > 1 olsun. O zaman a kuvvetli
m-diizenlidir. m

Teorem 3.5 R sinirli indeksli bir halka olsun. O zaman asagidakiler denktir.

(1) R bir w-diizenli halkadir.
(2) R bir sag w-diizenli halkadir.
(3) R bir sol 7-diizenli halkadr.

(4) R bir kuvvetli w-diizenli halkadir (Azumaya 1954).

Ispat. (2)=(4) Teorem 3.5 in direkt bir sonucudur. Sag-sol simetriden dolay (3)=(4)
tiir. O zaman sadece (1)=-(2) oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
Diyelim ki R indeksi n olan bir m-diizenli halka ve a € R olsun. O zaman a” m-

diizenlidir. Yani bir n’ > 1 icin @™ diizenlidir. » = nn/ denirse r > n dir ve
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a"xa" = a” olacak sekilde bir x € R vardir. a"x = e yazilirsa e bir egkaredir ve
eR = a" R dir. Benzer sekilde a" ! in 7-diizenli olmasindan dolay1 s > r ve fR = a°R
olacak sekilde s tamsayisi ve f eskaresi vardir. a®R C a”"R oldugundan fR, eR nin
bir direkt toplanan sag idealidir. Dolayisiyla e = f; + ¢ ve fiR = fR(= a°R) olacak
sekilde f; ve g ortogonal egkareleri vardir. Simdi R nin bir ilkel ideali P olsun.
Hipotezden dolay1 artik halka smifi R = R/P en biiyiik derecesi n olan bir béliim
halkas: iizerinde bir matris halkasidir. @ = @ + P olsun ve R D aR D a*R D ---
sag ideal zinciri diigiiniiliirse R basit halkasinin derecesi ile R nin sag ideallerinin
kompozisyon uzunlugu aym oldugundan a"R = a"*'R = --- dir ve &zel olarak
a"R = @R dir. O zaman éR = f;'R iken éR = @R ve fiR = @°R dir. Diger
yandan € = f; + g dir ayrica f; ve g ortogonal eskareler oldugundan eR = fiR® gR
buradan gR = 0 yani ¢ € P. Bu durum tiim ilkel idealler icin gecerlidir yani ¢
tiim ilkel ideallerin kesigiminin yani Jacobson radikalinin bir elemanidir. Eger tek
yari-diizenli eskare eleman 0 ise, o zaman g = 0 dir ve bu da gosterir ki a"R = a" ™' R
iken a" R(= eR = f1R) = a°R dir. Ikinci esitlikten a sag diizenlidir. Dolayisiyla ispat

tamamlanir. m
3.2 Pseudo-Tersinir Elemanlar

Tanim 3.5 R bir halka ve z € R olsun. m bir pozitif tamsayi olmak lizere eger

cx =xc, " le=a", c=c%n
olacak sekilde bir ¢ € R varsa, o zaman = e pseudo-tersinir (pseudo-invertible) eleman

denir (Drazin 1958).

Teorem 3.6 R bir halka ve x € R olsun. Eger x in pseudo-tersi varsa, o zaman tektir

ve x in pseudo tersi comm?(x) in elemanidir (Drazin 1958).

ispat. R bir halka ve x € R pseudo-tersinir bir eleman olsun. Ayrica

m+1 2 n+1

ar =xc;, ™ le =a™, ¢ = cwvecoxr = w0y, " ley = 2", ¢y = c’x olacak
sekilde ¢, co € R elemanlar x in pseudo-tersleri olsunlar. O zaman k = maz(m,n)

olmak tizere



ve

C1 = 01255, Co = 13022

elde edilir. Ikinci esitlik her s tamsayisi icin ¢; = ¢;*t'2® ve ¢ = ¢2° '2® olmasim

k

gerektirir. Ozel olarak s = k secilirse ¢; = c;*2* ve ¢y = ¢ 1a* elde edilir.

Buradan

1l~c+1 k+1

C X Cy = C1ICy = +++ = C2

olur ve x in pseudo-tersinin tek oldugu elde edilir. x in pseudo-tersi c ile gosterilsin

ve zy = yx olacak sekilde y € R olsun. O zaman

k+1,.k

cy =c hy = xkycm+l — m+1,.m

yc" ™ = yce
dir. Yani ¢ € comm?(z) dir. =
Teorem 3.6 geregi  in pseudo-tersi tek tiirlii oldugundan dolayr  in pseudo-tersi a’

olarak gosterilebilir. z € U(R) iken 27! = 2/ oldugu agiktir.

Sonug 3.2 R bir halka olsun. j bir tamsay olmak iizere eger x1,...,z;, R nin x5z, =
0(s,t =1...j, s # t) olacak sekilde pseudo-tersinir elemanlari ise, 0 zaman z;+- - - +z;

pseudo tersinirdir ve (z1 + -+ z;) = xy" + - -- + ;' dir (Drazin 1958).

Ispat. Genelligi bozmaksizin j = 2 olsun ve 1 ve x5 yerine sirasiyla u ve v yazilsin.
Hipotezden uv = vu = 0 oldugu agiktir. Teorem 3.6 dan u,v,u’ ve v’ birbirleriyle yer
degigirler ve hipotezden agiktir ki uv = uv’ = v'v = /v = vu =v'u=vu' =v'v' =0
dir. O zaman

(W + ) u+v)=(u+v)(u +)

ve

(' + )2 (u+v) = (W) u+ @)Y v=u+v

elde edilir ve m, u™ = (u/)™u ve v™ = (v')™ "1y olacak kadar biiyiik segilirse;
(u+ U)m+1(ul 4 ’U,) — um+1ul +Um+lvl — um +Um — (U 4 U)m

elde edilir. m
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R bir halka ve € R olsun. Eger x pseudo-tersinir ise, o zaman 2™ = 2™z’ sartim
saglayan en kiicilk m tamsayisina z in pseudo indeksi (index) denir ve ind(x) ile

gosterilir. Eger x pseudo-tersinir degil ise, o zaman ind(x) = oo dur denir.

Teorem 3.7 R bir halka olmak lizere x € R pseudo-tersinir ve k bir pozitif tamsayi
olsun. O zaman z* pseudo-tersinirdir ve (z*)" = (2/)*dir. Ayrica 0 < kq — ind(z) < k

olacak sekilde ind(z*) = ¢ tek tiirliidiir (Drazin 1958).

Ispat. 22/ = 2’z oldugundan z*(z/)F = (2/)F2% dir. Ayrica gid®) = gind@)+1 ye
() = 2’ oldugundan o4®) = nd@)+i(g/)7 (j =1,2,...) dir. Béylece ind(z) < kq

oldugundan

(xk’)q . wkqfind(x) xmd(m) — xkqfind(z)mind(x)Jrk(x/)k r_ (xk)qul ($/>k,

() = (@)@t = (@)t

dir. Dolaysiyla (z/)*, (z*) igin sartlan saglar ve ind(z*) < ¢ dur. Son olarak
ind(x*) < ¢ olmast (z%)971 = (z%)9(2’)* olmasim gerektirir. 2/ = 2% 1(a/)* ol-

ka=(k=lg! = ghla=D+1g! elde edilir. ind(x) in tanmidan

dugundan 2*@Y = g
ind(z) < k(g — 1) dir ki bu da ¢ nun secimiyle celisir. Dolayisiyla ¢ = ind(z*)

dir. m

Teorem 3.8 R bir halka ve x € R pseudo-tersinir olsun. O zaman ind(x’) = 2 dir ve

2" = x?2’ dir (Drazin 1958).

Ispat. 2/(2%2') = (222)2’ oldugu agiktir. Ayrica (2/)2(222') = (2/)%x% = 2/ dir ve

(x22")%x’ = 2*(2')3 = %2’ dir ki bu da 222’ = 2” olmas1 anlamina gelir. ®

Sonug 3.3 R bir halka ve z € R bir pseudo-tersinir olsun. O zaman z” = x olmasi
icin gerek ve yeter sart ind(x) = 1 olmasidir. Bu durumda herhangi bir y € R igin

y € comm(z) olmasi icin gerek ve yeter sart y € comm(z') olmasidir (Drazin 1958).

Sonug 3.4 R bir halka ve x € R bir pseudo-tersinir olsun. O zaman her ind(z) < k

tamsayisi icin (z¥)” = x* dir (Drazin 1958).
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Sonug 3.5 R bir halka ve x € R bir pseudo-tersinir olsun. O zaman z/”/ = 2/ dir

(Drazin 1958).

Teorem 3.9 R bir halka ve x € R olsun. z in pseudo-tersinir olmasi icin gerek ve yeter

sart x in kuvvetli w-diizenli olmasidir (Drazin 1958).

Ispat. = in pseudo-tersinir oldugu durumda z in kuvvetli 7-diizenli oldugu agiktir.
Kargit olarak = kuvvetli m-diizenli olsun. O zaman 2?™'a = 2? ve bx?™! = x olacak

sekilde a,b € R ve p,q pozitif tamsayilar1 vardir. m = maks(p, q) ve ¢ = z™a™"!

m+1

olsun. m = maks(p, q) oldugundan z™a = 2™ = bax™ ! dir yani 2™a = bx™a =

bx™ dir. Buradan herhangi bir k pozitif tamsayisi icin 2™a* = b¥z™ elde edilir yani

et = ¢ = T lge™ dir. O zaman

re = xx™a™ = 2" Maa™ = 2"a™ = V"™ = Vb = 0" = cx

dir. Ve 2™ = 2™**a¢* oldugundan

$m+1c E xm—l—lxmam-‘rl _ xm—f—(m—i—l)am—i-l — ™

dir. Ayrica

r = cxe = cx™ T a™t = g™ eg" T = 2Ma™ T = ¢

dir. Boylece ispat tamamlanir. m

Daha genel olarak asagidaki teorem verilir.

Teorem 3.10 Bir a € R icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) p € comm(a), ap € R ve a + p € U(R) olacak sekilde p? = p € R vardir.
(2) p € comm?(a), ap € R™" ve a + p € U(R) olacak sekilde p* = p € R vardur.
(3) b e comm(a), b= ab® ve a* = a**'b olacak sekilde b € R ve k € N vardur.

(4) b e comm?(a), b= ab® ve a* = a*"'b olacak sekilde b € R ve k € N vardir.

(5) b e comm?(a), b= ab® ve a — a?b € R™ olacak sekilde b € R vardir.
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(6) b€ comm(a), b= ab® ve a — a*b € R™" olacak sekilde b € R vardir.
(7) a? = aP*x ve a? = ya?™! olacak sekilde p, ¢ pozitif tamsayilari ve x,y € R vardir.
(8) b € comm(a) ve a* = a**'b olacak sekilde b € R ve k € N vardir.

(9) b € comm?(a) ve a* = a**'b olacak sekilde b € R ve k € N vardir (Calci 2014).

ispat. (1) = (2) ap € R™ oldugundan (ap)* = a*p = 0 olacak sekilde k pozitif
tamsayis1 vardir. b = (a + p)~!(1 — p) olsun. Bu durumda ab = ba = 1 — p olur.
Eger x € comm(a) olarak alimirsa, zp — pxp = (1 — p)xp = (1 — p)kxp = bFakap =
b¥xakp = 0 olup xp = pap elde edilir. Benzer sekilde px = pxp oldugu gosterilerek
p € comm?(a) bulunur.

(2) = (3) Eger b = (a+p)~(1—p) olarak ahmirsa, b € comm(a) oldugu aciktir. Diger
taraftan ab® = a[(a +p)" (1 = p)* =ala+p) (1 —p) = (a+p)(a+p) (1 —p) =
(a+p)~t(1 — p) = b dir. Kabul geregince ap® = a*p = 0 olacak sekilde pozitif bir k
tamsayis1 meveut olup kolayca goriilebilecegi iizere a* = a**1b elde edilir.

(3) = (4) Kabulden dolay1 b € comm(a), b = ab* ve a* = aF*1b olacak bicimde
bir b € R ve k € N vardir. Dolayisiyla sadece b € comm?(a) oldugunu gostermek
yeterlidir. Bunun i¢in xa = ax olacak sekilde bir x € R alinsin. Bu durumda bz =
b(ab)kx = bFtlakx = bFHlzak = ¥ aaf b = (ba)*tab = bzab ve zb = z(ab?) =
raPbF !t = aFzbFtt = @ bebF ! = brab = baxb elde edilir. Yani bx = xb olup
b € comm?(a) dir.

(4) = (5) Hipotezden dolay1 a* = a**'b olup (a — a?b)* = 0 bulunur.

(5) = (6) Aciktar.

(6) = (7) Kabulden dolay1 a — a?b € R™ oldugundan (a — a?b)* = olacak sekilde
bir k pozitif tamsayisi vardir. Bu durumda a* = a**'b ve af = ba**! elde edilir ki
bu istenendir.

(7) = (8) a? = aP™x ve a? = ya?™* olacak sekilde z,y € R ve p,q € Z mevcut

mmerl +1

olsun. Eger m = maks{p, ¢} kabul edilip b = a alinirsa, a1z = ™ = ya™ !

ve a™r = ya™ o = ya™ saglanir. Tiimevarim prensibinden kolayca gosterilebilir

ki amz® = y*a™ (k = 1,2,...) dir. Dikkat edilmelidir ki b tamsayis1 ayn1 zamanda

m+lgm olarak ifade edilebilir. Bu durumda ab = aa™z™t' = a™Hgz™ =
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amz™ = yma™ = --- = ba olup yine tiimevarim prensibinden a™ = a™*2* elde
edilir. Boylece a™ b = @™t tama™t! = @D gmEl — g™ saglanir.

(8) = (9) Hipotezden ab = ba ve a* = a**1b olacak sekilde bir b € R ve k € ZT

vardir. Buradan a® = a**1b = a**20? = a* 303 = ... = aFHW (j = 1,2,...) elde
edilir. Eger ¢ = a*b**! alimirsa o zaman a* = a**'c olacag aciktir. Yine ac =
a1 ve ca = a*bFla = o*T1HF*! oldugundan ac = ca dir. Diger taraftan ¢ €

comm?(a) oldugu (3)=(4) ispatina benzer olarak gosterilebilir.
(9) = (1) Kabulden b € comm?(a) ve a* = a**1b olacak bicimde b € R ve k € Z*

kbk+1

mevcuttur. Eger ¢ = a denilirse, b € comm?(a) oldugundan kolayca goriiliir ki

k+1 2

c € comm?(a) dir. Ayrica a*Tlc = a* oldugu da agiktir. Diger taraftan c’a = cac =

Cak—i—lbk—i-l k—i—lcbk—i-l kbk—i-l

=a =a = ¢ dir. Bu durumda p = 1 — ac olsun. ac® = ¢ ve
¢ € comm(a) oldugundan p? = p € comm(a) saglanir. a* — a**lc = a¥(1 — ac) =
a*p = (ap)® = 0 olup ap € R™ bulunur. Diger taraftan (a+p)(c+p) = 1+ap € U(R)

olup a + p € U(R) olma sart1 da saglanir. =

Tanim 3.6 Teorem 3.10 daki denk sartlardan birini saglayan a € R ye kuvvetli -
diizenli (strongly m-regular), Drazin-tersinir (Drazin-invertible), pseudo-tersinir ( pseudo-
invertible), kutuplu (polar) eleman denir. Teorem 3.10 deki (3), (4), (5) ve (6) denk
sartlarindan birini saglayan b elemanina, a nin Drazin tersi (Drazin inverse of a) denir

ve a? ile gosterilir. Bu calismada genellikle Drazin tersinir kavrami kullaniimaktadir.

3.3 Genellestirilmis Drazin Tersinirler

Drazin ters halka teoride 6nemli bir aractir. Refleksif olmamasina ragmen matris
teoride, hesaplamalarda ve matrislerin gesitli uygulamalarinda ¢ok kullanighdirlar.
Drazin tersin sifirdan farkli 6zdegerleri verilen matrisin sifirdan farkli 6zdegerlerine
karsilik gelir ve karsilik gelen matrislerin 6zvektorleri ayni derecedendir. Karmagsik
Banach cebirindeki bir a elemam i¢in eger a’ a min drazin tersi olsun. Eger o’ nin
sifirdan farkli spektrumlari ¢ nin sifirdan farkh spektral noktalaria karsilik gele-
rek olusuyorsa genellikle ¢’ ye a nmn spektral tersi denir. Ornegin matris tersi bir
spektral terstir. Caradus 1978 yilinda yayimladigi "Generalized inverses and opera-

tor theory”, King 1977 yilinda yayimladigi "A note on Drazin inverses" ve Lay 1975
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yilinda yaymmladigi "Spectral properties of generalized inverses of linear operators”
isimli ¢aligmalarinda karmagik Banach uzaylarindaki sinirh lineer operatorlerin bag-

laminda Drazin tersini incelediler.

Bu boliimde R birimli bir halka olarak alinacaktir. Tlk olarak Drazin tersinin denk
tanmimlar1 verilecektir. R deki tersinir ve nilpotent elemanlarin kiimeleri sirasiyla

U(R) ve R™ ile gosterilecektir.

Lemma 3.5 R bir halka ve a € R olsun. Eger
ab = ba, b= ab*, a —a*h € R™ (3.1)

olacak sekilde bir b € R varsa, o zaman b ye a nin Drazin tersi denir. Tanimindaki a nin

Drazin indeksi ind(a) ile a — a?b nin Ustel sifirlhk indeksi esittir (Koliha 1995).

Ispat. ab = ba ve b = ab? olsun. O zaman p = 1 — ab bir eskaredir. Ciinkii (ab)? =

a(ab®) = ab olup ab egkaredir. Buradan her k igin
a® — " = afp = (ap)* = (a(1 — ab))* = (a — a®b)"

dir. m
Harte (1991) yilinda yaymmladigr "On quasinilpotents in rings” isimli makalesinde

herhangi bir R halkasi i¢in yar iistel sifir elemani tanimlar.

Tanmim 3.7 R bir halka ve a € R olsun. Eger her x € comm(a) igin 1 — xa tersinir
ise, 0 zaman a ya yari iistel sifir (quasinilpotent) eleman denir. R deki ustel sifir eleman

elemanlarin kiimesi R7 ile gésterilir (Harte 1991).

Tanim 3.8 R bir halka ve a € R olsun. Eger

ab = ba, b= ab*, a —a*h € R™™ (3.2)

olacak sekilde bir b € R varsa b ye a nin genellestirilmis Drazin tersi denir. b = a® ile

gosterilir. @ nin Drazin indeksi ind(a) ile a — a®b nin Gstel sifirhk indeksi esittir. Aksi

takdirde ind(a) = oo dir (Koliha 1995).
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Lemma 3.6 R bir halka ve a € R olsun. a nin genellestirilmis Drazin tersinir olmasi
icin gerek ve yeter sart

ap € R™! ¢ +p € U(R) (3.3)

olacak sekilde bir p € comm(a) eskaresi olmasidir.

Burada a nin genellestirilmis Drazin tersi tek tiirlidiir ve

a® = (a+p) e —p) (3.4)

ile belirlidir (Koliha 1995).

Ispat. Yukarida verilen sartlar saglayan bir p € comm(a) eskaresi olsun. b yi b =

(a+p)~!(1 — p) olarak segilsin. O zaman ab = ba,
ab=a(a+p)(1-p)=(a+p)latp) (1-p)=1-p
ve ab® = (ab)b(1 — p)b = b(1 — p) = b dir. Sonug olarak
a—a’b=a(l —ab) = ap € R™

dir.
Karsit olarak b yukarida verilen sartlar saglasm. p = a — ab olarak segilsin. (ab)? =
a(ab®) = ab oldugundan dolay1 p, a ile yer degistiren bir egkaredir ve ap = a — ab® €

R dir. Dahast,
(a+p)(b+p)=ab+ap+pb+p=1+apc U(R)

Ayrica ap € R oldugundan a + p € U(R) dir. (a + p)b = 1 — p oldugundan
b= (a+p)~t(e —p) dir. Bu da b nin tek tiirliliigiinii ispatlar. m

Tanim 3.9 R bir halka ve a € R olsun. Eger
p> =p, p € comm?*(a), ap € R™, a+pc U(R)

olacak sekilde bir p € R var ise, o zaman a ya yari kutuplu (quasipolar) eleman denir
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ve bu sartlari saglayan p elemanina a nin spektral eskaresi (spectral idempotent) denir

(Koliha ve Patricio 2002).

Onerme 3.2 R bir halka ve a € R olsun. Eger a yar kutuplu ise, 0 zaman a nin

spektral eskare elemani tek tiirlidiir ve a™ ile gosterilir (Koliha ve Patricio 2002).

Ispat. a € R bir yar1t kutuplu eleman, p ve ¢ da a nin spektral eskareleri olsunlar.

O zaman

1-(1-pg=1-Q1-=p)a+p (a+pqg=1—(1-p)(a+p) 'ag=1-blag)

dir. p € comm?(a) oldugundan b € comm(aq) elde edilir. Boylece ag € R oldu-
gundan 1 — b(aq) € U(R) olur. O zaman

1-(1-plg=1-(1-p¢F =1—(1-pg)(L+(1—p)q).

dur. 1 — (1 — p)q tersinir oldugundan (1 — p)g = 0 yani ¢ = pg dur. Benzer sekilde
(1 —q)p € U(R) ve p = pq = gp dir. Boylece p = ¢ elde edilir ve dolayisiyla ispat

tamamlanir. =

Teorem 3.11 R bir halka ve a € R olsun. a € R nin genellestirilmis Drazin tersinir

olmasi icin gerek ve yeter sart a nin yari kutuplu olmasidir. Bu durumda a nin genelles-

tirilmis Drazin tersi a”

b=(a+a")*(1—a")=(1—-a")(a+a")"
seklinde tek tiirli olarak belirlidir (Koliha ve Patricio 2002).

Ispat. a bir yar1 kutuplu eleman ve p de a nmn spektral egkaresi olsun. b = (a +

p)*(1 — p) olarak kabul edilsin. O zaman b € comm?(a) dir. Dahas

ab®> = a(l =p)(a+p) > =(a+p)(1=p)a+p) > =(1-p)a+p) " =b,
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ve
a’b—a=a*(1-p)la+p) ' —a=ala+p)a+p)(1-p) —a=—apec R"™

dir. Kargit olarak a genellestirilmig Drazin tersinir ve a nin genellegtirilmis Drazin
tersi b olsun. Eger p = 1 — ab olarak alimirsa, o zaman p € comm?(a), (1 — p)? =
a’h* = a(ab®) = ab = 1 — p dir ki bu da p? = p olmasm gerektirir. Son olarak

ap = a — a®b € R™! ve bp = b(1 — ab) = b — ab® = 0 oldugundan
(a+p)b+p)=ab+ap+bp+p=1—p+ap+p=1+apcU(R)

dir. Boylece (a+p)b=ab+pb=1—p+pb=1—poldugundan b = (a+p)~' (1 —p)

dir. Sonug olarak b nin yazimi tek tiirlidiir. m
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4. DRAZIN TERSINIRLER iCIN JACOBSON LEMMASI

4.1 Drazin Tersinirler i¢cin Jacobson Lemmasi

R bir halka olsun. Eger 1 — ab tersinir ise, o zaman 1 — ba da tersinirdir. Onermesi
"Jacobson lemmasy (Jacobson’s lemma)" olarak adlandirilir. Burada (1 — ba)™! =
1+ b(1 — ab)~'a dir. Bu boliimde Jacobson lemmasi’'nin Drazin tersinir elemanlar

icin uygulamalar1 ele alinmaktadir.

Lemma 4.1 R bir halka, a,b € R, a =1 —ab, a € R?, ind(a) =k ve B =1 —ba

d

olsun. Eger e = 1 — aa?, ¢ = bea ve v = 1 + ba‘a ise, 0 zaman

(A) B*s =0, (B) ey =¢, (C) By =78 =1 —¢, (D) B*'y = 5" dir (Lam ve Nielsen
2014).

Ispat. o* = oo ve ea? = (1 — aa?)a? = 0 oldugundan,

Be = BFbea = baF (1 — aa®)a = 0
ey = bea(1 + ba’a) = be(a+ (1 — a)a’a = be(1 + (1 — a)alpha®)a = be(e + a?)a =
By = B(1+ba'a) = B+ Bba’a = (1—ba)+baa’a = 1—-b(1—aa®)a = 1—bea = 1—¢

ve
68 = (1 +ba%a)B = (1 —ba) +baa’a =1—-b(1—-a’a)a=1—bea=1—c¢

dir.
Son olarak ¥y = g*(By) = (1 —¢) = B dir. m

Teorem 4.1 R bir halka, a,b € R, « = 1 — ab, a € R%, ind(a) = k, B3 = 1 — ba,
e=1—aa?, & =beavey=1+baaolsun. O zaman 3 =1—ba € R ve ind(f) = k

dir. Burada her bir n > k icin

3% = (1 — bea)" + ba‘a
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dir. Ayrica her n > k tamsayisi icin 33% = (1 — bea)™ dir (Lam ve Nielsen 2014).

Ispat. R bir halka, a,b € R, a =1 —ab, a € RY, ind(a) = k ve f =1 — ba olsun.
Lemma 4.1 (C) ve (D) geregince 3 kuvvetli w-diizenlidir. Teorem 3.9 dolayisiyla
3% = gy dir. Lemma 4.1 (C) geregince
B = ()"

=(l=g"Q+y-1)

=(1-g)"+(1-e)"(v-1)=(10-¢)"+7-1

=(1—¢)"+ba'a
elde edilir. Simdi tekrar Lemma 4.1 (C) den

65 Bk-ﬁ-l kE+1 _ (B’Y)IH_I (1 4 6)k—l—l — (1 . bea)k
olup ispat tamamlanir. m

Teorem 4.2 R bir halka, a,b € R, a =1 —ab, a € R?, ind(a) =k ve B =1—ba
e=1—aa? ¢ =bea, v =1+ ba%a ve u=a — e olsun. O zaman u € U(R) dir ve

r=14a+---4+a* Licin § nin spektral eskaresi f = bera = —beu'a dir. Ozel olarak
ReR = RfR dir (Lam ve Nielsen 2014).

Ispat. § =1 — ¢ € R olsun. Teorem 4.1 gdsterir ki
f=1-0"=1-0)1+5+ -+ =bea(l+5+ -+ (4.1)
dir. e € comm(ab) oldugundan, ad = a — abea = (1 — eab)a dir. Bundan dolay1
ead’ = e(1 — eab)'a = (e — eab)’a = ea’a(her i > 0 icin) (4.2)

4.1 ve 4.2 den f = bera elde edilir. [Not edilsin ki, eger k& = 0 ise, o zaman r = 0
olarak yorumlanir.] Ozel olarak RfR C ReR dir. Benzer sekilde RfR = ReR dir.
Teoremin geri kalam igin, u = o — e € U(R) oldugu iddia edilir. Simdi « Drazin
tersinir oldugundan kuvvetli 7-diizenlidir. Onerme 3.1 geregi a" = (1 —-ew =
w(1 — e) olacak gekilde w € U(R) vardir. v = a" w1 —e)— (1+a+---+a" e

olsun. 1 —e =p yazilrsa u = a — e = ap — (1 — a)(1 — p) dir. Buradan
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w = [ap — (1 - )1 =p)la" w1l —e) = (1+a+--+a" )
=a"wp+(1—a)l+a+---+a" e
:P+(1—a”)(1—p)

=1

dir. Béylece u € U(R) dir. Simdi, f = —beu'a oldugunu gostermek icin er = —eu ™!

oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi

eur =e(a—1+1—e)r

=ela— D1 4+a---+aFh
—ela® —1) = (ea)" —¢

dir. (ea)” = 0 oldugundan eur = —e elde edilir. ur = ru oldugundan er = eu™! elde
edilir. Boylece f = bera = —beu'a dir. m

ind(a) <1 i¢in agagidaki sonug, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 nin 6zel halidir.

Sonug 4.1 R bir halka olmak iizere a,b € R olsun. Eger « = 1 — ab € R spektral
eskaresi e olan bir grup tersinir eleman ise, o zaman 8 = 1 — ba da grup tersinirdir ve
B =14 bla® — e)a dir ve B nin spektral eskaresi f = bea dir (Benzer sekilde e = bfa
elde edilir) (Lam ve Nielsen 2014).

« nin istel sifir olmasi durumu i¢in agagidaki sonug verilir.

Sonug 4.2 R bir halka olsun. o = 1 — ab € R istel sifirlk indeksi & olan bir tstel sifir

olsun. O zaman

(1) B =1 — ba indeksi k olan bir Drazin tersinirdir ve ¢ = g% = gF*t = ... dir. 8
nin spektral eskaresi olan f icin RfR = R dir.

(2) Eger b sag sifir bolen degil ise, o zaman 5" = 0 dir.

(3) Eger R bir Dedekind-sonlu halka ise, o zaman 5 ile a benzerdir. Bu durumda 3
nin Gstel sifirlik indeksi & dir (Lam ve Nielsen 2014).

ispat.
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(1) a nilpotent bir eleman ise, o zaman « Drazin tersinirdir ve a? = 0 dir. Dolayisiyla
e =1—aa® =1 dir. Teorem 4.1 de a® = 0 yerlestirilir ise, o zaman 3% = * elde
edilir. Ayrica 5°b = ba* = 0 oldugundan " = B*(1 — ba) = " — *ba = B* elde
dilir. Boylece g% = gF dir.

(2) b sag sifir bélen olmasm. O zaman 3*b = 0 olmasi % = 0 olmasini gerektirir.
(3) R Dedekind-sonlu halka olsun. « iistel sifir oldugundan ab =1 — « € U(R) dir.
Dolayisiyla b € U(R) dir. Boylece bab™ = b(1 — ab)b™' =1 — ba = 3 olup «a ile 3

benzerdir. Ozel olarak § nin fistel sifirlik indeksi & dir. m

Uyar1 4.1 k = 1 olmasi durumunda o = 0 dir yani ab = 1 dir. O zaman (ba)? = ba
dir ve (1 —ba)? = 1 —ba dir. Fakat ba = 1 olmayabilir yani 3 = 1 — ba = 0 olmayabilir.

Burada Drazin tersinir a ve # ve onlarin spektral egkareleri arasindaki iligki tizerinde

durulur. Bu iligki b = ba ve basit degisme kurallarinin "formal geniglemesi"dir.

Teorem 4.3 R bir halka olmak lizere « =1 —ab € R, f = 1—ba € R Drazin tersinir
elemanlar, e, f sirasiyla o ve 3 nin spektral eskare elemanlari olsunlar. O zaman 3% =
ba?, (4% = b(a?)? ve fb = be dir (Benzer sekilde aa = af?, a%a = af* ve eca = af

dir) (Lam ve Nielsen 2014).

Ispat. ind(a) = k ve v = 1 4 baa olsun. O zaman (A) vb = b(e + a?) ve (B

~—

(
al = oF(e + a?)*! oldugunu iddia edilsin. (A) nmn ispat1 i¢in vb = (1 + ba‘a)b

b(1+a?(1—a)) = b(e+a?) dir. (B) nin ispat1 igin (a(e +a?))* = (ae+ (1 —e))k
afe+(1—e) dir. O zaman of(e+a?)*! = oF(e+ad)f(e+al) = (afe+ (1 —¢))(e+
a?) = afe+ ot = o dir. (A), (B) ve g% = gF+**1 oldugundan

ﬂdb — Bk’}/k+lb — ﬁkb(e + ad)k+1 — bak(e + ad)k+1 — bOéd (43)
dir. Buradan be = b — ba'a = b — f%a = BBb = fb elde edilir. Son olarak
(B¢ = B%8% oldugundan

(6d>db — 626db — 62bad — bO{QOéd — b(Oéd)d

dir. m
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Dikkat edilsin ki daha yiliksek mertebeden Drazin tersinirler icin degisme kuralina

bakmaya gerek yoktur. Ciinkii o Drazin tersinir bir eleman ise, o zaman ((a?)?)? =

o dir.

Tanim 4.1 R bir halka ve o, 8 € R olsun. Eger « = 1 — ab ve § = 1 — ba olacak
sekilde a,b € R varsa, o zaman (a,3) € R? ye bir Jacobson ikilisi (Jacobson pair)
denir. Bu durumda (3, ) da bir Jacobson ikilisidir. r € R igin (r,r) € R? her zaman bir
Jacobson ikilisidir. Degismeli halka durumunda tiim Jacobson ikilileri bu sekildedir (Lam

ve Nielsen).

Ornek 4.1 R bir halka ve e, f € R eskare elemanlar olsun. Eger sag R-modiil olarak
eR = fR (denk olarak sol R-modiil olarak Re = Rf) ise, o zaman bu eskare elemanlar

izomorftur denir ve e = f ile gosterilir. Burada ¢ = f olmasi icin gerek ve yeter sart

(1 —e,1 — f) nin Jacobson ikilisi olmasidir (Lam ve Nielsen).

Ispat. e = f olsun. O zaman tanim geregi sag R-modiil olarak eR = fR dir.

a:eR — fR birizomorfizma olsun. O zaman «(e) = fr olacak sekilde bir r € R var-
dir. a(e) = a(e)e = fre = bolsun. Diger yandan a™! : fR — eR bir izomorfizmadir.
Dolaysiyla a~!(f) = es olacak sekilde s € R vardir. o }(f) = a1 (f)f =esf =a

olsun. O zaman

f=ala(f)) =alesf) = ale)sf = fresf = bsf = besf = ba
dir. Ayrica
e=a Yale)) =a (fre) = a (f)re = esfre = esf fre = ab

dir. Yanil—e=1—abvel— f =1—baolup (1 —e, 1 — f) bir Jacobson ikilisidir.
Diger yon i¢in (1 — e, 1 — f) bir Jacobson ikilisi olsun. O zaman e = ab ve f = ba
olacak gekilde a,b € R vardir. Eger o : eR — fR, a(x) = b(x) olarak tanimlanir ise,
o zaman « nin izomorfizma oldugu iddia edilir. Simdi y € fR olsun. O zaman y = fr
olacak gekilde bir r € R vardir. Burada a(ear) = bear = b(ab)ar = babar = f fr =
fr olup « értendir. Ayrica kera = {0} oldugu agiktir. Béylece «v bir izomorfizmadir.

|
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Lemma 4.2 R bir halka ve a,b € R olsun. O zaman bir n dogal sayisi i¢in

r=3""(1—ab) iken
(1—=0ba)"=1—0bra ve (1 —ab)" =1-—rab
dir (Castro vd. 2010).

Teorem 4.4 R bir halka olsun. Eger (a,3) € R? Jacobson ikilisi ise, o zaman her
1 < n tamsayisi i¢cin (o™, ") Jacobson ikilisidir. Ayrica eger a m-diizenli ise, 0 zaman

m-diizenlidir (Lam ve Nielsen 2014).

Ispat. a =1—abve 8 =1—baolsun. O zaman r = 1+ a+a?+...+a" ' € R iken
Lemma 4.2 geregi o™ = 1 — (ra)b ve 8" = 1 —b(ra) dir. Dolaysiyla (o™, 3") € R? bir
Jacobson ikilisidir. Eger o m-diizenli eleman ise, o zaman 1 < n i¢in o™ diizenlidir.

O zaman (" diizenlidir. Boylece 8 m-diizenlidir. m

Sonug 4.3 R bir halka, o € U(R) ve 5 € R olsun. Eger («, ) bir Jacobson ikilisi ise,

o zaman her n tamsayisi icin (", 3") bir Jacobson ikilisidir (Lam ve Nielsen 2014).

Ispat. R bir halka ve o € U(R) olsun. O zaman Lemma 2.1 geregi § € U(R) dir.
Yani her n € Z igin (o™, ") mevcuttur. Simdi & = 1—ab ve f = 1—ba olsun. Lemma
2.1 geregince 87! = 1 +bla"ta) ve ™! = 1 + (af™")b dir. Fakat aa = af3 olmasi

1

a~'a = B 'a olmasimi gerektirir yani (o', 37') bir Jacobson ikilisidir. Teorem 4.4

ten (o™, 8") bir Jacobson ikilisidir. m

Teorem 4.5 R bir halka olmak iizere (c, ) € R bir Jacobson ikisili, o Drazin tersinir
eleman, e, f sirasiyla e ve 5 nin spektral eskareleri olsun. O zaman asagidakiler dogrudur

(Lam ve Nielsen 2014).
(1) e ve f ayni zamanda a? ve 3 niin de spektral eskareleridir ve ¢ = f dir.

(2) Sirasiyla @ ve 3 nin birlesmeli eskareleri olan 1 — e ve 1 — f bir Jacobson ikilisi

olusturur.

(3) (a?, 3% bir Jacobson ikilisidir.
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(4) e+a®, f+p1cUR) dirve (e+a?) ' =e+a®ve (f + )" = f+ p* dir.

Ve her n > 0 icin
(e + (@)™, f+(BY)") wve (e+ ()", f+ ()"

Jacobson ikilileridir.

Ispat. (1) a% = a2a oldugundan o nin spektral egkaresi

1—a%®=1- (o)t =1-ala®aa?)=1—-aa’=e¢
dir. Benzer sekilde 5% nin spektral eskaresi f dir. @ ve 8 nin Drazin indeksleri k,
r=1l+a+---+a"1ves=1+8+---+ " olsun. Teorem 4.2 den f = bera ve
e = afsbdir. aa = af oldugundan dolay1 ra = as dir. Teorem 4.3 geregince ea = af

dir. Dolayisiyla
f = be(ra) = be(as) = b(afs) = (afs)b=e

dir.

(2) Ornek 4.1 den e = f olmasim (1 — e, 1 — f) nin Jacobson ikilisi olmasmi
gerektirdigi agiktir. Fakat fikirlerin uyumunu gostermek igin bagka bir ispat daha
sunulur. Teorem 4.1 den 1 — f = (1 — bea)* ve benzer bicimde (1 —¢) = (1 — afb)*
dir. ea = af oldugundan (1—bea, 1 —afb) bir Jacobson ikilisidir. Dolayisiyla Teorem
4.4 den ((1 — bea)*, (1 — afb)*) = (1 — f,1 —e) bir Jacobson ikilisidir.

(3) Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den

Bt =1—ber —ab)avea®=1—a(fs— b (4.4)

dg = af? ve ea = af oldugundan

elde edilir. Ayrica ra = as, «

ay := (er —a%)a = e(as) — af* = a(fs — %) (4.5)

olsun. O zaman 4.4 den (a4, ) = (1 — bay, 1 — a1b) olup bir Jacobson ikilisidir.
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(4) v = 1+ ba’a olsun. a?a = a* oldugundan
y=1+bata=1+baB =1+ (1-p)p*=f+ B (4.6)
seklinde ifade edilebilir. Simdi
1+ (a%a)b=14+a%(1—a) =e+a*

oldugundan (7, e 4+ o) = (f + % e + a?) bir Jacobson ikilisidir.

(e+a®)(e+a?) = e+ (aa?) = e+ (1—¢€) = 1 ve (e+a¥)(e+a?) = (e+a?)(e+a?)
oldugundan e+ a tersinirdir ve tersi e + a% dir. Benzer gekilde f+ 8¢ tersinirdir ve
tersi f + B dir. Sonuc 4.3 geregince her n tamsayisi icin ((e + o)™, (f + B4)") bir
Jacobson ikisilidir. ea? = ae = 0 oldugundan n > 0 icin (e + (a®)", f + (8)") =
((e+ah)™, (f4B%)™) olup bir Jacobson ikilisidir. Benzer sekilde (e-+ (o)™, f+(3%)")

da bir Jacobson ikilisidir. =

Uyar1 4.2 Tabii ki de Teorem 4.3 iin direkt uygulamasi ile («, ) lizerinde baska Ja-

cobson ikilileri elde edilebilir. Bazi érnekleri asagida verilmistir.
(1—aa,1—aB), (1 —aa®,1—aB? (1—ae,1—af)

Ancak bu Jacobson ikilileri daha az ilgi ¢ekicidir ¢iinkii bilesenleri Drazin tersinir degildir.

Uyar: 4.3 Genel olarak Teorem 4.5 in (2) sinde « ve 3 nin birlesmeli eskareleri 1 —e ve
1 — f izomorf olmak zorunda degildir. Ornegin eger ab = 1 # ba olacak sekilde a,b € R
ise, 0 zaman « = 1 — ab = 0 olup birlesmeli eskareye sahiptir ve birlesmeli eskaresi 0
dir. Eger 8 = 1 — ba izomorfik bir birlesmeli eskare elemana sahip ise, 0 zaman o da
0 olmalidir. Boylece f = 1 elde edilir. Fakat Teorem 4.2 f = bea = ba # 1 olmasini
gerektirir ki bu da bir celiskidir (Lam ve Nielsen 2014).
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5. GENELLESTIRILMIS DRAZIN TERSINIRLER ICIN UYGULA-
MALAR

5.1 Jacobson Lemmas1 ve Uygulamalari

Bu boliimde Jacobson lemmasinin ve Cline formiiliiniin genellegtirilmis Drazin ter-

sinirler tizerindeki uygulamalar1 aragtirilmaktadir.

Asagida konu i¢in 6nemli bir teorem verilmektedir.

Teorem 5.1 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger « = 1 — ab € RP ise, o zaman

B =1-ba c RP dir ve
B =14b(1 —a"a) (a? —a™)a=1+ba” —a™(1 —a"a) Ya
ve
B" =ba"(1—a"a) a
dir (Zhuang vd. 2012).
Ispat. p = o™ olsun Teorem 3.11 geregince —ap € R dir. Dolayisiyla 1 — pa €

U(R) dir. ¢ = bp(1 — pa)'a olsun. Dikkat edilsin ki 8b = (1 —ba)b = b(1 — ab) = b

ve aff = aa dir. O zaman

1

Bq =bap(l —pa)~'a =bp(l — pa)'aa = q¢f

dir. Teorem 3.11 geregince dolay1 5 nin spektral eskaresinin ¢ oldugunu gostermek
yeterlidir.

c¢=[p(1 —pa)~t —1]a olsun. ab = 1 — « oldugundan
(1 —pa)(l+cb) = a+p—pa—pa* = (1—pa)(a+p)

elde edilir. Bu da 1 + ¢b nin tersinir oldugunu ispatlar. Jacobson lemmasi geregi
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1 + be de tersinirdir. Buradan hareketle

B+qg=1—ba+bp(l—pa)'ta=1+bcecU(R)

elde edilir.
z(Bq) = (Bq)z olacak sekilde z € R olsun. O zaman

[bap(1 — pa)~'a]z = 2[bap(l — pa)~'q]

dir. Esitligin her iki tarafi da a ile soldan b ile sagdan ¢arpilirsa,

abap(1l — pa) tazb = azbap(l — pa)~'ab

elde edilir. abp = pab = p(1 — par) oldugundan

(ap)(azb) = (azb)(ap)

elde edilir ki bu da (1 — pa~1)azb € comm(ap) olmasii gerektirir. ap € RI™!

oldugundan

14 [(1 = pa)~tazb](ap) = 1+ [(1 — pa)~'az](bap) € U(R)

dir. Jacobson lemmas1 geregince 1 + (8q)z = 1 + (bap)[(1 — pa)taz] € U(R) dir.
Boylece 3q € RI™! dir.

Dikkat edilsin ki pab = p(1 — par) dir. O zaman

¢* = b(1 — pa)~'pab(1 — pa)~'pa = b(1 — pa)'pa = q

olup ¢ bir egkaredir. Sy = yf olacak sekilde y € R olsun. O zaman (ba)y = y(ba)
dir. Boylece

(ayb)a = a(yB)b = a(By)b = alayb)

dir. Yani ayb € comm(a) dir. p € comm?(a) oldugundan ayb € comm(p) dir ki bu
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ayb € comm(pa) olmasini gerektirir. Boylece ayb € comm(1 — pa) dir. O zaman

(ayb)p(1 — pa)™" = p(1 = pa) ™" (ayb)

dir. Son egitligin her iki tarafi da soldan b, sagdan a ile ¢arpilirsa

bayq = qyba

elde edilir. bay = yba ve Bq = qf oldugu da diisiiniiliirse

yq(1—6) =1 —-B)yq=qy(l —p)=(1—-P8)qy

oldugu elde edilir. Buradan

yq(1 — Bq) = qyq(1 — Bq) ve (1 = Bq)qy = (1 — Bq)qyq

elde edilir. Bq € R oldugundan 1 — 3¢ € U(R) dir. Béylece

Y49 =qYyq = qy

elde edilir ki bu da ¢ € comm?(3) olmasim gerektirir. Dolayisiyla ¢ 3 min spektral
eskaresidir ve 82 = (6 + ¢)"'(1 — ¢) olur. Ayrnica a+p=1+cbve B+q=1+bc

oldugundan Jacobson lemmasi

B+q) " =1=bla+p)p(l—pa)" —1a

olmasin gerektirir. O zaman

B =B+q) ' (1—q)
=[1=b(a+p)~ (p(1 = pa)~" = 1)a][l - bp(1 - pa)~'d]
=1—0bp(1 —pa)~la+bla+p)~'(1-p)(l—pa)'a
=1+b(1—a"a)(a” —a"a
=1+b[a” —a™(1 —a"a) a

dir. Boylece ispat tamamlanir. m
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Eger ap € R™" yerine ap € R™ alir ise, o zaman agsagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.1 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger 1 —ab € R? ve ind(1 — ab) = k, o
zaman 1 — ba € R? ve ind(1 — ba) = k dir. Ayrica

N
—_

r=Y (1—ab)’ ve (1—ab)"=1~—(1—ab)(1—ab)".

~
I
o

iken

(I1—ba)!=1+b[(1—ab)? — (1 —ab)™r]a

dir (Gonzalez vd. 2010).

Ispat. « = 1 —ab, B = 1 — ba ve p = a™ olsun. Teorem 5.1 geregince, 3 € RP
ve ™ = bp(1l — pa)~ta. ¢ = " olsun. O zaman fq = bpa(l — pa)~ta = ¢f olur.
abp = (1 — pa)p iligkisi kullanilarak

(Bg)™ =b(1 —a)" ' (pa)"(1 — pa) "a

sonucuna n iizerinden yapilan tiimevarim ile ulagihir. Hipoteze gore (pa)* = 0 dir, o

zaman (3q)* = 0 elde edilir ki bu da ind(8) < k’y1 ifade eder. Yani,
ind(1 — ba) < ind(1 — ab)
dir. Benzer sekilde ind(1 — ab) < ind(1 — ba) dir. Bu nedenle,

ind(1 — ba) = ind(1 — ab) =k

Sonucuna ulagilir. a® mevecut oldugundan, o” = o dir. Ayrica,
k-1
a? —a™(1—-a"a) =t - pz:(poz)Z =1 —ab)?—(1—ab)™r
i=0
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olup burada

T
L

r=Y (1—ab)

~
Il
o

seklinde tanimlanir. m

Yukarida verilen sonucta eger k = 1 alinir ise, o zaman grup tersinirler i¢in bir sonug

elde edilir.

Sonug 5.2 a,b € R olsun. Eger 1 — ab € R* ise, o zaman 1 — ba € R¥ dir ve
(1—ba)* =140b[(1—ab)* — (1 —ab)"] a,

dir. Burada (1 — ab)™ =1 — (1 — ab)#(1 — ab) seklindedir (Gonzalez vd. 2010).

Sonug 5.3 R bir halka, a € R diizenli bir eleman ve a nin i¢ tersi a~ olsun. Eger
a’a"+1—aa",aa’>+1—a"a,a+1—aa vea+1—a aelemanlarindan biri R”

nin bir elemani ise, o zaman hepsi R” nin elemanidir (Zhuang vd. 2012).

Ispat.c=1—a,d = aa, e = a, f=a —aa” ve g = a”a olsun. Bu durumda

asagidaki denklemler elde edilir:

ala” +1—aa" =1—cd=1-ef;
aa+1—aa=1-gc
a+1—a a=1— fe=1-cg;

a+1—aa =1-—dec.

Teorem 5.1 geregince, 1 — xy nin genellegtirilmis Drazin tersinir olmasi i¢in gerek ve
yeter sart 1 — yx in genellestirilmis Drazin tersinir olmasidir. Boylece ispat tamam-

lanir. m

Sonug 5.1 ve Sonug 5.3 geregince agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.4 R bir halka olmak iizere a € R~ ve a nin i¢ tersi a~ olsun. O zaman
aa”+1—aa",a ad®>+1—a"a a+1—aa" vea+1—a aelemanlarinin indeksleri

esittir (Zhuang vd. 2012).
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5.2 Cline’in Formiilii ve Uygulamalar:

Asgagida genellestirilmis Drazin tersinirler i¢in Cline’in Formiilii'niin uygulamasi ve-

rilir.

Teorem 5.2 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger ab genellestirilmis Drazin tersinir ise,

o zaman ba genellestirilmis Drazin tersinirdir ve
(ba)® = b((ab)”)%a

dir (Liao vd. 2014).

ispat.

D

o =ab, B ="ba, p=1—aPaveq=1-baPa olsun. Oyleyse p € comm?(a),

a+p € U(R) ve ap € R™! dir. Devaminda

(1) B+q € U(R),

(2) Bq € RI™! ve

(3) ¢* = q € comm?(3) oldugu kanitlanir.

(1) 1+ (a—aPa)b=a+ (1 —aPa) = a+p € U(R) elde edilir. Jacobson lemmasima
gore,

B+q=pB+(1-baPa)=1+bla—ala) e U(R) dir.

(2) yi kanitlamak igin, ¢ = B¢ olarak yazilsin. O zaman

¢ = ba(1—baPa) = ba—babaPa = b(1 — aala) = bpa elde edilir. z € R igin cz = zc
oldugu varsayilsin. Bir sonraki adimda, 1 — z¢ € U(R) oldugu gosterilmektedir.
cz = zc oldugundan, cz? = z%c, yani bpaz? = z?bpa elde edilir. Bu denklem sol
taraftan a ile, sag taraftan ise b ile carpilirsa, o zaman

ap(az®b) = abpaz*b = az’bpab = (az*b)ap olur. Bu yolla az?b € comm(ap) elde
edilir. ap € R oldugundan, 1 — ap(az?b) = 1 — (apa)(2?b) € U(R) dir. Jacobson
lemmast geregi 1 — (22b)apa tersinirdir. ¢ = bpabpa = bpapa = bapa ve cz = zc
oldugundan, su sonuca varilir:

(1 —zc)(1+zc) = (1+zc)(1 — 2¢) =1 — 2%c* € U(R) dir.

Dolayisiyla, 1 — zc € U(R) dir.
36



Simdi (3) U gostermek i¢in, dncelikle ¢ nun bir egkare oldugu kanitlanir. Gergekten
de,

¢ = (1 -0baPa)(1 —baPa) =1-2baa+ baPacPa =1—baPa = q dir. Ayrica
Bq = ba(1 — baPa) = ba — baba”a = ba — ba’aba = (1 — baPa)p = q8  (5.1)

dir.

Simdi y € R olacak gekilde y = Sy oldugu diigiiniilsiin, o zaman y(ba) = (ba)y dir.
Daha sonra bu denklemi soldan a ile, sagdan ise b ile garparak, (ayb)ab = ab(aybd)
oldugu elde edilir. Boylece ayb € comm(c) dir. a” € comm?(a) oldugundan, ayb €
comm(a®) dir. Bundan dolay1 ayb € comm(a? — (a”)?), yani

ayb(a” — (aP)?) = (aP — (aP)?)ayb dir. O zaman y(ba) = (ba)y oldugundan
bayb(a® — (aP)?)a = ybab(a? — (aP)?)a = yba(a? — (aP)?)a = ybaaPa — ybaPa
ve

b(aP — (aP)?)ayba = b(aP — (aP)?)abay = b(aP — (aP)})aay = baPaay — baPay
elde edilir.

Bundan dolayz,

ybaa®a — ybaPa = baPaay — baPay dir.

y(ba) = (ba)y oldugu goz 6niinde bulundurulursa bir hesaplama sonucunda

yq — yBq = qy — Bqy elde edilir.

Bu sonug, denklem (5.1) ve y(ba) = (ba)y oldugu disiiniiliirse

(1= Bq)ya(1 — Bg) = (1 = Bg)qy(1 — Bq) elde edilir.

(2) ye gore, g € R™™! dir. Bu nedenle 1 — 8¢ € U(R)’dir. Dolaysiyla, yq = qy olur
ve bu da (3) 1 gosterir.

Bu nedenle, 5 = ba bir genellegtirilmis Drazin tersine sahiptir ve

(ba)P = 5P = (B+q) (1 —¢q) dur.

Dahasi t = a — a”a icin

14+tb=a+pvel+bt=p+ qoldugu elde edilir. Bu nedenle

B+ t=0+bt)=1=b1+tb) 't =1—0bla+p) 't dir.

aP = (a+p) 11 —p) = (a+p)'aa? oldugundan

(ba)P? = (B+q)"1(1—q) = [1 —bla+p)~Ht]baPa = baPa — b(a+ p) taala+ b(a+
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p) taPaala = b(aP)?a = b((ab)?)?a dir ki bu ispat1 tamamlar. =

Sonug 5.5 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger ab Drazin tersinir ve ind(ab) = k ise,
o zaman ba Drazin tersinirdir ve k — 1 < ind(ba) < k + 1 dir (Liao vd. 2014).

Ispat. ¢ = b((ab)%)%a olarak tanimlansmn. Teorem 5.2 geregince, ba genellestirilmis
Drazin tersi olup (ba)? = ¢ dir. Varsayim geregi, (ab)* = (ab)**(ab)? oldugu icin
[ba — (ba)?c] " = b [(ab)* — (ab)**'(ab)P] a = 0

elde edilir. Bu nedenle ba — (ba)?c € R™ dir. Dolayisiyla (ba)? = ¢ = b((ab)?)?a dir.

Yukaridaki argiimandan dolay1 ayrica

ind(ba) < k + 1 = ind(ab) + 1

dir. Benzer gekilde ind(ab) < ind(ba) + 1 elde edilir. Dolayisiyla, ind(ba) > k — 1 dir

ve bu ispat1 tamamlar. m

Sonug 5.6 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger ab grup tersinir ise, o zaman asagida-

kilerden biri saglanir.
(1) ba tersinirdir.
(2) ba grup tersinirdir ve (ba)* = b((ab)?)?a dir.
(3) ba Drazin tersinirdir, ind(ba) = 2 dir ve (ba)? = b((ab)#)?a dir (Liao vd. 2014).

Uyar: 5.1 (1) a,b € R igin, ab tersinir iken ba mutlaka tersinir olmak zorunda degildir.
Ornegin, N kiimesi pozitif tamsayilari R ise gercel sayilari temsil etsin. R = CFMy(R)
ile R iizerindeki siitun sinirli N x N matrislerinin halkasini gostersin. E;;, R icindeki bir

eleman olup, (i, j)-girdisi 1 ve diger yerlerde 0 dir. Asagidaki matrisler ele alinsin:

0100
> 0010 ...
A= ZEi(z‘H) = € R,
i=1 00 01
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0000
1 000

; 0100

Bu durumda AB birimi olusturur ancak BA carpimindan birim matris elde edilmez
clinkii ilk satiri sifir vektoriidiir. Ancak, bu durumda BA grup tersinirdir ve (BA)# =

B(AB)™2A'dir. (Bu ab ve ba nin indekslerinin esit olmadigini gosterir.)

m ve n pozitif tamsayilar i¢in R,,x,, R halkas: tizerindeki tiim m x n matrislerinin
kiimesi ve k = m + n olarak belirlensin. A € R,,«, ve B € R, ,, olan matrisler

verildiginde, iki £ x k& matris C ve D agagidaki gibi tanimlanir:

0 0 0 B
C= , Jir— ) (5.2)
A0 0 0
Gozlemlenir ki:
0 0 BA 0
CD = , DC = . (5.3)
0 AB 0 0

Clnki CD ve DC' aym halka olan Ry icindedir, Teorem 5.2, agagidaki sonucu
vermek i¢in uygulanir: Eger C'D genellestirilmis Drazin tersinir ise, o zaman DC

genellestirilmig Drazin tersinirdir ve Cline’in formiili gecerli olup
(DC)P = D((CD)")*C
dir. Bu, dikd6értgen matrisler i¢in Cline’in formiiliine yol agar.

Sonug 5.7 A € R,,xn, ve B € R, «,, olsun. Eger AB € R,, ., genellestirilmis Drazin

tersinir ise, o zaman BA € R,,y,, de dyledir ve asagidaki formiil gecerlidir:
(BA)” = B((AB)”)*A

(Liao vd. 2014).

Ispat. k = m+n olarak yazilsin. Herhangi bir T € R,y nin genellestirilmis Drazin
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tersinir olmasi icin gerek ve yeter sart

T
0 0

€ Rixk

nin genellegtirilmis Drazin tersinir olmasidir. Burada

D
T 0 TP 0

0 0 0 0

dir. Benzer gekilde, S € R,,«, nin genellestirilmis Drazin tersinir olmasi i¢in gerek

ve yeter sart

€ Rixk
0 S

nin genellestirilmis Drazin tersinir olmasidir. Burada

D
0 0 0 0

0 S 0 g4

dir. C' ve D matrisleri (5.2) deki gekilde tanimlansin. Yukaridaki argiiman igin

S = AB ve T = BA olarak yazilir ve (5.3) uygulanirsa agagidaki sonug elde edilir:

(BA)P 0 (DO — D(CDIPYC - B((AB))?A 0
0 0 0 0

Boylece ispat tamamlanir. m
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6. DRAZIN TERSINIRLER ICIN JACOBSON LEMMASININ GENIS-
LEMELERI

6.1 Drazin Tersinirler i¢in Jacobson Lemmasinin Geniglemeleri

Yan ve Fang 2015 yilinda yayimladiklar1 "Common properties of the operator pro-
ducts in local spectral theory” isimli makalede siirl lineer operatorler ve Banach
uzayl arasinda Jacobson lemmasinin yeni bir geniglemesini ¢aligmigtir: R bir halka
a,b,c,d € R, acd = dbd ve dba = aca olsun. Burada agiktir ki d = a alinirsa

aba = aca dir.

Dikkat edilmelidir ki, acd = dbd, bdb = bac ve 1 — ac tersinir oldugunda, o zaman

1 — bd tersinirdir ve

(1—bd)' =1+b(1—ac)d

olur. Eger acd = dbd, dba = aca ve 1 — bd tersinir ise, o zaman 1 — ac tersinirdir ve
(1 —ac)™' =1+ [1+d(1 — bd) *blac.
olur.

Bu boliimde, bir halka i¢inde Jacobson lemmasinin geniglemesi incelenmektedir.
acd = dbd ve bdb = bac durumunda, eger 1 — ac grup tersinir, Drazin tersinir veya
genellegtirilmis Drazin tersinir ise, o zaman 1 — bd nin de Oyle oldugu gosterilmekte-
dir, ve 1 — bd nin grup, Drazin, genellestirilmis Drazin terslerinin 1 — ac ye karsilik

gelen tersleri ile ifadeleri verilmektedir.

Teorem 6.1 R bir halka ve a,b,c,d € R olmak lizere acd = dbd ve bdb = bac

saglansin. Eger 1 — ac € R? ise, o zaman 1 — bd € R* ve
(1—bd)* =1+b[(1—ac)® — (1 —ac)"]d (6.1)

dir (Mosic 2017)
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Ispat. (6.1) esitlignin sag tarafi y ile gosterilsin. O zaman
(1—bd)y=1—bd+b(1—ac)[(1—ac)* —(1—ac)"|d=1-b(1—ac)"d

elde edilir. Benzer sekilde y(1—bd) = 1—b(1—ac)"d olur. Boylece (1—bd)y = y(1—bd)
dir. Dahasi

(1—=bd)y(1—bd) =[1—0b(1 —ac)"d](1 —bd) =1—bd—b(1 —ac)" (1 —ac)d =1—bd.

db(1 — ac) = (1 — ac)db oldugundan db(1 — ac)” = (1 — ac)#db ve db(1 — ac)™ =
(1 — ac)™db oldugu elde edilir. Simdi
y(1 —bd)y = y[1 — b(1 — ac)"d]

=y —b(1 —ac)"d —b[(1 —ac)? — (1 — ac)™](1 — ac)"dbd
=y —0b(1—ac)"d+b(1l — ac)"acd

=y—0b(1—ac)"(1 —ac)d=y
dir. Boylece 1 — bd € R* ve (1 —bd)* =y dir. =

Teorem 6.1 de ¢ = b ve d = a alinirsa, o zaman agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.1 R bir halka ve a,b € R ve 1 —ab € R* ise, o zaman 1 — ba € R* olur ve
(1—ba)* =1+b[(1—ab)* — (1 —ab)"|a

dir (Mosic 2017).

Teorem 6.2 R bir halka ve a,b,c,d € R olmak lizere acd = dbd ve dba = aca

saglansin. Eger 1 — bd € R* ise, o zaman 1 — ac € R* ve
(1—ac)® =1+4ac+d[(1—0bd)* —2(1—bd)"] bac

dir (Mosic 2017).

Ispat. Eger y = 14+ac+d [(1 = bd)# — (1 — bd)™] bac olarak tammlanirsa, o zaman,
Teorem 6.1 in kanitinda oldugu gibi kontrol edilebilir ki (1 — ac)y = y(1 — ac) ve

(1 —ac)y(l —ac) = 1 — ac dir. Lemma 2.2 kullanilirsa, 1 — ac € R* ve (1 — ac)? =
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y(1 —ac)y =y — d(1 — bd)"bac elde edilir. m

Teorem 6.2 de a ile b nin ve c ile d nin rolleri degistirilir ise, o zaman agagidaki sonug

elde edilir.

Sonug 6.2 R bir halka ve a, b, ¢, d € R olmak iizere bdc = cac ve cab = bdb kosullarini

sagliyorsa, o zaman 1 — ac € R* oldugunda 1 — bd € R* olur ve
(1—0bd)* =1+4bd+c|[(1—ac)® —2(1—ac)"] abd

dir (Mosic 2017).

Eger Teorem 6.2 de d = a alimirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.3 R bir halka ve a,b,c € R olmak lizere aba = aca kosulunu sagliyorsa ve

1 — ba € R* ise, 0 zaman 1 — ac € R¥ dir ve
(1—ac)® =1+ac+a[(l—ba)* —2(1—ba)"] bac

dir (Mosic 2017).

Uyar1 6.1 Egera,b € Rvel—ba € R* ise ve Sonuc 6.3 ¢ = b varsayilirsa, o zaman

1 —ab € R* dir ve
(1—ab)* =1+ab+a[(1—ba)* —2(1 —ba)"] bab := X;.
dir. Sonuc 6.1'de @ ve b nin rolleri degistirilirse, 1 — ab € R ve

(1—ab)* =1+a[(1l—ba)* — (1 —0ba)"]b:= X,
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elde edilir. Bu iki ifade X ve X5 icin (1 — ab)¥ esittir, ciinkii:

X, =1+ab+a(l —ba)*b— a(l — ba)?(1 — ba)b — a(1 — ba)"bab
+a(l—ba)" (1 —ba)b—a(l —ba)™d
=1+ab+a(l —ba)*b— a(l — ba)* (1 — ba)b — abab
+a(1l — ba)?(1 — ba)bab — a(1 — ba)™b
=14 a(l —ba)b+ a(l — ba)*b — a(l — ba)* (1 — ba)*b — a(1 — ba)™b

— X,
dir.

Teorem 6.1 kullanilarak, 1 — ac Drazin tersinir oldugunda 1 — bd nin Drazin tersinir
oldugu dogrulanir. Bu béliim boyunca bir toplamin alt sinir1 iist sinirindan biiytikse,

o zaman toplam her zaman sifir olarak tanimlanir. Ornegin,

-1
San
k=0

ifadesi gegerli olup asagidaki teorem 1 — ac € U(R) (k=0 i¢in) ve 1 — ac € R*

(k=1 i¢in) durumlarimi kapsar.

Teorem 6.3 R bir halka ve a, b, c,d € R elemanlari acd = dbd ve bdb = bac kosullarini

saglasin. Eger 1 — ac € R% ise, 0 zaman 1 — bd € R? ve
(1 —bd)* =14 b[(1 —ac)? — (1 —ac)™r]d

olur. Burada

ve ind(1 — ac) = k dir (Mosic 2017).

Ispat. k > 2 icin s = Zf;é(l — db)? olsun. O zaman
1 —rac= (1 —ac)® € R* oldugundan

racsd = racd 35" (1 — bd) = rdbd 3575 (1 — bd) = 3571 d(1 — bd)ibsd = sdbsd
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dir ve

k—1 k—1
brac =Y (1 —bd)’bac =Y (1 — bd)’bdb = bsdb
j=0 §=0

Teorem 6.1 geregi 1 — bsd € R* ve
(1 —bsd)* =1+ b[(1 —rac)” — (1 —rac)™)sd

=1+0[((1 —ac)hF — (1 — ac)"]sd
dir.

1 — bsd = (1 — bd)* olmasindan ve Lemma 2.3 geregince, 1 — bd € R ve

s =355 (1 — db) igin,

(1 —=bd)* = [(1 = bd)*]#*(1 — bd)*"
= (1 =bd)* '+ b[((1 — ac))* — (1 — ac)™](1 — ac)*'sd
=1—0bs'd+b(1 —ac)*(1+ (1 — ac)s')d — b(1 — ac)™(1 — ac)*d
=1-b[(1—ac)—(1—ac)"s — (1 —ac)"(1 —ac)*']d
=1-0[(1 - ac)? — (1 — ac)"s|d

=1-0[(1 —ac)® — (1 — ac)™r|d
elde edilir. m

Teorem 6.3 te ¢ = b ve d = a alinirsa, agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.4 R bir halka ve a,b € R icin, eger 1 — ab € R? ise, 0 zaman 1 — ba € R?

olur ve

(1—ba)!=1+4b[(1—ab)?— (1 —ab)"ri]a

dir. Burada r; = Zf;é(l — ab)? ve ind(1 — ab) = k dir (Gonzalez, Araujo ve Patricio
2010).

Teorem 6.4 R bir halka ve a, b, ¢, d € R olmak iizere acd = dbd ve dba = aca kosullar

saglansin. Eger 1 — bd € R ise, o zaman 1 — ac € R? dir ve
(1—ac)? = (14 sac)(1 — ac)*! + s*d(1 — bd)*bac — 2d(1 — bd)" (1 — bd)*~'bac

dir. Burada s = Zf;é(l — db)? ve ind(1 — bd) = k > 1 dir (Mosic 2017).

ispat. Ispat1 Teorem 6.3 {in ispatina benzerdir. m

Teorem 6.4 te d = a almirsa, o zaman (1 — ac)?, (1 — ba)? cinsinden ifade edilir.
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Sonug 6.5 R bir halka olmak iizere a,b,c € R elemanlarn icin, aba = aca kosulu

saglansin. Eger 1 — ba € R? ise, o zaman 1 — ac € R dir ve
(1 —ac)® = (1 +riac)(l — ac)** +r?a(1 — ba)bac — 2d(1 — ba)™ (1 — ba)*'bac

dir. Burada r; = Z?;S(l — ab)? ve ind(1 — ba) = k > 1 dir (Mosic 2017).

Asgagidaki teoremde acd = dbd ve bdb = bac kosullar1 altinda, halka iginde 1 — ac nin
genellegtirilmis Drazin tersinirliginin 1 — bd nin genellestirilmis Drazin tersinirligini

gerektirdigi kanitlanir.

Teorem 6.5 R bir halka olmak iizere a,b,c,d € R elemanlan icin acd = dbd ve

bdb = bac kosullari saglansin. Eger 1 — ac € R” ise, o zaman 1 — bd € R dir ve
(1=bd)” =140b[(1—ac)” — (1 —ac)"(1 = (1 —ac)"(1 —ac)) '] d (6.2)

dir (Mosic 2017).

ispat.
y=14+b[(1—ac)’ — (1 —ac)"(1 = (1 —ac)"(1 —ac))']d,a = 1—acve f = 1—bd
olsun.
Teorem 3.11 ye gore, 1 — a"a € U(R) ve
y(1 —bd) =1—bd + bja” —a™(1 — a"a) |ad
=1—ba"d—ba" (1 —a"a) tad
=1-ba"[1+ (1 —a"a) taa™]d
=1—-ba"(1—a"a)d
dir. a(db) = (db)a oldugu i¢in (db)a? = oP(db), (db)a™ = a™(db) ve
(db)(1 — a™a)™' = (1 — a™a)~!(db) dir. Dolayisiyla,
y(1 —bd)y =y — ba™ (1 — a™a) *d + bdba™ (1 — a™a) 2d
=y—ba"(1—-a"a)*(1 —a"a—ac)d
=y —ba"(1 —a"a) ?(a"a —a"a)d
=y

dir. Simdi (1—bd)—(1—bd)y(1—bd) = baa™(1—a™a)~td € R™! oldugunu gostermek
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icin z € R ve

baa™(1 — a™a) tdz = zbaa”™(1 — a™a)~!d olsun. O zaman
dbaa™ (1 — a™a) tdzb = dzbaa™ (1 — o™ a) " 'db
elde edilir ve (db)a = a(db) oldugu goz éniine alindiginda
aa™(1 — a™a) tacdzb = dzbacaa™ (1 — a"a) ™!
sonucuna varilir. Buradan ve
aca™ = a"(1 — a"a)

oldugu bilgisinden,
aa”dzb = dzbaa™

ifadesi elde edilir. Burada aa™ € R™! oldugu ve aa™(1 — a™a) ldzb = (1 —
a™a) tdzbaa™ oldugu goz oniine alindiginda,

1+ (1—a"a) 'dzbaa™ € U(R)
elde edilir. Jacobson lemmasi kullanilarak,

1 +baa™(1 —a"a) 'dz € U(R)
elde edilir ki bu da

baa™ (1 — a™a)*d € R™

oldugunu gosterir. y € comm?(1 —bd) oldugunu gostermek igin, z € R ve z(1—bd) =
(1 — bd)z olsun. Bu durumda, zbd = bdz ve dzba = dzfb = dfzb = adzb dir.
dzba = adzb oldugu icin, dzba? = aPdzb, dzba™ = a™dzb ve dzb(1 — a™a)™! =

(1 —a™a)~tdzb dir. Ayrica
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zba™d = zba™ (1 — a™a)(1 — a™a) 'd
= zbaca™(1 — a"a)'d
= zbdba™ (1 — o)~ td
= bdzba™ (1 — a™a)'d
=ba" (1 — a"a) 'dzbd
=ba" (1 — ") 'dbdz
= baca™ (1 — a"a) dz
=ba" (1 — a"a)(l — a"a) 'dz

= ba"dz
oldugundan

2baa”d = baaPdz

olur. Dolayisiyla,

2baPd — zbdba’d = baPdz — ba dbdz

dir ve

2bdba”d = bdzba®d = baPdzbd = ba” dbdz

oldugu igin,

zba’d = baPdz
dir. Ayrica
ba™ (1 — a™a) tdzba™ (1 — a™a)td = bdzba™ (1 — a"a) *a™ (1 — a™a) 'd
= zbaca™(1 — a"a)2d
= zba™(1 — a™a)(1 — a"a) ?d

= zba™ (1 — a"a)~td
ve
ba™ (1 — a™a) 'dzba™ (1 — a™a) 'd = b(1 — o) 2a™dzbd

=b(1 — a"a) %a"acdz

b(l — a"a) ta"dz
esitlikleri
zba™ (1 — a™a) 'd = b(1 — a"a) *a"dz
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olmasii gerektirir. (6.3) ve (6.4) kullanilarak, zy = yz sonucuna varilir. Dolayisiyla,
y € comm?(1—0bd) ve genellestirilmis Drazin tersinin tanimindan dolay1 1 —bd € RP
ve (1 —bd)P =y dir. m

Eger iistteki teoremde ¢ = b ve d = a alinirsa, o zaman agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 6.6 R bir halka ve a,b € R olsun. Eger 1 —ab € R” ise, o zaman 1 —ba € RP

ve

(1—ba)” =14+0b[(1—ab)” — (1 —ab)"(1 — (1 —ab)"(1 —ad)) '] a

dir (Mosic 2017).
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7. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada Drazin tersinir, kuvvetli 7-diizenli, pseudo-tersinir ve polar eleman
tanimlarinin denk olduklar1 gosterilmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Genellegti-
rilmig Drazin tersinir ve yar1 kutuplu eleman tanimlarinin denk olduklar: ispatlan-
migtir. Cline’in formiiliine, Jacobson lemmasina ve genislemelerine yer verilmis ve
Drazin tersinir, genellestirilmis Drazin tersinir ve grup tersinir elemanlarin Jacob-
son lemmasi ve Cline formiiliinii sagladiklar1 ispatlanmigtir. Jacobson ikilisi tanimi

verilmis ve Jacobson ikililerinin 6zellikleri incelenmigtir.
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