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1. GİRİŞ

Arens ve Kaplansky (1948) yılında "Topologic representation of algebras" isimli

makalesinde cebirsel cebirlerin ve minimum şartına sahip halkaların genişlemeleri

olarak iki tür halkayı incelemiştir. Bunlardan biri her a elemanı için anxan = an

olacak şekilde bir x elemanı ve pozitif bir n tamsayısı bulunan halkadır ve bu halka

π-düzenli (π-regular) halka olarak isimlendirilir. Diğeri ise her a elemanı için an+1x =

an olacak şekilde bir x elemanı ve bir n pozitif tamsayısı bulunan halkadır. Bu halka

sağ π düzenli( right π-regular) halka olarak isimlendirilir. Ardından Azumaya (1954)

yılında "Strongly π-Regular Rings" isimli makalesinde bir R halkasında a ∈ R için

a2x = a (ya da xa2 = a) olacak şekilde bir x ∈ R varsa a elemanına sağ (ya da

sol) düzenli (right (or left) regular) adını vermiştir. Aynı makalede Azumaya bir

a ∈ R elemanı hem sağ hem de sol düzenli ise, o zaman a elemanına kuvvetli düzenli

(strongly regular) adını vermiştir. Yine aynı makalede Azumaya a ∈ R için eğer a

nın herhangi bir kuvveti sağ (ya da sol) düzenli ise, o zaman a elemanına sağ (ya

da sol) π-düzenli (right (or left) π-regular) adını vermiştir. Dahası eğer a hem sağ

π-düzenli hem sol π-düzenli ise, o zaman a elemanına kuvvetli π-düzenli (strongly

π-regular) adını vermiştir.

Drazin (1958) yılında, "Pseudo-inverses in associative rings" isimli makalesinde bir

R halkasında x ∈ R için xm = xm+1c ve c = c2x olacak şekilde c ∈ comm(x)

ve m ∈ Z+ varsa x elemanına pseudo-tersinir (pseudo-invertible) adını vermiştir.

Burada c ∈ R ye x in pseudo-tersi (pseudo-inverse) denilmiştir. Aynı makalede

Azumaya’nın kuvvetli π-düzenli eleman tanımıyla pseudo-tersinir eleman arasındaki

ilişkiyi incelemiş ve denk olduklarını göstermiştir.

Koliha (1995) yılında "A Generalized Drazin Inverse" isimli makalesinde bir R hal-

kasında a ∈ R için ax = xa, ax2 = x, a−a2x ∈ Rnil olacak şekilde bir x ∈ R varsa a

elemanına sonlu indeksli Drazin Tersinir (finite index Drazin invertible) adını ver-

miştir. Bu tanım Drazin’in pseudo-tersinir tanımıyla denktir. Yani pseudo-tersinir

tanımına alternatif bir karakterizasyon ortaya konmuştur. Dahası Koliha aynı ma-
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kalede bir R halkasında a ∈ R için ax = xa, x = ax2, a− a2x ∈ Rqnil olacak şekilde

bir x ∈ R varsa a elemanına Drazin tersinir (Drazin invertible) adını vermiştir. As-

lında Koliha Drazin’in tersinir tanımını genelleştirmiştir. Daha sonraları literatürde

Drazin’in pseudo-tersinir tanımı Drazin tersinir, Koliha’nın tanımı genelleştirilmiş

Drazin tersinir olarak isimlendirilmiştir.

Bu çalışmada kuvvetli π-düzenli (stongly π-regular), Drazin tersinir (Drazin inver-

tible), kutuplu (polar) ve pseudo-tersinir (pseudo-invertible) tanımlarının denk ol-

dukları gösterilmiş ve bazı özellikleri incelenmiştir. Daha sonra yarı kutuplu ve genel-

leştirilmiş Drazin tersinir tanımlarının denk oldukları gösterilmiştir. Cline formülü,

Jacobson lemması ve genişlemeleri verilmiş. Drazin tersinir ve genelleştirilmiş Dra-

zin tersinir elemanlar için Cline’ın formülü, Jacobson lemması ve genişlemelerinin

uygulamaları çalışılmıştır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bölümde çalışmada kullanılan tanımlar ve önermeler verilmektedir.

2.1 Temel Kavramlar

Uyarı 2.1 Bu çalışma boyunca halkalar birimli alınmaktadır ve bir R halkasındaki ter-

sinir elemanların kümesi U(R) ile gösterilmektedir.

Tanım 2.1 R bir halka olsun. Eğer e ∈ R için e2 = e sağlanıyor ise, o zaman e ye eşkare

(idempotent) eleman; e1, e2 ∈ R eşkare elemanlar olmak üzere eğer e1e2 = 0 = e2e1

ise, o zaman e1 ve e2 elemanlarına dik eşkare (orthogonal idempotent) denir.

Tanım 2.2 R bir halka olsun. Eğer a ∈ R için an = 0 olacak biçimde bir n ∈ Z+ varsa

a ya üstel sıfır (nilpotent) eleman denir. Ayrıca R halkasındaki tüm üstel sıfır elemanların

kümesi Rnil ile gösterilir.

Tanım 2.3 R bir halka olsun. rR(a) = {x ∈ R : ax = 0} şeklinde tanımlı kümeye a

nın R deki sağ sıfırlayanlarının (right annihilator) kümesi denir. Benzer şekilde lR(a) =

{y ∈ R : ya = 0} şeklinde tanımlı kümeye a nın R deki sol sıfırlayanlarının kümesi (left

annihilator) denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.4 R bir halka olsun. O zaman a ∈ R için

comm(a) = {x ∈ R : ax = xa}

ve

comm2(a) = {x ∈ R : her y ∈ comm(a) için xy = yx}

biçiminde tanımlanır.

Tanım 2.5 R bir halka olsun. Eğer a ∈ R için axa = a olacak şekilde x ∈ R varsa,

o zaman a ya düzenli (regular) eleman denir ve x = a− ile gösterilir. R nin her elemanı

düzenli ise, o zaman R ye düzenli (regular) halka denir. Eğer R halkasının tüm düzenli

elemanlarının oluşturduğu küme R− ile gösterilir.
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Tanım 2.6 R bir halka ve x ∈ R olsun. Eğer 1 − x in R de sol tersi varsa, x ’e sol

yarı düzenli (left quasiregular), 1− x in R de sağ tersi varsa x ’e sağ yarı düzenli (right

quasiregular), 1−x in R de sol ve sağ tersi varsa x ’e yarı düzenli (quasiregular) eleman

denir (Anderson ve Fuller 1992).

Tanım 2.7 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer her x ∈ comm(a) için 1 − xa ∈ U(R)

ise, o zaman a ya yarı üstel sıfır (quasinilpotent) eleman denir. R halkasındaki tüm yarı

üstel sıfır elemanların kümesi Rqnil ile gösterilir (Harte 1991).

Önerme 2.1 R bir halka, a ∈ U(R) ve b ∈ Rqnil ∩ comm(a) olsun. Bu durumda

a+ b ∈ U(R) dir.

İspat. b ∈ Rqnil olduğundan her x ∈ comm(b) için 1 + xb ∈ U(R) dir. b ∈ comm(a)

olduğundan 1+ ab ∈ U(R) dir ve buradan a−1(a+ b) = 1+ a−1b ∈ U(R) elde edilir.

Sonuç olarak (1 + a−1b)
−1
a−1(a+ b) = 1 sağlanır.

Tanım 2.8 R bir halka olsun. R nin maksimal sağ ideallerinin kesişimine R nin Jacob-

son radikali denir ve J(R) ile gösterilir.

Önerme 2.2 R bir halka olsun. O zaman aşağıda verilenler birbirine denktir.

(1) R nin bütün maksimal sol (sağ) ideallerinin kesişimi

(2) R deki bütün sol (sağ) ilkel ideallerin kesişimi

(3) {x ∈ R : her r, s ∈ R için rxs yarı düzenli}

(4) {x ∈ R : her r ∈ R için rx yarı düzenli}

(5) {x ∈ R : her s ∈ R için xs yarı düzenli}

(6) R deki bütün yarı düzenli sol (sağ) ideallerinin birleşimi

(7) R nin bütün yarı düzenli ideallerinin birleşimi

(8) R nin en geniş dar sol (sağ) ideali (Anderson ve Fuller 1992).

Aşağıda verilen sonuç literatürde Jacobson lemması olarak yer almakta ve çalışma

boyunca sıklıkla kullanılmaktadır.
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Lemma 2.1 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer 1− ab ∈ U(R) ise, o zaman 1− ba ∈

U(R) dir. Burada (1− ba)−1 = 1 + b(1− ab)−1a dır.

İspat. (1− ab)(1− ab)−1 = 1

b(1− ab)(1− ab)−1a = ba

(b− bab)(1− ab)−1a = ba

b(1− ab)−1a− bab(1− ab)−1a = ba

(1− ba)(b(1− ab)−1a) = ba+ 1− 1

(1− ba)(b(1− ab)−1a+ 1) = 1.

Tanım 2.9 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer

xak+1 = ak, ax2 = x, ax = xa

denklemlerini sağlayacak şekilde bir x ∈ R ve bir k ∈ N+ varsa, o zaman a ya Drazin

tersinir (Drazin invertible) denir. Böyle bir tek türlü x elemanı varsa, o zaman x e a nın

Drazin tersi (Drazin inverse) denir ve ad ile gösterilir. Eğer k bu denklemi sağlayan en

küçük pozitif tamsayı ise, o zaman k ya a nın Drazin indeksi (index) denir ve ind(a) ile

gösterilir. Özel olarak eğer ind(a) = 1 ise, o zaman x e a nın grup tersi (group inverse)

denir ve a# ile gösterilir.

Teorem 2.1 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer xak+1 = ak ve ax2 = x olacak şekilde

bir x ∈ R ve k ∈ N varsa, o zaman aşağıdakiler sağlanır.

(1) Her m pozitif tamsayısı için ax = amxm dir.

(2) xax = x dir.

(3) Her m ≥ k pozitif tamsayısı için amxmam = am dir.

(4) a Drazin tersinirdir ve ad = xk+1ak dır.

Lemma 2.2 R bir halka ve a ∈ R olsun. Bu durumda a ∈ R# olması için gerek ve

yeter şart a ∈ a2R ∩ Ra2 olmasıdır. Dahası eğer x, y ∈ R için a = xa2 = a2y ise, o

zaman a# = xay = x2a = ay2 dir (Hartwig ve Luh 1977).
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Lemma 2.3 R bir halka ve a ∈ R olsun. O zaman a nın Drazin tersinir olması için

gerek ve yeter şart bir k ≥ 1 tamsayısı için ak nın grup tersinir olmasıdır. Dahası

ad = ak−1(ak)# = (ak)#ak−1 dir (Mosic 2017).
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3. HALKALARDA DRAZİN TERSİNİRLER

3.1 Kuvvetli π-Düzenli Elemanlar

Tanım 3.1 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer axa = a olacak şekilde bir x ∈ R varsa, o

zaman a ya düzenli (regular) eleman denir. Eğer a2x = a (ya da xa2 = a) olacak şekilde

bir x ∈ R varsa a ya sağ (ya da sol) düzenli (left (or right) regular) eleman denir. Dahası

eğer a hem sağ hem sol düzenli ise, o zaman a ya kuvvetli düzenli (strongly regular)

eleman denir (Azumaya 1954).

Lemma 3.1 R bir halka ve a ∈ R bir kuvvetli düzenli eleman olsun. O zaman öyle

tek türlü z ∈ R vardır ki az = za, a2z(za2) = a ve az2(z2a) = a dır ve özel olarak

a düzenlidir. a2x = a olacak şekilde her x ∈ R için z = ax2 elde edilir. Dahası z ∈

comm2(a) dır (Azumaya 1954).

İspat. (1) a2x = a ve ya2 = a olacak şekilde x, y ∈ R olsun. O zaman

ax = ya2x = ya

olur. Böylece

(2)

ax2 = yax = y2a

dir. Ayrıca (1) den

(3)

axa = ya2 = a = a2x = aya

elde edilir. Şimdi z = ax2 yazılırsa, o zaman az = ayax = ax = ya = yaxa = za,

a2z = aza = axa = a ve az2 = yaz = yax = z elde edilir (Azumaya 1954).

Şimdi varsayılsın ki z′ ∈ R z ile aynı eşitlikleri sağlasın. O zaman (2) deki x ile y

yerine sırasıyla z ve z′ yazılırsa, o zaman z = az2 = z′2a = z′ elde edilir ki bu da z

nin tek türlülüğünü gösterir.

İspatı tamamlamak için ac = ca olacak şekilde bir c ∈ R alınsın. O zaman zac =

zca = zca2z = za2cz = acz = caz elde edilir yani c, az = za ile yer değiştirir.
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Buradan zc = z2ac = zcza = zazc = czaz = cz olur ki bu da ispatı tamamlar.

Lemma 3.2 R bir halka ve a, x ∈ R için a2x = a olacak şekilde a bir sağ düzenli

eleman olsun. O zaman n bir pozitif tamsayı olmak üzere r ≤ n olacak şekilde bir r

pozitif tamsayısı olsun.

(a− axnan)r = ar − axn−r+1an

dir ve r = n+ 1 iken

(a− axnan)r = 0

dır (Azumaya 1954).

İspat. İddianın r = 1 durumu için geçerli olduğu açık olduğundan r üzerine tüme-

varım yapılır. Farz edilsin ki r ≤ n ve iddia r için sağlansın. O zaman

(a− axnan)r = ar − axn−r+1an

dır. Eşitlik sağdan a− axnan ile çarpılırsa ve an+1xn = a olduğu bilgisi kullanılırsa

ki bu a2x = a olmasının açık bir sonucudur, buradan

(a−axnan)r+1 = ar+1−ar+1xnan−axn−r+1an+1+axn−r+1an+1xnan = ar+1−ar+1xnan

elde edilir. Fakat r < n iken

ar+1xn = ar+1xrxn−r = axn−r ve r = n iken ar+1xn = an+1xn = a dır ki bu da

tümevarımı tamamlar.

Tanım 3.2 R bir halka olsun. Eğer R deki bütün üstel sıfır elemanların üstel sıfırlık

indeksi sınırlı ise, o zaman R ye sınırlı indeksli (bounded index) halka denir. Bu durumda

tüm üstel sıfırlık indekslerinin en küçük üst sınırına R nın indeksi (index) denir (Kaplansky

1950).

Teorem 3.1 R bir sınırlı indeksli halka olsun. O zaman R deki her sağ düzenli eleman

kuvvetli düzenlidir (Azumaya 1954).

İspat. R halkasının indeksi n ve a, x ∈ R için a2x = a olacak şekilde bir sağ

düzenli a elemanı olsun. O zaman Lemma 3.2 gereğince (a − axnan)n+1 = 0 dır.
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Fakat R nin indeksi n olduğundan (a−axnan)n = 0 olmalıdır. Diğer yandan Lemma

3.2 dolayısıyla (a − axnan)n = an − axan dir. Buradan an − axan = 0 elde edilir.

Eğer Lemma 3.2 de n yerine n + 1 uygulanırsa, o zaman (a − axn+1an+1)n+1 =

an+1 − axan+1 = a(an − axan) = 0 dır. Buradan (a − axn+1an+1)n = 0 dır. Fakat

yine Lemma 3.2 den (a − axn+1an+1)n = an − ax2an+1 dir. Böylece an = ax2an+1

elde edilir. Sağdan axn ile çarpılırsa ve an+1xn = a bağıntısı kullanılırsa a = ax2a2

elde edilir ki bu da a nın sol düzenliliğini gösterir.

Teorem 3.2 R bir halka ve a ∈ R bir sağ düzenli eleman olsun. O zaman a nın kuvvetli

düzenli olması için gerek ve yeter şart rR(a2) = rR(a) olmasıdır (Azumaya 1954).

İspat. (⇒) a ∈ R kuvvetli düzenli olsun. Yani a2x = a ve ya2 = a olacak şekilde

x, y ∈ R var. rR(a) ⊆ rR(a
2) olduğu açıktır. b ∈ rR(a

2) olsun yani a2b = 0. O zaman

ab = ya2b = 0 olup b ∈ rR(a) dır. Böylece rR(a) = rR(a
2) elde edilir.

(⇐) a nın sağ düzenli bir eleman ve rR(a) = rR(a
2) olsun. O zaman a sağ düzenli

bir eleman olduğundan dolayı a2R = aR dir. Şimdi f : aR → a2R, f(u) = au ile

tanımlı f fonksiyonu göz önüne alınsın. a2R = aR olduğundan f örtendir. Ayrıca

rR(a) = rR(a
2) olması kerf = {0} olmasını gerektirir. Böylece f bir izomorfizmadır.

Şimdi f−1 = g olsun. f(a) = a2 olduğundan g(a2) = a dır. Böylece g(g(a))a2 =

g(g(a2))a = g(a)a = g(a2) = a olup a sol düzenlidir.

von Neumann her elemanı düzenli olan bir R halkasını düzenli halka olarak ta-

nımlamıştır ve Kaplansky 1948 yılında yayımladığı "Topological Representation of

Algebras" isimli çalışmasında bir R halkasının her elemanı sağ düzenli ise, o zaman

R ye kuvvetli düzenli halka adını vermiştir. Ayrıca aynı çalışmasında bir kuvvetli dü-

zenli R halkasının her elemanının kuvvetli düzenli olduğunu göstermiştir. Kuvvetli

düzenli halkalar sıfırdan farklı üstel sıfır eleman içermediğinden dolayı bu Teorem

3.1 in bir sonucudur.

Tanım 3.3 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a nın herhangi bir kuvveti düzenli ise,

o zaman a ya π-düzenli eleman denir. Eğer a nın herhangi bir kuvveti sağ (ya da sol)

düzenli ise, o zaman a ya sağ (ya da sol) π-düzenli (right (or left) π-regular) eleman

denir. Ayrıca eğer a hem sağ π-düzenli hem de sol π-düzenli ise, o zaman a ya kuvvetli
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π-düzenli (strongly π-regular) eleman denir (Azumaya 1954).

n bir doğal sayı olmak üzere an nin bir sağ düzenli eleman olması için gerek ve yeter

şart an+1x = an olacak şekilde bir x ∈ R olmasıdır.

Lemma 3.3 R bir halka, a, x, y ∈ R ve n,m ∈ N olsun. Eğer an+1x = an ve yam+1 =

am ise, o zaman am+1x = am ve yan+1 = an dır (Azumaya 1954).

İspat. Eğer m ≥ n ise, o zaman an+1x = an olduğundan am+1x = am olduğu açıktır.

Eğer m < n ise, o zaman am = yam+1 olması am = yn−man olmasını gerektirir.

Buradan am+1x = yn−man+1x = yn−man = am elde edilir. Benzer şekilde yan+1 = an

olduğu gösterilir.

Teorem 3.3 R bir halka ve a ∈ R bir kuvvetli π-düzenli eleman olsun. Eğer an sağ

düzenli ise, o zaman an kuvvetli düzenlidir. Dahası öyle bir z ∈ R vardır ki az = za ve

an+1z = an dir (Azumaya 1954).

İspat. an nin kuvvetli düzenli olması Lemma 3.3 ün direkt bir sonucudur. Lemma

3.1 den a2nz = an ve r ∈ comm2(an) olacak şekilde bir r ∈ R olduğu bilinmektedir.

Ayrıca a ∈ comm(an) olduğundan ra = ar dir. Böylece an−1r = z alınırsa istenen z

elde edilir.

Sonuç 3.1 Kuvvetli π-düzenli elemanlar π-düzenlidir (Azumaya 1954).

Tanım 3.4 R bir halka ve a ∈ R bir kuvvetli π-düzenli eleman olsun. Bu durumda an

sağ düzenli olacak şekildeki en küçük n pozitif tamsayısına a nın kuvvetli π-düzenlilik

indeksi (index of strongly π regular element) denir (Azumaya 1954).

a kuvvetli π-düzenli ve an sağ düzenliyken an nin sol düzenli olduğu Lemma 3.3 ten

açıktır. Ayrıca dikkat edilmelidir ki her üstel sıfır eleman aynı zamanda bir kuvvetli

π-düzenli elemandır ve üstel sıfırlık indeksi ile kuvvetli π-düzenlilik indeksi aynı olur.

Lemma 3.4 a indeksi n olan bir kuvvetli π-düzenli ve z ∈ R için az = za ve an+1z =

an olsun. O zaman a− a2z indeksi n olan bir üstel sıfırdır (Azumaya 1954).
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İspat. az = za olduğundan (a− a2z)n için binom açılımı uygulanabilir. Yani

(a− a2z)n = an −
(
n

1

)
an+1z +

(
n

2

)
an+2z2 − · · ·+ (−1)na2nzn

dir. Fakat aynı zamanda an+1z = an olması an = an+2z2 = · · · = a2nzn olmasını

gerektirir. Buradan

(a− a2z)n = an −
(
n

1

)
an +

(
n

2

)
an − · · ·+ (−1)nan = (a− a)n = 0

Diğer yandan binom açılımından (a − a2z)n−1 = an−1anx olacak şekilde bir x ̸= 0

vardır. Böylece a− a2z nin üstel sıfırlık indeksi n dir.

Aşağıdaki teorem, Teorem 3.1, Teorem 3.3 ve Lemma 3.4 ten elde edilir.

Teorem 3.4 R sınırlı indeksli (üstel sıfırlık indeksi) bir halka olsun. O zaman R deki

her sağ π-düzenli eleman aynı zamanda indeksi R nin indeksini aşmayan bir kuvvetli

π-düzenli elemandır (Azumaya 1954).

K bir cisim ve R de K üzerinde bir cebir olsun (sonlu boyutlu olmak zorunda değil).

a R nin bir cebirsel elemanı ve µ(λ) a nın minimum polinomu olsun. Jacobson

(1945) yılındaki "Structure theory for algebraic algebras of bounded degree" isimli

çalışmasında a nın indeksini λr µ(λ) yı bölecek şekildeki en büyük r tamsayısı olarak

tanımlar. Şimdi a kuvvetli π-düzenli bir eleman iken a nın Jacobson indeksi ile

kuvvetli düzenlilik indeksi kıyaslansın. λr, µ(λ) yı tam bölsün. O zaman µ(λ) =

λr + α1λ
r+1 + α2λ

r+2 + . . . (α1, α2 . . . ∈ K) formundadır. O zaman α1λµ(λ) =

α1λ
r+1 + α1

2λr+2 + . . ., ve dolayısıyla ν(λ) = (α1
2 − α2)λ + . . . bir polinom iken

µ(λ)−α1λµ(λ) = λr+(α2−α1
2)λr+2+ . . . = λr−λr+1ν(λ) dır. a, µ(λ) nın bir sıfırı

olduğundan µ(λ)− α1λµ(λ) nın da bir sıfırıdır yani ar = ar+1ν(a) dır. Bu da a nın

kuvvetli π-düzenli olduğunu gösterir. n a nın kuvvetli π-düzenlilik indeksi olsun. O

zaman n ≤ r dir Dahası Lemma 3.3 ten an = an+1ν(a) dir yani a λn − λn+1ν(λ)

polinomunun bir sıfırıdır. µ(λ) a nın minimum polinomu olduğundan λn−λn+1ν(λ)

polinomu µ(λ) ile bölünebilir olmalıdır ki bu da n ≤ r olmasını gerektirir. Buradan

n = r dir. Yani a nın kuvvetli π-düzenlilik indeksi ile Jacobson indeksi aynıdır.

R nin bir kuvvetli π-düzenli halka olmasının gerek ve yeter şartının R nin hem sağ
11



π-düzenli hem de sol π-düzenli halka olması olduğu açıktır. Dahası R nin kuvvetli

π-düzenliliği R nin π-düzenliliğini gerektirir. Ancak karşıtının doğru olabilmesi için

R nin sınırlı indeksli olması gerekmektedir.

Önerme 3.1 R bir halka olmak üzere a ∈ R olsun. O zaman aşağıdakiler denktir.

(1) a kuvvetli π-düzenlidir.

(2) an = fw = wf olacak şekilde f eşkaresi, u tersiniri ve n ≥ 1 tamsayısı vardır.

(3) am kuvvetli π-düzenli olacak şekilde bir m ≥ 1 vardır (Nicholson 1999).

İspat. (1)⇒(2) a bir kuvvetli π-düzenli eleman olsun. O zaman an+1b = an ve

ab = ba olacak şekilde bir b ∈ R ve n ≥ 1 tamsayısı vardır. Dolayısıyla her k ≥ 1

tamsayısı için an = an+kbk dir. Özel olarak an = a2nbn = anbnan dir. Böylece

f = anbn = bnan bir eşkaredir. af = fa dır ve anf = an dir. c = bnf olsun. O

zaman c ∈ fRf ve anc = can = f dir. Buradan (an + (1 − f))(c + (1 − f)) =

anc+an(1−f)+(1−f)c+(1−f) = f +c−fc+1−f = 1 olup an+(1−f) ∈ U(R)

elde edilir. w = an + (1− f) ile gösterilir ise, o zaman fw = wf = anf = an dir.

(2)⇒(3) an = fw = wf olacak şekilde f eşkaresi, u tersiniri ve n ≥ 1 tamsayısı

olsun. O zaman anw−1an = fan = an ve aw−1 = w−1a dır.

(3)⇒(1) am kuvvetli π-düzenli olacak şekilde bir m ≥ 1 olsun. O zaman a kuvvetli

π-düzenlidir.

Teorem 3.5 R sınırlı indeksli bir halka olsun. O zaman aşağıdakiler denktir.

(1) R bir π-düzenli halkadır.

(2) R bir sağ π-düzenli halkadır.

(3) R bir sol π-düzenli halkadır.

(4) R bir kuvvetli π-düzenli halkadır (Azumaya 1954).

İspat. (2)⇒(4) Teorem 3.5 in direkt bir sonucudur. Sağ-sol simetriden dolayı (3)⇒(4)

tür. O zaman sadece (1)⇒(2) olduğunu göstermek yeterli olacaktır.

Diyelim ki R indeksi n olan bir π-düzenli halka ve a ∈ R olsun. O zaman an π-

düzenlidir. Yani bir n′ ≥ 1 için ann
′ düzenlidir. r = nn′ denirse r ≥ n dir ve
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arxar = ar olacak şekilde bir x ∈ R vardır. arx = e yazılırsa e bir eşkaredir ve

eR = arR dir. Benzer şekilde ar+1 in π-düzenli olmasından dolayı s > r ve fR = asR

olacak şekilde s tamsayısı ve f eşkaresi vardır. asR ⊆ arR olduğundan fR, eR nin

bir direkt toplanan sağ idealidir. Dolayısıyla e = f1+ g ve f1R = fR(= asR) olacak

şekilde f1 ve g ortogonal eşkareleri vardır. Şimdi R nin bir ilkel ideali P olsun.

Hipotezden dolayı artık halka sınıfı R̄ = R/P en büyük derecesi n olan bir bölüm

halkası üzerinde bir matris halkasıdır. ā = a + P olsun ve R̄ ⊃ āR̄ ⊃ ā2R̄ ⊃ · · ·

sağ ideal zinciri düşünülürse R̄ basit halkasının derecesi ile R̄ nin sağ ideallerinin

kompozisyon uzunluğu aynı olduğundan ānR̄ = ān+1R̄ = · · · dır ve özel olarak

ārR̄ = āsR̄ dır. O zaman ēR̄ = f̄1
r
R̄ iken ēR̄ = ārR̄ ve f̄1R̄ = āsR̄ dir. Diğer

yandan ē = f̄1+ ḡ dir ayrıca f̄1 ve ḡ ortogonal eşkareler olduğundan ēR̄ = f̄1R̄⊕ ḡR̄

buradan ḡR̄ = 0 yani g ∈ P̄ . Bu durum tüm ilkel idealler için geçerlidir yani g

tüm ilkel ideallerin kesişiminin yani Jacobson radikalinin bir elemanıdır. Eğer tek

yarı-düzenli eşkare eleman 0 ise, o zaman g = 0 dır ve bu da gösterir ki arR = ar+1R

iken arR(= eR = f1R) = asR dir. İkinci eşitlikten a sağ düzenlidir. Dolayısıyla ispat

tamamlanır.

3.2 Pseudo-Tersinir Elemanlar

Tanım 3.5 R bir halka ve x ∈ R olsun. m bir pozitif tamsayı olmak üzere eğer

cx = xc, xm+1c = xm, c = c2x

olacak şekilde bir c ∈ R varsa, o zaman x e pseudo-tersinir (pseudo-invertible) eleman

denir (Drazin 1958).

Teorem 3.6 R bir halka ve x ∈ R olsun. Eğer x in pseudo-tersi varsa, o zaman tektir

ve x in pseudo tersi comm2(x) in elemanıdır (Drazin 1958).

İspat. R bir halka ve x ∈ R pseudo-tersinir bir eleman olsun. Ayrıca

c1x = xc1, xm+1c1 = xm, c1 = c1
2x ve c2x = xc2, xn+1c2 = xn, c2 = c2

2x olacak

şekilde c1, c2 ∈ R elemanları x in pseudo-tersleri olsunlar. O zaman k = max(m,n)

olmak üzere

c1x
k+1 = xk = xk+1c2
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ve

c1 = c1
2x, c2 = xc2

2

elde edilir. İkinci eşitlik her s tamsayısı için c1 = c1
s+1xs ve c2 = c2

s+1xs olmasını

gerektirir. Özel olarak s = k seçilirse c1 = c1
k+1xk ve c2 = c2

k+1xk elde edilir.

Buradan

c1 = c1
k+1xk = c1

k+1xk+1c2 = c1xc2 = · · · = c2

olur ve x in pseudo-tersinin tek olduğu elde edilir. x in pseudo-tersi c ile gösterilsin

ve xy = yx olacak şekilde y ∈ R olsun. O zaman

cy = ck+1xky = xkycm+1 = ycm+1xm = yc

dir. Yani c ∈ comm2(x) dir.

Teorem 3.6 gereği x in pseudo-tersi tek türlü olduğundan dolayı x in pseudo-tersi x′

olarak gösterilebilir. x ∈ U(R) iken x−1 = x′ olduğu açıktır.

Sonuç 3.2 R bir halka olsun. j bir tamsayı olmak üzere eğer x1, . . . , xj, R nin xsxt =

0(s, t = 1 . . . j, s ̸= t) olacak şekilde pseudo-tersinir elemanları ise, o zaman x1+· · ·+xj

pseudo tersinirdir ve (x1 + · · ·+ xj)
′ = x1

′ + · · ·+ xj
′ dir (Drazin 1958).

İspat. Genelliği bozmaksızın j = 2 olsun ve x1 ve x2 yerine sırasıyla u ve v yazılsın.

Hipotezden uv = vu = 0 olduğu açıktır. Teorem 3.6 dan u,v,u′ ve v′ birbirleriyle yer

değişirler ve hipotezden açıktır ki uv = uv′ = u′v = u′v′ = vu = v′u = vu′ = v′u′ = 0

dır. O zaman

(u′ + v′)(u+ v) = (u+ v)(u′ + v′)

ve

(u′ + v′)2(u+ v) = (u′)2u+ (v′)2v = u+ v

elde edilir ve m, um = (u′)m+1u ve vm = (v′)m+1v olacak kadar büyük seçilirse;

(u+ v)m+1(u′ + v′) = um+1u′ + vm+1v′ = um + vm = (u+ v)m

elde edilir.
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R bir halka ve x ∈ R olsun. Eğer x pseudo-tersinir ise, o zaman xm = xm+1x′ şartını

sağlayan en küçük m tamsayısına x in pseudo indeksi (index) denir ve ind(x) ile

gösterilir. Eğer x pseudo-tersinir değil ise, o zaman ind(x) = ∞ dur denir.

Teorem 3.7 R bir halka olmak üzere x ∈ R pseudo-tersinir ve k bir pozitif tamsayı

olsun. O zaman xk pseudo-tersinirdir ve (xk)′ = (x′)kdir. Ayrıca 0 ≤ kq − ind(x) < k

olacak şekilde ind(xk) = q tek türlüdür (Drazin 1958).

İspat. xx′ = x′x olduğundan xk(x′)k = (x′)kxk dır. Ayrıca xind(x) = xind(x)+1 ve

(x′)2 = x′ olduğundan xind(x) = xind(x)+j(x′)j (j = 1, 2, . . .) dir. Böylece ind(x) ≤ kq

olduğundan

(xk)q = xkq−ind(x)xind(x) = xkq−ind(x)xind(x)+k(x′)k = (xk)q+1(x′)k,

(x′)k = (x′)k−1(x′)k+1xk = ((x′)k)2xk

dır. Dolayısıyla (x′)k, (xk)′ için şartları sağlar ve ind(xk) ≤ q dur. Son olarak

ind(xk) < q olması (xk)q−1 = (xk)q(x′)k olmasını gerektirir. x′ = xk−1(x′)k ol-

duğundan xk(q−1) = xkq−(k−1)x′ = xk(q−1)+1x′ elde edilir. ind(x) in tanımından

ind(x) ≤ k(q − 1) dir ki bu da q nun seçimiyle çelişir. Dolayısıyla q = ind(xk)

dır.

Teorem 3.8 R bir halka ve x ∈ R pseudo-tersinir olsun. O zaman ind(x′) = 2 dir ve

x′′ = x2x′ dir (Drazin 1958).

İspat. x′(x2x′) = (x2x′)x′ olduğu açıktır. Ayrıca (x′)2(x2x′) = (x′)3x2 = x′ dır ve

(x2x′)2x′ = x4(x′)3 = x2x′ dir ki bu da x2x′ = x′′ olması anlamına gelir.

Sonuç 3.3 R bir halka ve x ∈ R bir pseudo-tersinir olsun. O zaman x′′ = x olması

için gerek ve yeter şart ind(x) = 1 olmasıdır. Bu durumda herhangi bir y ∈ R için

y ∈ comm(x) olması için gerek ve yeter şart y ∈ comm(x′) olmasıdır (Drazin 1958).

Sonuç 3.4 R bir halka ve x ∈ R bir pseudo-tersinir olsun. O zaman her ind(x) ≤ k

tamsayısı için (xk)′′ = xk dır (Drazin 1958).
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Sonuç 3.5 R bir halka ve x ∈ R bir pseudo-tersinir olsun. O zaman x′′′ = x′ dir

(Drazin 1958).

Teorem 3.9 R bir halka ve x ∈ R olsun. x in pseudo-tersinir olması için gerek ve yeter

şart x in kuvvetli π-düzenli olmasıdır (Drazin 1958).

İspat. x in pseudo-tersinir olduğu durumda x in kuvvetli π-düzenli olduğu açıktır.

Karşıt olarak x kuvvetli π-düzenli olsun. O zaman xp+1a = xp ve bxq+1 = x olacak

şekilde a, b ∈ R ve p, q pozitif tamsayıları vardır. m = maks(p, q) ve c = xmam+1

olsun. m = maks(p, q) olduğundan xm+1a = xm = bxm+1 dır yani xma = bxm+1a =

bxm dir. Buradan herhangi bir k pozitif tamsayısı için xmak = bkxm elde edilir yani

xmam+1 = c = bm+1xm dir. O zaman

xc = xxmam+1 = xm+1aam = xmam = bmxm = bmbxm+1 = bm+1xmx = cx

dir. Ve xm = xm+kak olduğundan

xm+1c = xm+1xmam+1 = xm+(m+1)am+1 = xm

dir. Ayrıca

c2x = cxc = cxm+1am+1 = xm+1cam+1 = xmam+1 = c

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Daha genel olarak aşağıdaki teorem verilir.

Teorem 3.10 Bir a ∈ R için aşağıdaki ifadeler denktir.

(1) p ∈ comm(a), ap ∈ Rnil ve a+ p ∈ U(R) olacak şekilde p2 = p ∈ R vardır.

(2) p ∈ comm2(a), ap ∈ Rnil ve a+ p ∈ U(R) olacak şekilde p2 = p ∈ R vardır.

(3) b ∈ comm(a), b = ab2 ve ak = ak+1b olacak şekilde b ∈ R ve k ∈ N vardır.

(4) b ∈ comm2(a), b = ab2 ve ak = ak+1b olacak şekilde b ∈ R ve k ∈ N vardır.

(5) b ∈ comm2(a), b = ab2 ve a− a2b ∈ Rnil olacak şekilde b ∈ R vardır.
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(6) b ∈ comm(a), b = ab2 ve a− a2b ∈ Rnil olacak şekilde b ∈ R vardır.

(7) ap = ap+1x ve aq = yaq+1 olacak şekilde p, q pozitif tamsayıları ve x, y ∈ R vardır.

(8) b ∈ comm(a) ve ak = ak+1b olacak şekilde b ∈ R ve k ∈ N vardır.

(9) b ∈ comm2(a) ve ak = ak+1b olacak şekilde b ∈ R ve k ∈ N vardır (Çalcı 2014).

İspat. (1) ⇒ (2) ap ∈ Rnil olduğundan (ap)k = akp = 0 olacak şekilde k pozitif

tamsayısı vardır. b = (a + p)−1(1 − p) olsun. Bu durumda ab = ba = 1 − p olur.

Eğer x ∈ comm(a) olarak alınırsa, xp − pxp = (1 − p)xp = (1 − p)kxp = bkakxp =

bkxakp = 0 olup xp = pxp elde edilir. Benzer şekilde px = pxp olduğu gösterilerek

p ∈ comm2(a) bulunur.

(2) ⇒ (3) Eğer b = (a+p)−1(1−p) olarak alınırsa, b ∈ comm(a) olduğu açıktır. Diğer

taraftan ab2 = a[(a+ p)−1(1− p)]2 = a(a+ p)−2(1− p) = (a+ p)(a+ p)−2(1− p) =

(a+ p)−1(1− p) = b dir. Kabul gereğince apk = akp = 0 olacak şekilde pozitif bir k

tamsayısı mevcut olup kolayca görülebileceği üzere ak = ak+1b elde edilir.

(3) ⇒ (4) Kabulden dolayı b ∈ comm(a), b = ab2 ve ak = ak+1b olacak biçimde

bir b ∈ R ve k ∈ N vardır. Dolayısıyla sadece b ∈ comm2(a) olduğunu göstermek

yeterlidir. Bunun için xa = ax olacak şekilde bir x ∈ R alınsın. Bu durumda bx =

b(ab)kx = bk+1akx = bk+1xak = bk+1xak+1b = (ba)k+1xb = bxab ve xb = x(ab2) =

xakbk+1 = akxbk+1 = ak+1bxbk+1 = bxab = baxb elde edilir. Yani bx = xb olup

b ∈ comm2(a) dır.

(4) ⇒ (5) Hipotezden dolayı ak = ak+1b olup (a− a2b)k = 0 bulunur.

(5) ⇒ (6) Açıktır.

(6) ⇒ (7) Kabulden dolayı a − a2b ∈ Rnil olduğundan (a − a2b)k = olacak şekilde

bir k pozitif tamsayısı vardır. Bu durumda ak = ak+1b ve ak = bak+1 elde edilir ki

bu istenendir.

(7) ⇒ (8) ap = ap+1x ve aq = yaq+1 olacak şekilde x, y ∈ R ve p, q ∈ Z mevcut

olsun. Eğer m = maks{p, q} kabul edilip b = amxm+1 alınırsa, am+1x = am = yam+1

ve amx = yam+1x = yam sağlanır. Tümevarım prensibinden kolayca gösterilebilir

ki amxk = ykam (k = 1, 2, . . .) dir. Dikkat edilmelidir ki b tamsayısı aynı zamanda

b = ym+1am olarak ifade edilebilir. Bu durumda ab = aamxm+1 = am+1xxm =
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amxm = ymam = · · · = ba olup yine tümevarım prensibinden am = am+kxk elde

edilir. Böylece am+1b = am+1amxm+1 = am+(m+1)xm+1 = am sağlanır.

(8) ⇒ (9) Hipotezden ab = ba ve ak = ak+1b olacak şekilde bir b ∈ R ve k ∈ Z+

vardır. Buradan ak = ak+1b = ak+2b2 = ak+3b3 = · · · = ak+jbj (j = 1, 2, . . .) elde

edilir. Eğer c = akbk+1 alınırsa o zaman ak = ak+1c olacağı açıktır. Yine ac =

ak+1bk+1 ve ca = akbk+1a = ak+1bk+1 olduğundan ac = ca dır. Diğer taraftan c ∈

comm2(a) olduğu (3)⇒(4) ispatına benzer olarak gösterilebilir.

(9) ⇒ (1) Kabulden b ∈ comm2(a) ve ak = ak+1b olacak biçimde b ∈ R ve k ∈ Z+

mevcuttur. Eğer c = akbk+1 denilirse, b ∈ comm2(a) olduğundan kolayca görülür ki

c ∈ comm2(a) dır. Ayrıca ak+1c = ak olduğu da açıktır. Diğer taraftan c2a = cac =

cak+1bk+1 = ak+1cbk+1 = akbk+1 = c dir. Bu durumda p = 1 − ac olsun. ac2 = c ve

c ∈ comm(a) olduğundan p2 = p ∈ comm(a) sağlanır. ak − ak+1c = ak(1 − ac) =

akp = (ap)k = 0 olup ap ∈ Rnil bulunur. Diğer taraftan (a+p)(c+p) = 1+ap ∈ U(R)

olup a+ p ∈ U(R) olma şartı da sağlanır.

Tanım 3.6 Teorem 3.10 daki denk şartlardan birini sağlayan a ∈ R ye kuvvetli π-

düzenli (strongly π-regular), Drazin-tersinir (Drazin-invertible), pseudo-tersinir (pseudo-

invertible), kutuplu (polar) eleman denir. Teorem 3.10 deki (3), (4), (5) ve (6) denk

şartlarından birini sağlayan b elemanına, a nın Drazin tersi (Drazin inverse of a) denir

ve ad ile gösterilir. Bu çalışmada genellikle Drazin tersinir kavramı kullanılmaktadır.

3.3 Genelleştirilmiş Drazin Tersinirler

Drazin ters halka teoride önemli bir araçtır. Refleksif olmamasına rağmen matris

teoride, hesaplamalarda ve matrislerin çeşitli uygulamalarında çok kullanışlıdırlar.

Drazin tersin sıfırdan farklı özdeğerleri verilen matrisin sıfırdan farklı özdeğerlerine

karşılık gelir ve karşılık gelen matrislerin özvektörleri aynı derecedendir. Karmaşık

Banach cebirindeki bir a elemanı için eğer a′ a nın drazin tersi olsun. Eğer a′ nin

sıfırdan farklı spektrumları a nın sıfırdan farklı spektral noktalarına karşılık gele-

rek oluşuyorsa genellikle a′ ye a nın spektral tersi denir. Örneğin matris tersi bir

spektral terstir. Caradus 1978 yılında yayımladığı "Generalized inverses and opera-

tor theory", King 1977 yılında yayımladığı "A note on Drazin inverses" ve Lay 1975
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yılında yayımladığı "Spectral properties of generalized inverses of linear operators"

isimli çalışmalarında karmaşık Banach uzaylarındaki sınırlı lineer operatörlerin bağ-

lamında Drazin tersini incelediler.

Bu bölümde R birimli bir halka olarak alınacaktır. İlk olarak Drazin tersinin denk

tanımları verilecektir. R deki tersinir ve nilpotent elemanların kümeleri sırasıyla

U(R) ve Rnil ile gösterilecektir.

Lemma 3.5 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer

ab = ba, b = ab2, a− a2b ∈ Rnil (3.1)

olacak şekilde bir b ∈ R varsa, o zaman b ye a nın Drazin tersi denir. Tanımındaki a nın

Drazin indeksi ind(a) ile a− a2b nin üstel sıfırlık indeksi eşittir (Koliha 1995).

İspat. ab = ba ve b = ab2 olsun. O zaman p = 1− ab bir eşkaredir. Çünkü (ab)2 =

a(ab2) = ab olup ab eşkaredir. Buradan her k için

ak − ak+1b = akp = (ap)k = (a(1− ab))k = (a− a2b)k

dir.

Harte (1991) yılında yayımladığı "On quasinilpotents in rings" isimli makalesinde

herhangi bir R halkası için yarı üstel sıfır elemanı tanımlar.

Tanım 3.7 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer her x ∈ comm(a) için 1 − xa tersinir

ise, o zaman a ya yarı üstel sıfır (quasinilpotent) eleman denir. R deki üstel sıfır eleman

elemanların kümesi Rqnil ile gösterilir (Harte 1991).

Tanım 3.8 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer

ab = ba, b = ab2, a− a2b ∈ Rqnil (3.2)

olacak şekilde bir b ∈ R varsa b ye a nın genelleştirilmiş Drazin tersi denir. b = aD ile

gösterilir. a nın Drazin indeksi ind(a) ile a − a2b nin üstel sıfırlık indeksi eşittir. Aksi

takdirde ind(a) = ∞ dir (Koliha 1995).
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Lemma 3.6 R bir halka ve a ∈ R olsun. a nın genelleştirilmiş Drazin tersinir olması

için gerek ve yeter şart

ap ∈ Rqnil, a+ p ∈ U(R) (3.3)

olacak şekilde bir p ∈ comm(a) eşkaresi olmasıdır.

Burada a nın genelleştirilmiş Drazin tersi tek türlüdür ve

aD = (a+ p)−1(e− p) (3.4)

ile belirlidir (Koliha 1995).

İspat. Yukarıda verilen şartları sağlayan bir p ∈ comm(a) eşkaresi olsun. b yi b =

(a+ p)−1(1− p) olarak seçilsin. O zaman ab = ba,

ab = a(a+ p)−1(1− p) = (a+ p)(a+ p)−1(1− p) = 1− p

ve ab2 = (ab)b(1− p)b = b(1− p) = b dir. Sonuç olarak

a− a2b = a(1− ab) = ap ∈ Rqnil

dır.

Karşıt olarak b yukarıda verilen şartları sağlasın. p = a− ab olarak seçilsin. (ab)2 =

a(ab2) = ab olduğundan dolayı p, a ile yer değiştiren bir eşkaredir ve ap = a− ab2 ∈

Rqnil dir. Dahası,

(a+ p)(b+ p) = ab+ ap+ pb+ p = 1 + ap ∈ U(R)

Ayrıca ap ∈ Rqnil olduğundan a + p ∈ U(R) dir. (a + p)b = 1 − p olduğundan

b = (a+ p)−1(e− p) dir. Bu da b nin tek türlülüğünü ispatlar.

Tanım 3.9 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer

p2 = p, p ∈ comm2(a), ap ∈ Rqnil, a+ p ∈ U(R)

olacak şekilde bir p ∈ R var ise, o zaman a ya yarı kutuplu (quasipolar) eleman denir
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ve bu şartları sağlayan p elemanına a nın spektral eşkaresi (spectral idempotent) denir

(Koliha ve Patricio 2002).

Önerme 3.2 R bir halka ve a ∈ R olsun. Eğer a yarı kutuplu ise, o zaman a nın

spektral eşkare elemanı tek türlüdür ve aπ ile gösterilir (Koliha ve Patricio 2002).

İspat. a ∈ R bir yarı kutuplu eleman, p ve q da a nın spektral eşkareleri olsunlar.

O zaman

1− (1− p)q = 1− (1− p)(a+ p)−1(a+ p)q = 1− (1− p)(a+ p)−1aq = 1− b(aq)

dır. p ∈ comm2(a) olduğundan b ∈ comm(aq) elde edilir. Böylece aq ∈ Rqnil oldu-

ğundan 1− b(aq) ∈ U(R) olur. O zaman

1− (1− p)q = 1− (1− p)2q2 = (1− (1− p)q)(1 + (1− p)q).

dur. 1 − (1 − p)q tersinir olduğundan (1 − p)q = 0 yani q = pq dur. Benzer şekilde

(1 − q)p ∈ U(R) ve p = pq = qp dir. Böylece p = q elde edilir ve dolayısıyla ispat

tamamlanır.

Teorem 3.11 R bir halka ve a ∈ R olsun. a ∈ R nin genelleştirilmiş Drazin tersinir

olması için gerek ve yeter şart a nın yarı kutuplu olmasıdır. Bu durumda a nın genelleş-

tirilmiş Drazin tersi aD

b = (a+ aπ)−1(1− aπ) = (1− aπ)(a+ aπ)−1

şeklinde tek türlü olarak belirlidir (Koliha ve Patricio 2002).

İspat. a bir yarı kutuplu eleman ve p de a nın spektral eşkaresi olsun. b = (a +

p)−1(1− p) olarak kabul edilsin. O zaman b ∈ comm2(a) dır. Dahası

ab2 = a(1− p)(a+ p)−2 = (a+ p)(1− p)(a+ p)−2 = (1− p)(a+ p)−1 = b,
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ve

a2b− a = a2(1− p)(a+ p)−1 − a = a(a+ p)(a+ p)−1(1− p)− a = −ap ∈ Rqnil

dir. Karşıt olarak a genelleştirilmiş Drazin tersinir ve a nın genelleştirilmiş Drazin

tersi b olsun. Eğer p = 1 − ab olarak alınırsa, o zaman p ∈ comm2(a), (1 − p)2 =

a2b2 = a(ab2) = ab = 1 − p dir ki bu da p2 = p olmasını gerektirir. Son olarak

ap = a− a2b ∈ Rqnil ve bp = b(1− ab) = b− ab2 = 0 olduğundan

(a+ p)(b+ p) = ab+ ap+ bp+ p = 1− p+ ap+ p = 1 + ap ∈ U(R)

dir. Böylece (a+ p)b = ab+ pb = 1− p+ pb = 1− p olduğundan b = (a+ p)−1(1− p)

dir. Sonuç olarak b nin yazımı tek türlüdür.
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4. DRAZİN TERSİNİRLER İÇİN JACOBSON LEMMASI

4.1 Drazin Tersinirler için Jacobson Lemması

R bir halka olsun. Eğer 1− ab tersinir ise, o zaman 1− ba da tersinirdir. Önermesi

"Jacobson lemması (Jacobson’s lemma)" olarak adlandırılır. Burada (1 − ba)−1 =

1 + b(1 − ab)−1a dır. Bu bölümde Jacobson lemması’nın Drazin tersinir elemanlar

için uygulamaları ele alınmaktadır.

Lemma 4.1 R bir halka, a, b ∈ R, α = 1 − ab, α ∈ Rd, ind(α) = k ve β = 1 − ba

olsun. Eğer e = 1− ααd, ε = bea ve γ = 1 + bαda ise, o zaman

(A) βkε = 0, (B) εγ = ε, (C) βγ = γβ = 1− ε, (D) βk+1γ = βk dır (Lam ve Nielsen

2014).

İspat. αk = αk+1αd ve eαd = (1− ααd)αd = 0 olduğundan,

βkε = βkbea = bαk(1− ααd)a = 0

εγ = bea(1+ bαda) = be(a+ (1−α)αda = be(1+ (1−α)alphad)a = be(e+αd)a = ε

βγ = β(1+bαda) = β+βbαda = (1−ba)+bααda = 1−b(1−ααd)a = 1−bea = 1−ε

ve

γβ = (1 + bαda)β = (1− ba) + bααda = 1− b(1− αdα)a = 1− bea = 1− ε

dir.

Son olarak βk+1γ = βk(βγ) = βk(1− ε) = βk dır.

Teorem 4.1 R bir halka, a, b ∈ R, α = 1 − ab, α ∈ Rd, ind(α) = k, β = 1 − ba,

e = 1−ααd, ε = bea ve γ = 1+ bαda olsun. O zaman β = 1− ba ∈ Rd ve ind(β) = k

dır. Burada her bir n ≥ k için

βd = (1− bea)n + bαda
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dır. Ayrıca her n ≥ k tamsayısı için ββd = (1− bea)n dır (Lam ve Nielsen 2014).

İspat. R bir halka, a, b ∈ R, α = 1 − ab, α ∈ Rd, ind(α) = k ve β = 1 − ba olsun.

Lemma 4.1 (C) ve (D) gereğince β kuvvetli π-düzenlidir. Teorem 3.9 dolayısıyla

βd = βnγn+1 dir. Lemma 4.1 (C) gereğince

βd = (βγ)nγ

= (1− ε)n(1 + γ − 1)

= (1− ε)n + (1− ε)n(γ − 1) = (1− ε)n + γ − 1

= (1− ε)n + bαda

elde edilir. Şimdi tekrar Lemma 4.1 (C) den

ββd = βk+1γk+1 = (βγ)k+1 = (1− ε)k+1 = (1− bea)k

olup ispat tamamlanır.

Teorem 4.2 R bir halka, a, b ∈ R, α = 1 − ab, α ∈ Rd, ind(α) = k ve β = 1 − ba

e = 1 − ααd, ε = bea, γ = 1 + bαda ve u = α − e olsun. O zaman u ∈ U(R) dir ve

r = 1+α+ · · ·+αk−1 için β nın spektral eşkaresi f = bera = −beu−1a dır. Özel olarak

ReR = RfR dir (Lam ve Nielsen 2014).

İspat. δ = 1− ε ∈ R olsun. Teorem 4.1 gösterir ki

f = 1− δk = (1− δ)(1 + δ + · · ·+ δk−1) = bea(1 + δ + · · ·+ δk−1) (4.1)

dir. e ∈ comm(ab) olduğundan, aδ = a− abea = (1− eab)a dır. Bundan dolayı

eaδi = e(1− eab)ia = (e− eab)ia = eαia(her i ≥ 0 için) (4.2)

4.1 ve 4.2 den f = bera elde edilir. [Not edilsin ki, eğer k = 0 ise, o zaman r = 0

olarak yorumlanır.] Özel olarak RfR ⊆ ReR dir. Benzer şekilde RfR = ReR dir.

Teoremin geri kalanı için, u = α − e ∈ U(R) olduğu iddia edilir. Şimdi α Drazin

tersinir olduğundan kuvvetli π-düzenlidir. Önerme 3.1 gereği αn = (1 − e)w =

w(1− e) olacak şekilde w ∈ U(R) vardır. v = αn−1w−1(1− e)− (1+α+ · · ·+αn−1)e

olsun. 1− e = p yazılırsa u = α− e = αp− (1− α)(1− p) dir. Buradan
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uv = [αp− (1− α)(1− p)][αn−1w−1(1− e)− (1 + α + · · ·+ αn−1)e]

= αnw−1p+ (1− α)(1 + α + · · ·+ αn−1)e

= p+ (1− αn)(1− p)

= 1

dir. Böylece u ∈ U(R) dir. Şimdi, f = −beu−1a olduğunu göstermek için er = −eu−1

olduğunu göstermek yeterlidir. Şimdi

eur = e(α− 1 + 1− e)r

= e(α− 1)(1 + α · · ·+ αk−1)

= e(αk − 1) = (eα)k − e

dir. (eα)k = 0 olduğundan eur = −e elde edilir. ur = ru olduğundan er = eu−1 elde

edilir. Böylece f = bera = −beu−1a dır.

ind(α) ≤ 1 için aşağıdaki sonuç, Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 nin özel halidir.

Sonuç 4.1 R bir halka olmak üzere a, b ∈ R olsun. Eğer α = 1 − ab ∈ R spektral

eşkaresi e olan bir grup tersinir eleman ise, o zaman β = 1 − ba da grup tersinirdir ve

βd = 1 + b(αd − e)a dır ve β nın spektral eşkaresi f = bea dır (Benzer şekilde e = bfa

elde edilir) (Lam ve Nielsen 2014).

α nın üstel sıfır olması durumu için aşağıdaki sonuç verilir.

Sonuç 4.2 R bir halka olsun. α = 1− ab ∈ R üstel sıfırlık indeksi k olan bir üstel sıfır

olsun. O zaman

(1) β = 1 − ba indeksi k olan bir Drazin tersinirdir ve βd = βk = βk+1 = · · · dır. β

nın spektral eşkaresi olan f için RfR = R dir.

(2) Eğer b sağ sıfır bölen değil ise, o zaman βk = 0 dır.

(3) Eğer R bir Dedekind-sonlu halka ise, o zaman β ile α benzerdir. Bu durumda β

nın üstel sıfırlık indeksi k dır (Lam ve Nielsen 2014).

İspat.
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(1) α nilpotent bir eleman ise, o zaman α Drazin tersinirdir ve αd = 0 dır. Dolayısıyla

e = 1 − ααd = 1 dir. Teorem 4.1 de αd = 0 yerleştirilir ise, o zaman βd = βk elde

edilir. Ayrıca βkb = bαk = 0 olduğundan βk+1 = βk(1 − ba) = βk − βkba = βk elde

dilir. Böylece βk = βk+1 dir.

(2) b sağ sıfır bölen olmasın. O zaman βkb = 0 olması βk = 0 olmasını gerektirir.

(3) R Dedekind-sonlu halka olsun. α üstel sıfır olduğundan ab = 1− α ∈ U(R) dir.

Dolayısıyla b ∈ U(R) dir. Böylece bαb−1 = b(1 − ab)b−1 = 1 − ba = β olup α ile β

benzerdir. Özel olarak β nın üstel sıfırlık indeksi k dır.

Uyarı 4.1 k = 1 olması durumunda α = 0 dır yani ab = 1 dir. O zaman (ba)2 = ba

dır ve (1− ba)2 = 1− ba dır. Fakat ba = 1 olmayabilir yani β = 1− ba = 0 olmayabilir.

Burada Drazin tersinir α ve β ve onların spektral eşkareleri arasındaki ilişki üzerinde

durulur. Bu ilişki βb = bα ve basit değişme kurallarının "formal genişlemesi"dir.

Teorem 4.3 R bir halka olmak üzere α = 1− ab ∈ R, β = 1− ba ∈ R Drazin tersinir

elemanlar, e, f sırasıyla α ve β nın spektral eşkare elemanları olsunlar. O zaman βdb =

bαd, (βd)db = b(αd)d ve fb = be dir (Benzer şekilde αda = aβd, αdda = aβdd ve ea = af

dir) (Lam ve Nielsen 2014).

İspat. ind(α) = k ve γ = 1 + bαda olsun. O zaman (A) γb = b(e + αd) ve (B)

αd = αk(e + αd)k+1 olduğunu iddia edilsin. (A) nın ispatı için γb = (1 + bαda)b =

b(1+αd(1−α)) = b(e+αd) dır. (B) nin ispatı için (α(e+αd))k = (αe+(1− e))k =

αke+(1−e) dir. O zaman αk(e+αd)k+1 = αk(e+αd)k(e+αd) = (αke+(1−e))(e+

αd) = αke+ αd = αd dir. (A), (B) ve βd = βkγk+1 olduğundan

βdb = βkγk+1b = βkb(e+ αd)k+1 = bαk(e+ αd)k+1 = bαd (4.3)

dır. Buradan be = b − bαdα = b − βdbα = βdβb = fb elde edilir. Son olarak

(βd)d = β2βd olduğundan

(βd)db = β2βdb = β2bαd = bα2αd = b(αd)d

dır.
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Dikkat edilsin ki daha yüksek mertebeden Drazin tersinirler için değişme kuralına

bakmaya gerek yoktur. Çünkü α Drazin tersinir bir eleman ise, o zaman ((αd)d)d =

αd dir.

Tanım 4.1 R bir halka ve α, β ∈ R olsun. Eğer α = 1 − ab ve β = 1 − ba olacak

şekilde a, b ∈ R varsa, o zaman (α, β) ∈ R2 ye bir Jacobson ikilisi (Jacobson pair)

denir. Bu durumda (β, α) da bir Jacobson ikilisidir. r ∈ R için (r, r) ∈ R2 her zaman bir

Jacobson ikilisidir. Değişmeli halka durumunda tüm Jacobson ikilileri bu şekildedir (Lam

ve Nielsen).

Örnek 4.1 R bir halka ve e, f ∈ R eşkare elemanlar olsun. Eğer sağ R-modül olarak

eR ∼= fR (denk olarak sol R-modül olarak Re ∼= Rf) ise, o zaman bu eşkare elemanlar

izomorftur denir ve e ∼= f ile gösterilir. Burada e ∼= f olması için gerek ve yeter şart

(1− e, 1− f) nin Jacobson ikilisi olmasıdır (Lam ve Nielsen).

İspat. e ∼= f olsun. O zaman tanım gereği sağ R-modül olarak eR ∼= fR dir.

α : eR → fR bir izomorfizma olsun. O zaman α(e) = fr olacak şekilde bir r ∈ R var-

dır. α(e) = α(e)e = fre = b olsun. Diğer yandan α−1 : fR → eR bir izomorfizmadır.

Dolayısıyla α−1(f) = es olacak şekilde s ∈ R vardır. α−1(f) = α−1(f)f = esf = a

olsun. O zaman

f = α(α−1(f)) = α(esf) = α(e)sf = fresf = bsf = besf = ba

dır. Ayrıca

e = α−1(α(e)) = α−1(fre) = α−1(f)re = esfre = esffre = ab

dir. Yani 1− e = 1− ab ve 1− f = 1− ba olup (1− e, 1− f) bir Jacobson ikilisidir.

Diğer yön için (1 − e, 1 − f) bir Jacobson ikilisi olsun. O zaman e = ab ve f = ba

olacak şekilde a, b ∈ R vardır. Eğer α : eR → fR, α(x) = b(x) olarak tanımlanır ise,

o zaman α nın izomorfizma olduğu iddia edilir. Şimdi y ∈ fR olsun. O zaman y = fr

olacak şekilde bir r ∈ R vardır. Burada α(ear) = bear = b(ab)ar = babar = ffr =

fr olup α örtendir. Ayrıca kerα = {0} olduğu açıktır. Böylece α bir izomorfizmadır.
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Lemma 4.2 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. O zaman bir n doğal sayısı için

r =
∑n−1

i=0 (1− ab)i iken

(1− ba)n = 1− bra ve (1− ab)n = 1− rab

dir (Castro vd. 2010).

Teorem 4.4 R bir halka olsun. Eğer (α, β) ∈ R2 Jacobson ikilisi ise, o zaman her

1 ≤ n tamsayısı için (αn, βn) Jacobson ikilisidir. Ayrıca eğer α π-düzenli ise, o zaman β

π-düzenlidir (Lam ve Nielsen 2014).

İspat. α = 1−ab ve β = 1−ba olsun. O zaman r = 1+α+α2+ . . .+αn−1 ∈ R iken

Lemma 4.2 gereği αn = 1− (ra)b ve βn = 1−b(ra) dır. Dolayısıyla (αn, βn) ∈ R2 bir

Jacobson ikilisidir. Eğer α π-düzenli eleman ise, o zaman 1 ≤ n için αn düzenlidir.

O zaman βn düzenlidir. Böylece β π-düzenlidir.

Sonuç 4.3 R bir halka, α ∈ U(R) ve β ∈ R olsun. Eğer (α, β) bir Jacobson ikilisi ise,

o zaman her n tamsayısı için (αn, βn) bir Jacobson ikilisidir (Lam ve Nielsen 2014).

İspat. R bir halka ve α ∈ U(R) olsun. O zaman Lemma 2.1 gereği β ∈ U(R) dir.

Yani her n ∈ Z için (αn, βn) mevcuttur. Şimdi α = 1−ab ve β = 1−ba olsun. Lemma

2.1 gereğince β−1 = 1 + b(α−1a) ve α−1 = 1 + (aβ−1)b dir. Fakat αa = aβ olması

α−1a = β−1a olmasını gerektirir yani (α−1, β−1) bir Jacobson ikilisidir. Teorem 4.4

ten (αn, βn) bir Jacobson ikilisidir.

Teorem 4.5 R bir halka olmak üzere (α, β) ∈ R bir Jacobson ikisili, α Drazin tersinir

eleman, e, f sırasıyla α ve β nın spektral eşkareleri olsun. O zaman aşağıdakiler doğrudur

(Lam ve Nielsen 2014).

(1) e ve f aynı zamanda αd ve βd nün de spektral eşkareleridir ve e ∼= f dir.

(2) Sırasıyla α ve β nın birleşmeli eşkareleri olan 1 − e ve 1 − f bir Jacobson ikilisi

oluşturur.

(3) (αd, βd) bir Jacobson ikilisidir.
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(4) e+ αd, f + βd ∈ U(R) dir ve (e+ αd)−1 = e+ αdd ve (f + βd)−1 = f + βdd dir.

Ve her n > 0 için

(e+ (αd)n, f + (βd)n) ve (e+ (αdd)n, f + (βdd)n)

Jacobson ikilileridir.

İspat. (1) αdd = α2αd olduğundan αd nin spektral eşkaresi

1− αddαd = 1− (α2αd)αd = 1− α(αdααd) = 1− ααd = e

dir. Benzer şekilde βd nin spektral eşkaresi f dir. α ve β nın Drazin indeksleri k,

r = 1+ α+ · · ·+ αk−1 ve s = 1+ β + · · ·+ βk−1 olsun. Teorem 4.2 den f = bera ve

e = afsb dir. αa = aβ olduğundan dolayı ra = as dir. Teorem 4.3 gereğince ea = af

dir. Dolayısıyla

f = be(ra) = be(as) = b(afs) ∼= (afs)b = e

dir.

(2) Örnek 4.1 den e ∼= f olmasının (1 − e, 1 − f) nin Jacobson ikilisi olmasını

gerektirdiği açıktır. Fakat fikirlerin uyumunu göstermek için başka bir ispat daha

sunulur. Teorem 4.1 den 1− f = (1− bea)k ve benzer biçimde (1− e) = (1− afb)k

dır. ea = af olduğundan (1−bea, 1−afb) bir Jacobson ikilisidir. Dolayısıyla Teorem

4.4 den ((1− bea)k, (1− afb)k) = (1− f, 1− e) bir Jacobson ikilisidir.

(3) Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 den

βd = 1− b(er − αd)a ve αd = 1− a(fs− βd)b (4.4)

elde edilir. Ayrıca ra = as, αda = aβd ve ea = af olduğundan

a1 := (er − αd)a = e(as)− aβd = a(fs− βd) (4.5)

olsun. O zaman 4.4 den (αd, βd) = (1− ba1, 1− a1b) olup bir Jacobson ikilisidir.
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(4) γ = 1 + bαda olsun. αda = aβd olduğundan

γ = 1 + bαda = 1 + baβd = 1 + (1− β)βd = f + βd (4.6)

şeklinde ifade edilebilir. Şimdi

1 + (αda)b = 1 + αd(1− α) = e+ αd

olduğundan (γ, e+ αd) = (f + βd, e+ αd) bir Jacobson ikilisidir.

(e+αdd)(e+αd) = e+(ααd) = e+(1−e) = 1 ve (e+αdd)(e+αd) = (e+αd)(e+αdd)

olduğundan e+αd tersinirdir ve tersi e+αdd dir. Benzer şekilde f +βd tersinirdir ve

tersi f + βdd dir. Sonuç 4.3 gereğince her n tamsayısı için ((e+ αd)n, (f + βd)n) bir

Jacobson ikisilidir. eαd = αde = 0 olduğundan n > 0 için (e + (αd)n, f + (βd)n) =

((e+αd)n, (f+βd)n) olup bir Jacobson ikilisidir. Benzer şekilde (e+(αdd)n, f+(βdd)n)

da bir Jacobson ikilisidir.

Uyarı 4.2 Tabii ki de Teorem 4.3 ün direkt uygulaması ile (α, β) üzerinde başka Ja-

cobson ikilileri elde edilebilir. Bazı örnekleri aşağıda verilmiştir.

(1− aα, 1− aβ), (1− aαd, 1− aβd) (1− ae, 1− af)

Ancak bu Jacobson ikilileri daha az ilgi çekicidir çünkü bileşenleri Drazin tersinir değildir.

Uyarı 4.3 Genel olarak Teorem 4.5 in (2) sinde α ve β nın birleşmeli eşkareleri 1−e ve

1− f izomorf olmak zorunda değildir. Örneğin eğer ab = 1 ̸= ba olacak şekilde a, b ∈ R

ise, o zaman α = 1 − ab = 0 olup birleşmeli eşkareye sahiptir ve birleşmeli eşkaresi 0

dır. Eğer β = 1 − ba izomorfik bir birleşmeli eşkare elemana sahip ise, o zaman o da

0 olmalıdır. Böylece f = 1 elde edilir. Fakat Teorem 4.2 f = bea = ba ̸= 1 olmasını

gerektirir ki bu da bir çelişkidir (Lam ve Nielsen 2014).
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5. GENELLEŞTİRİLMİŞ DRAZİN TERSİNİRLER İÇİN UYGULA-

MALAR

5.1 Jacobson Lemması ve Uygulamaları

Bu bölümde Jacobson lemmasının ve Cline formülünün genelleştirilmiş Drazin ter-

sinirler üzerindeki uygulamaları araştırılmaktadır.

Aşağıda konu için önemli bir teorem verilmektedir.

Teorem 5.1 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer α = 1 − ab ∈ RD ise, o zaman

β = 1− ba ∈ RD dir ve

βD = 1 + b(1− απα)−1(αD − απ)a = 1 + b[αD − απ(1− απα)−1]a

ve

βπ = bαπ(1− απα)−1a

dır (Zhuang vd. 2012).

İspat. p = απ olsun Teorem 3.11 gereğince −αp ∈ Rqnil dir. Dolayısıyla 1 − pα ∈

U(R) dir. q = bp(1−pα)−1a olsun. Dikkat edilsin ki βb = (1− ba)b = b(1−ab) = bα

ve aβ = αa dır. O zaman

βq = bαp(1− pα)−1a = bp(1− pα)−1αa = qβ

dır. Teorem 3.11 gereğince dolayı β nın spektral eşkaresinin q olduğunu göstermek

yeterlidir.

c = [p(1− pα)−1 − 1]a olsun. ab = 1− α olduğundan

(1− pα)(1 + cb) = α + p− pα− pα2 = (1− pα)(α + p)

elde edilir. Bu da 1 + cb nin tersinir olduğunu ispatlar. Jacobson lemması gereği
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1 + bc de tersinirdir. Buradan hareketle

β + q = 1− ba+ bp(1− pα)−1a = 1 + bc ∈ U(R)

elde edilir.

z(βq) = (βq)z olacak şekilde z ∈ R olsun. O zaman

[bαp(1− pα)−1a]z = z[bαp(1− pα)−1a]

dır. Eşitliğin her iki tarafı da a ile soldan b ile sağdan çarpılırsa,

abαp(1− pα)−1azb = azbαp(1− pα)−1ab

elde edilir. abp = pab = p(1− pα) olduğundan

(αp)(azb) = (azb)(αp)

elde edilir ki bu da (1 − pα−1)azb ∈ comm(αp) olmasını gerektirir. αp ∈ Rqnil

olduğundan

1 + [(1− pα)−1azb](αp) = 1 + [(1− pα)−1az](bαp) ∈ U(R)

dir. Jacobson lemması gereğince 1 + (βq)z = 1 + (bαp)[(1 − pα)−1az] ∈ U(R) dir.

Böylece βq ∈ Rqnil dir.

Dikkat edilsin ki pab = p(1− pα) dır. O zaman

q2 = b(1− pα)−1pab(1− pα)−1pa = b(1− pα)−1pa = q

olup q bir eşkaredir. βy = yβ olacak şekilde y ∈ R olsun. O zaman (ba)y = y(ba)

dır. Böylece

(ayb)α = a(yβ)b = a(βy)b = α(ayb)

dir. Yani ayb ∈ comm(α) dır. p ∈ comm2(α) olduğundan ayb ∈ comm(p) dir ki bu

32



ayb ∈ comm(pα) olmasını gerektirir. Böylece ayb ∈ comm(1− pα) dır. O zaman

(ayb)p(1− pα)−1 = p(1− pα)−1(ayb)

dir. Son eşitliğin her iki tarafı da soldan b, sağdan a ile çarpılırsa

bayq = qyba

elde edilir. bay = yba ve βq = qβ olduğu da düşünülürse

yq(1− β) = (1− β)yq = qy(1− β) = (1− β)qy

olduğu elde edilir. Buradan

yq(1− βq) = qyq(1− βq) ve (1− βq)qy = (1− βq)qyq

elde edilir. βq ∈ Rqnil olduğundan 1− βq ∈ U(R) dir. Böylece

yq = qyq = qy

elde edilir ki bu da q ∈ comm2(β) olmasını gerektirir. Dolayısıyla q β nın spektral

eşkaresidir ve βD = (β + q)−1(1 − q) olur. Ayrıca α + p = 1 + cb ve β + q = 1 + bc

olduğundan Jacobson lemması

(β + q)−1 = 1− b(α + p)−1[p(1− pα)−1 − 1]a

olmasını gerektirir. O zaman

βD = (β + q)−1(1− q)

= [1− b(α + p)−1(p(1− pα)−1 − 1)a][1− bp(1− pα)−1a]

= 1− bp(1− pα)−1a+ b(α + p)−1(1− p)(1− pα)−1a

= 1 + b(1− απα)−1(αD − απ)a

= 1 + b[αD − απ(1− απα)−1]a

dır. Böylece ispat tamamlanır.
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Eğer ap ∈ Rqnil yerine ap ∈ Rnil alınır ise, o zaman aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 5.1 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer 1 − ab ∈ Rd ve ind(1 − ab) = k, o

zaman 1− ba ∈ Rd ve ind(1− ba) = k dir. Ayrıca

r =
k−1∑
i=0

(1− ab)i ve (1− ab)π = 1− (1− ab)(1− ab)d.

iken

(1− ba)d = 1 + b
[
(1− ab)d − (1− ab)πr

]
a

dir (González vd. 2010).

İspat. α = 1 − ab, β = 1 − ba ve p = απ olsun. Teorem 5.1 gereğince, β ∈ RD

ve βπ = bp(1 − pα)−1a. q = βπ olsun. O zaman βq = bpα(1 − pα)−1a = qβ olur.

abp = (1− pα)p ilişkisi kullanılarak

(βq)n = b(1− α)n−1(pα)n(1− pα)−na

sonucuna n üzerinden yapılan tümevarım ile ulaşılır. Hipoteze göre (pα)k = 0 dır, o

zaman (βq)k = 0 elde edilir ki bu da ind(β) ≤ k’yı ifade eder. Yani,

ind(1− ba) ≤ ind(1− ab)

dır. Benzer şekilde ind(1− ab) ≤ ind(1− ba) dır. Bu nedenle,

ind(1− ba) = ind(1− ab) = k

Sonucuna ulaşılır. αd mevcut olduğundan, αD = αd dir. Ayrıca,

αD − απ(1− απα)−1 = αd − p

k−1∑
i=0

(pα)i = (1− ab)d − (1− ab)πr
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olup burada

r =
k−1∑
i=0

(1− ab)i

şeklinde tanımlanır.

Yukarıda verilen sonuçta eğer k = 1 alınır ise, o zaman grup tersinirler için bir sonuç

elde edilir.

Sonuç 5.2 a, b ∈ R olsun. Eğer 1− ab ∈ R# ise, o zaman 1− ba ∈ R# dır ve

(1− ba)# = 1 + b
[
(1− ab)# − (1− ab)π

]
a,

dır. Burada (1− ab)π = 1− (1− ab)#(1− ab) şeklindedir (González vd. 2010).

Sonuç 5.3 R bir halka, a ∈ R düzenli bir eleman ve a nın iç tersi a− olsun. Eğer

a2a− + 1− aa−, a−a2 + 1− a−a, a+ 1− aa− ve a+ 1− a−a elemanlarından biri RD

nin bir elemanı ise, o zaman hepsi RD nin elemanıdır (Zhuang vd. 2012).

İspat. c = 1 − a, d = aa−, e = a, f = a− − aa− ve g = a−a olsun. Bu durumda

aşağıdaki denklemler elde edilir:

a2a− + 1− aa− = 1− cd = 1− ef ;

a−a2 + 1− a−a = 1− gc;

a+ 1− a−a = 1− fe = 1− cg;

a+ 1− aa− = 1− dc.

Teorem 5.1 gereğince, 1−xy nin genelleştirilmiş Drazin tersinir olması için gerek ve

yeter şart 1− yx in genelleştirilmiş Drazin tersinir olmasıdır. Böylece ispat tamam-

lanır.

Sonuç 5.1 ve Sonuç 5.3 gereğince aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 5.4 R bir halka olmak üzere a ∈ R− ve a nın iç tersi a− olsun. O zaman

a2a− + 1− aa−, a−a2 + 1− a−a, a+ 1− aa− ve a+ 1− a−a elemanlarının indeksleri

eşittir (Zhuang vd. 2012).
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5.2 Cline’ın Formülü ve Uygulamaları

Aşağıda genelleştirilmiş Drazin tersinirler için Cline’ın Formülü’nün uygulaması ve-

rilir.

Teorem 5.2 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer ab genelleştirilmiş Drazin tersinir ise,

o zaman ba genelleştirilmiş Drazin tersinirdir ve

(ba)D = b((ab)D)2a

dır (Liao vd. 2014).

İspat.

α = ab, β = ba, p = 1 − αDα ve q = 1 − bαDa olsun. Öyleyse p ∈ comm2(α),

α + p ∈ U(R) ve αp ∈ Rqnil dir. Devamında

(1) β + q ∈ U(R),

(2) βq ∈ Rqnil ve

(3) q2 = q ∈ comm2(β) olduğu kanıtlanır.

(1) 1+ (a−αDa)b = α+(1−αDa) = α+ p ∈ U(R) elde edilir. Jacobson lemmasına

göre,

β + q = β + (1− bαDa) = 1 + b(a− αDa) ∈ U(R) dir.

(2) yi kanıtlamak için, c = βq olarak yazılsın. O zaman

c = ba(1− bαDa) = ba− babαDa = b(1−ααDa) = bpa elde edilir. z ∈ R için cz = zc

olduğu varsayılsın. Bir sonraki adımda, 1 − zc ∈ U(R) olduğu gösterilmektedir.

cz = zc olduğundan, cz2 = z2c, yani bpaz2 = z2bpa elde edilir. Bu denklem sol

taraftan a ile, sağ taraftan ise b ile çarpılırsa, o zaman

αp(az2b) = abpaz2b = az2bpab = (az2b)αp olur. Bu yolla az2b ∈ comm(αp) elde

edilir. αp ∈ Rqnil olduğundan, 1− αp(az2b) = 1− (αpa)(z2b) ∈ U(R) dir. Jacobson

lemması gereği 1 − (z2b)αpa tersinirdir. c2 = bpabpa = bpαpa = bαpa ve cz = zc

olduğundan, şu sonuca varılır:

(1− zc)(1 + zc) = (1 + zc)(1− zc) = 1− z2c2 ∈ U(R) dir.

Dolayısıyla, 1− zc ∈ U(R) dir.
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Şimdi (3) ü göstermek için, öncelikle q nun bir eşkare olduğu kanıtlanır. Gerçekten

de,

q2 = (1− bαDa)(1− bαDa) = 1− 2bαDa+ bαDaαDa = 1− bαDa = q dir. Ayrıca

βq = ba(1− bαDa) = ba− babαDa = ba− bαDaba = (1− bαDa)β = qβ (5.1)

dır.

Şimdi y ∈ R olacak şekilde yβ = βy olduğu düşünülsün, o zaman y(ba) = (ba)y dir.

Daha sonra bu denklemi soldan a ile, sağdan ise b ile çarparak, (ayb)ab = ab(ayb)

olduğu elde edilir. Böylece ayb ∈ comm(α) dır. αD ∈ comm2(α) olduğundan, ayb ∈

comm(αD) dir. Bundan dolayı ayb ∈ comm(αD − (αD)2), yani

ayb(αD − (αD)2) = (αD − (αD)2)ayb dir. O zaman y(ba) = (ba)y olduğundan

bayb(αD − (αD)2)a = ybab(αD − (αD)2)a = ybα(αD − (αD)2)a = ybααDa − ybαDa

ve

b(αD − (αD)2)ayba = b(αD − (αD)2)abay = b(αD − (αD)2)αay = bαDαay − bαDay

elde edilir.

Bundan dolayı,

ybααDa− ybαDa = bαDαay − bαDay dir.

y(ba) = (ba)y olduğu göz önünde bulundurulursa bir hesaplama sonucunda

yq − yβq = qy − βqy elde edilir.

Bu sonuç, denklem (5.1) ve y(ba) = (ba)y olduğu düşünülürse

(1− βq)yq(1− βq) = (1− βq)qy(1− βq) elde edilir.

(2) ye göre, βq ∈ Rqnil dir. Bu nedenle 1− βq ∈ U(R)’dir. Dolayısıyla, yq = qy olur

ve bu da (3) ü gösterir.

Bu nedenle, β = ba bir genelleştirilmiş Drazin tersine sahiptir ve

(ba)D = βD = (β + q)−1(1− q) dır.

Dahası t = a− αDa için

1 + tb = α + p ve 1 + bt = β + q olduğu elde edilir. Bu nedenle

(β + q)−1 = (1 + bt)−1 = 1− b(1 + tb)−1t = 1− b(α + p)−1t dir.

αD = (α + p)−1(1− p) = (α + p)−1ααD olduğundan

(ba)D = (β+ q)−1(1− q) = [1− b(α+ p)−1t]bαDa = bαDa− b(α+ p)−1ααDa+ b(α+
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p)−1αDααDa = b(αD)2a = b((ab)D)2a dır ki bu ispatı tamamlar.

Sonuç 5.5 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer ab Drazin tersinir ve ind(ab) = k ise,

o zaman ba Drazin tersinirdir ve k − 1 ≤ ind(ba) ≤ k + 1 dir (Liao vd. 2014).

İspat. c = b((ab)d)2a olarak tanımlansın. Teorem 5.2 gereğince, ba genelleştirilmiş

Drazin tersi olup (ba)D = c dir. Varsayım gereği, (ab)k = (ab)k+1(ab)d olduğu için

[
ba− (ba)2c

]k+1
= b

[
(ab)k − (ab)k+1(ab)D

]
a = 0

elde edilir. Bu nedenle ba− (ba)2c ∈ Rnil dir. Dolayısıyla (ba)d = c = b((ab)d)2a dır.

Yukarıdaki argümandan dolayı ayrıca

ind(ba) ≤ k + 1 = ind(ab) + 1

dir. Benzer şekilde ind(ab) ≤ ind(ba) + 1 elde edilir. Dolayısıyla, ind(ba) ≥ k− 1 dir

ve bu ispatı tamamlar.

Sonuç 5.6 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer ab grup tersinir ise, o zaman aşağıda-

kilerden biri sağlanır.

(1) ba tersinirdir.

(2) ba grup tersinirdir ve (ba)# = b((ab)#)2a dır.

(3) ba Drazin tersinirdir, ind(ba) = 2 dir ve (ba)d = b((ab)#)2a dır (Liao vd. 2014).

Uyarı 5.1 (1) a, b ∈ R için, ab tersinir iken ba mutlaka tersinir olmak zorunda değildir.

Örneğin, N kümesi pozitif tamsayıları R ise gerçel sayıları temsil etsin. R = CFMN(R)

ile R üzerindeki sütun sınırlı N× N matrislerinin halkasını göstersin. Eij, R içindeki bir

eleman olup, (i, j)-girdisi 1 ve diğer yerlerde 0 dır. Aşağıdaki matrisler ele alınsın:

A =
∞∑
i=1

Ei(i+1) =


0 1 0 0 . . .

0 0 1 0 . . .

0 0 0 1 . . .
...

...
...

... . . .

 ∈ R,
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B =
∞∑
i=1

E(i+1)i =


0 0 0 0 . . .

1 0 0 0 . . .

0 1 0 0 . . .
...

...
...

... . . .

 ∈ R.

Bu durumda AB birimi oluşturur ancak BA çarpımından birim matris elde edilmez

çünkü ilk satırı sıfır vektörüdür. Ancak, bu durumda BA grup tersinirdir ve (BA)# =

B(AB)−2A’dır. (Bu ab ve ba nın indekslerinin eşit olmadığını gösterir.)

m ve n pozitif tamsayıları için Rm×n, R halkası üzerindeki tüm m× n matrislerinin

kümesi ve k = m + n olarak belirlensin. A ∈ Rm×n ve B ∈ Rn×m olan matrisler

verildiğinde, iki k × k matris C ve D aşağıdaki gibi tanımlanır:

C =

0 0

A 0

 , D =

0 B

0 0

 . (5.2)

Gözlemlenir ki:

CD =

0 0

0 AB

 , DC =

BA 0

0 0

 . (5.3)

Çünkü CD ve DC aynı halka olan Rk×k içindedir, Teorem 5.2, aşağıdaki sonucu

vermek için uygulanır: Eğer CD genelleştirilmiş Drazin tersinir ise, o zaman DC

genelleştirilmiş Drazin tersinirdir ve Cline’ın formülü geçerli olup

(DC)D = D((CD)D)2C

dir. Bu, dikdörtgen matrisler için Cline’in formülüne yol açar.

Sonuç 5.7 A ∈ Rm×n ve B ∈ Rn×m olsun. Eğer AB ∈ Rm×m genelleştirilmiş Drazin

tersinir ise, o zaman BA ∈ Rn×n de öyledir ve aşağıdaki formül geçerlidir:

(BA)D = B((AB)D)2A

(Liao vd. 2014).

İspat. k = m+n olarak yazılsın. Herhangi bir T ∈ Rm×m nin genelleştirilmiş Drazin
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tersinir olması için gerek ve yeter şart

T 0

0 0

 ∈ Rk×k

nin genelleştirilmiş Drazin tersinir olmasıdır. Burada

T 0

0 0

D

=

TD 0

0 0

 .

dır. Benzer şekilde, S ∈ Rn×n nin genelleştirilmiş Drazin tersinir olması için gerek

ve yeter şart

0 0

0 S

 ∈ Rk×k

nın genelleştirilmiş Drazin tersinir olmasıdır. Burada

0 0

0 S

D

=

0 0

0 Sd

 .

dir. C ve D matrisleri (5.2) deki şekilde tanımlansın. Yukarıdaki argüman için

S = AB ve T = BA olarak yazılır ve (5.3) uygulanırsa aşağıdaki sonuç elde edilir:

(BA)D 0

0 0

 = (DC)D = D((CD)D)2C =

B((AB)D)2A 0

0 0


Böylece ispat tamamlanır.
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6. DRAZİN TERSİNİRLER İÇİN JACOBSON LEMMASININ GENİŞ-

LEMELERİ

6.1 Drazin Tersinirler için Jacobson Lemmasının Genişlemeleri

Yan ve Fang 2015 yılında yayımladıkları "Common properties of the operator pro-

ducts in local spectral theory" isimli makalede sınırlı lineer operatörler ve Banach

uzayı arasında Jacobson lemmasının yeni bir genişlemesini çalışmıştır: R bir halka

a, b, c, d ∈ R, acd = dbd ve dba = aca olsun. Burada açıktır ki d = a alınırsa

aba = aca dır.

Dikkat edilmelidir ki, acd = dbd, bdb = bac ve 1 − ac tersinir olduğunda, o zaman

1− bd tersinirdir ve

(1− bd)−1 = 1 + b(1− ac)−1d

olur. Eğer acd = dbd, dba = aca ve 1− bd tersinir ise, o zaman 1− ac tersinirdir ve

(1− ac)−1 = 1 + [1 + d(1− bd)−1b]ac.

olur.

Bu bölümde, bir halka içinde Jacobson lemmasının genişlemesi incelenmektedir.

acd = dbd ve bdb = bac durumunda, eğer 1 − ac grup tersinir, Drazin tersinir veya

genelleştirilmiş Drazin tersinir ise, o zaman 1− bd nin de öyle olduğu gösterilmekte-

dir, ve 1− bd nin grup, Drazin, genelleştirilmiş Drazin terslerinin 1− ac ye karşılık

gelen tersleri ile ifadeleri verilmektedir.

Teorem 6.1 R bir halka ve a, b, c, d ∈ R olmak üzere acd = dbd ve bdb = bac

sağlansın. Eğer 1− ac ∈ R# ise, o zaman 1− bd ∈ R# ve

(1− bd)# = 1 + b
[
(1− ac)# − (1− ac)π

]
d (6.1)

dir (Mosic 2017)
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İspat. (6.1) eşitliğnin sağ tarafı y ile gösterilsin. O zaman

(1− bd)y = 1− bd+ b(1− ac)
[
(1− ac)# − (1− ac)π

]
d = 1− b(1− ac)πd

elde edilir. Benzer şekilde y(1−bd) = 1−b(1−ac)πd olur. Böylece (1−bd)y = y(1−bd)

dir. Dahası

(1− bd)y(1− bd) = [1− b(1− ac)πd](1− bd) = 1− bd− b(1− ac)π(1− ac)d = 1− bd.

db(1 − ac) = (1 − ac)db olduğundan db(1 − ac)# = (1 − ac)#db ve db(1 − ac)π =

(1− ac)πdb olduğu elde edilir. Şimdi

y(1− bd)y = y[1− b(1− ac)πd]

= y − b(1− ac)πd− b[(1− ac)# − (1− ac)π](1− ac)πdbd

= y − b(1− ac)πd+ b(1− ac)πacd

= y − b(1− ac)π(1− ac)d = y

dir. Böylece 1− bd ∈ R# ve (1− bd)# = y dir.

Teorem 6.1 de c = b ve d = a alınırsa, o zaman aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.1 R bir halka ve a, b ∈ R ve 1− ab ∈ R# ise, o zaman 1− ba ∈ R# olur ve

(1− ba)# = 1 + b
[
(1− ab)# − (1− ab)π

]
a

dır (Mosic 2017).

Teorem 6.2 R bir halka ve a, b, c, d ∈ R olmak üzere acd = dbd ve dba = aca

sağlansın. Eğer 1− bd ∈ R# ise, o zaman 1− ac ∈ R# ve

(1− ac)# = 1 + ac+ d
[
(1− bd)# − 2(1− bd)π

]
bac

dir (Mosic 2017).

İspat. Eğer y = 1+ac+d
[
(1− bd)# − (1− bd)π

]
bac olarak tanımlanırsa, o zaman,

Teorem 6.1 in kanıtında olduğu gibi kontrol edilebilir ki (1 − ac)y = y(1 − ac) ve

(1− ac)y(1− ac) = 1− ac dir. Lemma 2.2 kullanılırsa, 1− ac ∈ R# ve (1− ac)# =
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y(1− ac)y = y − d(1− bd)πbac elde edilir.

Teorem 6.2 de a ile b nin ve c ile d nin rolleri değiştirilir ise, o zaman aşağıdaki sonuç

elde edilir.

Sonuç 6.2 R bir halka ve a, b, c, d ∈ R olmak üzere bdc = cac ve cab = bdb koşullarını

sağlıyorsa, o zaman 1− ac ∈ R# olduğunda 1− bd ∈ R# olur ve

(1− bd)# = 1 + bd+ c
[
(1− ac)# − 2(1− ac)π

]
abd

dir (Mosic 2017).

Eğer Teorem 6.2 de d = a alınırsa aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.3 R bir halka ve a, b, c ∈ R olmak üzere aba = aca koşulunu sağlıyorsa ve

1− ba ∈ R# ise, o zaman 1− ac ∈ R# dır ve

(1− ac)# = 1 + ac+ a
[
(1− ba)# − 2(1− ba)π

]
bac

dir (Mosic 2017).

Uyarı 6.1 Eğer a, b ∈ R ve 1− ba ∈ R# ise ve Sonuç 6.3 c = b varsayılırsa, o zaman

1− ab ∈ R# dir ve

(1− ab)# = 1 + ab+ a
[
(1− ba)# − 2(1− ba)π

]
bab := X1.

dir. Sonuç 6.1’de a ve b nin rolleri değiştirilirse, 1− ab ∈ R# ve

(1− ab)# = 1 + a
[
(1− ba)# − (1− ba)π

]
b := X2
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elde edilir. Bu iki ifade X1 ve X2 için (1− ab)# eşittir, çünkü:

X1 = 1 + ab+ a(1− ba)#b− a(1− ba)#(1− ba)b− a(1− ba)πbab

+ a(1− ba)π(1− ba)b− a(1− ba)πb

= 1 + ab+ a(1− ba)#b− a(1− ba)#(1− ba)b− abab

+ a(1− ba)#(1− ba)bab− a(1− ba)πb

= 1 + a(1− ba)b+ a(1− ba)#b− a(1− ba)#(1− ba)2b− a(1− ba)πb

= X2

dir.

Teorem 6.1 kullanılarak, 1− ac Drazin tersinir olduğunda 1− bd nin Drazin tersinir

olduğu doğrulanır. Bu bölüm boyunca bir toplamın alt sınırı üst sınırından büyükse,

o zaman toplam her zaman sıfır olarak tanımlanır. Örneğin,

−1∑
k=0

∗ = 0

ifadesi geçerli olup aşağıdaki teorem 1− ac ∈ U(R) (k=0 için) ve 1− ac ∈ R#

(k=1 için) durumlarını kapsar.

Teorem 6.3 R bir halka ve a, b, c, d ∈ R elemanları acd = dbd ve bdb = bac koşullarını

sağlasın. Eğer 1− ac ∈ Rd ise, o zaman 1− bd ∈ Rd ve

(1− bd)d = 1 + b[(1− ac)d − (1− ac)πr]d

olur. Burada

r =
k−1∑
j=0

(1− ac)j

ve ind(1− ac) = k dır (Mosic 2017).

İspat. k ≥ 2 için s =
∑k−1

j=0(1− db)j olsun. O zaman

1− rac = (1− ac)k ∈ R# olduğundan

racsd = racd
∑k−1

j=0(1 − bd)j = rdbd
∑k−1

j=0(1 − bd)j =
∑k−1

j=0 d(1 − bd)jbsd = sdbsd
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dir ve

brac =
k−1∑
j=0

(1− bd)jbac =
k−1∑
j=0

(1− bd)jbdb = bsdb

Teorem 6.1 gereği 1− bsd ∈ R# ve
(1− bsd)# = 1 + b[(1− rac)# − (1− rac)π]sd

= 1 + b[((1− ac)d)k − (1− ac)π]sd

dir.

1− bsd = (1− bd)k olmasından ve Lemma 2.3 gereğince, 1− bd ∈ Rd ve

s′ =
∑k−2

j=0(1− db)j için,

(1− bd)d = [(1− bd)k]#(1− bd)k−1

= (1− bd)k−1 + b[((1− ac)d)k − (1− ac)π](1− ac)k−1sd

= 1− bs′d+ b(1− ac)d(1 + (1− ac)s′)d− b(1− ac)π(1− ac)k−1d

= 1− b[(1− ac)d − (1− ac)πs′ − (1− ac)π(1− ac)k−1]d

= 1− b[(1− ac)d − (1− ac)πs]d

= 1− b[(1− ac)d − (1− ac)πr]d

elde edilir.

Teorem 6.3 te c = b ve d = a alınırsa, aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.4 R bir halka ve a, b ∈ R için, eğer 1 − ab ∈ Rd ise, o zaman 1 − ba ∈ Rd

olur ve

(1− ba)d = 1 + b
[
(1− ab)d − (1− ab)πr1

]
a

dır. Burada r1 =
∑k−1

j=0(1 − ab)j ve ind(1 − ab) = k dır (Gonzalez, Araujo ve Patricio

2010).

Teorem 6.4 R bir halka ve a, b, c, d ∈ R olmak üzere acd = dbd ve dba = aca koşulları

sağlansın. Eğer 1− bd ∈ Rd ise, o zaman 1− ac ∈ Rd dir ve

(1− ac)d = (1 + sac)(1− ac)k−1 + s2d(1− bd)dbac− 2d(1− bd)π(1− bd)k−1bac

dir. Burada s =
∑k−1

j=0(1− db)j ve ind(1− bd) = k ≥ 1 dir (Mosic 2017).

İspat. İspatı Teorem 6.3 ün ispatına benzerdir.

Teorem 6.4 te d = a alınırsa, o zaman (1− ac)d, (1− ba)d cinsinden ifade edilir.
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Sonuç 6.5 R bir halka olmak üzere a, b, c ∈ R elemanları için, aba = aca koşulu

sağlansın. Eğer 1− ba ∈ Rd ise, o zaman 1− ac ∈ Rd dır ve

(1− ac)d = (1 + r1ac)(1− ac)k−1 + r21a(1− ba)dbac− 2d(1− ba)π(1− ba)k−1bac

dir. Burada r1 =
∑k−1

j=0(1− ab)j ve ind(1− ba) = k ≥ 1 dır (Mosic 2017).

Aşağıdaki teoremde acd = dbd ve bdb = bac koşulları altında, halka içinde 1−ac nin

genelleştirilmiş Drazin tersinirliğinin 1− bd nin genelleştirilmiş Drazin tersinirliğini

gerektirdiği kanıtlanır.

Teorem 6.5 R bir halka olmak üzere a, b, c, d ∈ R elemanları için acd = dbd ve

bdb = bac koşulları sağlansın. Eğer 1− ac ∈ RD ise, o zaman 1− bd ∈ RD dir ve

(1− bd)D = 1 + b
[
(1− ac)D − (1− ac)π(1− (1− ac)π(1− ac))−1

]
d (6.2)

dir (Mosic 2017).

İspat.

y = 1+b
[
(1− ac)D − (1− ac)π(1− (1− ac)π(1− ac))−1

]
d, α = 1−ac ve β = 1−bd

olsun.

Teorem 3.11 ye göre, 1− απα ∈ U(R) ve

y(1− bd) = 1− bd+ b[αD − απ(1− απα)−1]αd

= 1− bαπd− bαπ(1− απα)−1αd

= 1− bαπ[1 + (1− απα)−1ααπ]d

= 1− bαπ(1− απα)−1d

dir. α(db) = (db)α olduğu için (db)αD = αD(db), (db)απ = απ(db) ve

(db)(1− απα)−1 = (1− απα)−1(db) dir. Dolayısıyla,

y(1− bd)y = y − bαπ(1− απα)−1d+ bdbαπ(1− απα)−2d

= y − bαπ(1− απα)−2(1− απα− ac)d

= y − bαπ(1− απα)−2(απα− απα)d

= y

dir. Şimdi (1−bd)−(1−bd)y(1−bd) = bααπ(1−απα)−1d ∈ Rqnil olduğunu göstermek
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için z ∈ R ve

bααπ(1− απα)−1dz = zbααπ(1− απα)−1d olsun. O zaman

dbααπ(1− απα)−1dzb = dzbααπ(1− απα)−1db

elde edilir ve (db)α = α(db) olduğu göz önüne alındığında

ααπ(1− απα)−1acdzb = dzbacααπ(1− απα)−1

sonucuna varılır. Buradan ve

acαπ = απ(1− απα)

olduğu bilgisinden,

ααπdzb = dzbααπ

ifadesi elde edilir. Burada ααπ ∈ Rqnil olduğu ve ααπ(1 − απα)−1dzb = (1 −

απα)−1dzbααπ olduğu göz önüne alındığında,

1 + (1− απα)−1dzbααπ ∈ U(R)

elde edilir. Jacobson lemması kullanılarak,

1 + bααπ(1− απα)−1dz ∈ U(R)

elde edilir ki bu da

bααπ(1− απα)−1d ∈ Rqnil

olduğunu gösterir. y ∈ comm2(1−bd) olduğunu göstermek için, z ∈ R ve z(1−bd) =

(1 − bd)z olsun. Bu durumda, zbd = bdz ve dzbα = dzβb = dβzb = αdzb dir.

dzbα = αdzb olduğu için, dzbαD = αDdzb, dzbαπ = απdzb ve dzb(1 − απα)−1 =

(1− απα)−1dzb dir. Ayrıca
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zbαπd = zbαπ(1− απα)(1− απα)−1d

= zbacαπ(1− απα)−1d

= zbdbαπ(1− απα)−1d

= bdzbαπ(1− απα)−1d

= bαπ(1− απα)−1dzbd

= bαπ(1− απα)−1dbdz

= bacαπ(1− απα)−1dz

= bαπ(1− απα)(1− απα)−1dz

= bαπdz

olduğundan

zbααDd = bααDdz

olur. Dolayısıyla,

zbαDd− zbdbαDd = bαDdz − bαDdbdz

dir ve

zbdbαDd = bdzbαDd = bαDdzbd = bαDdbdz

olduğu için,

zbαDd = bαDdz (6.3)

dır. Ayrıca
bαπ(1− απα)−1dzbαπ(1− απα)−1d = bdzbαπ(1− απα)−1απ(1− απα)−1d

= zbacαπ(1− απα)−2d

= zbαπ(1− απα)(1− απα)−2d

= zbαπ(1− απα)−1d
ve
bαπ(1− απα)−1dzbαπ(1− απα)−1d = b(1− απα)−2απdzbd

= b(1− απα)−2απacdz

= b(1− απα)−1απdz

eşitlikleri

zbαπ(1− απα)−1d = b(1− απα)−1απdz (6.4)
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olmasını gerektirir. (6.3) ve (6.4) kullanılarak, zy = yz sonucuna varılır. Dolayısıyla,

y ∈ comm2(1−bd) ve genelleştirilmiş Drazin tersinin tanımından dolayı 1−bd ∈ RD

ve (1− bd)D = y dir.

Eğer üstteki teoremde c = b ve d = a alınırsa, o zaman aşağıdaki sonuç elde edilir.

Sonuç 6.6 R bir halka ve a, b ∈ R olsun. Eğer 1−ab ∈ RD ise, o zaman 1− ba ∈ RD

ve

(1− ba)D = 1 + b
[
(1− ab)D − (1− ab)π(1− (1− ab)π(1− ab))−1

]
a

dır (Mosic 2017).
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7. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çalışmada Drazin tersinir, kuvvetli π-düzenli, pseudo-tersinir ve polar eleman

tanımlarının denk oldukları gösterilmiş ve bazı özellikleri incelenmiştir. Genelleşti-

rilmiş Drazin tersinir ve yarı kutuplu eleman tanımlarının denk oldukları ispatlan-

mıştır. Cline’ın formülüne, Jacobson lemmasına ve genişlemelerine yer verilmiş ve

Drazin tersinir, genelleştirilmiş Drazin tersinir ve grup tersinir elemanların Jacob-

son lemması ve Cline formülünü sağladıkları ispatlanmıştır. Jacobson ikilisi tanımı

verilmiş ve Jacobson ikililerinin özellikleri incelenmiştir.
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