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kullanilarak elektronik bant yapisi elde edilmistir. Fermi diizeyine yakin enerji bantlari,
Dirac noktalarinda, diisiik enerjilerde spektrum i¢in Dirac — Weyl denklemine yol agan
dogrusal forma sahiptir. Daha sonra siipersimetrik kuantum mekanigi yontemleri
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1. GIRIS

Grafen Onemli elektronik ve optik Ozelliklerinden dolay1 fizikte ¢ok fazla dikkat
¢ekmistir ve hala ¢ekmektedir (Neto vd. 2009). Grafende diisiik enerji dinamikleri,

kiitlesiz, spini % ve Fermi hizina sahip Dirac elektronlarmin (2+1)-boyutlu Dirac —

Weyl denklemi ile betimlenir. Dis manyetik ve elektrik alan etkisinde bu denklemin
analitik ¢ozlimleri ve onun sonuglarinin yorumlanmasi, son yillarda grafen ve karbonun
diger allotroplar1 igin dikkat ¢ekmistir. Ornegin, yapay atom olarak bilinen grafen
kuantum noktalar, grafen nanoseritler, nanotiip, nanoteller ve nanoribbonlarin elektronik
ozelliklerini ¢ok 1yi anlamak onemlidir. Grafendeki Dirac elektronlarini hapisleme
(tuzaklama) mekanizmasini anlamak iizerine sadece teorik degil deneysel calismalar da
vardir. Grafende elektrostatik potansiyel kullanilarak Dirac elektronlarinin tuzaklanmasi
Klein tiinellemesi nedeniyle zor iken, manyetik alan ile bu daha kolaydir (Beenakker
2008, Katsnelson vd. 2006). Ancak, uygulamada elektrostatik potansiyel kullanmak
daha avantajlidir. Bu da son yillarda elektrostatik potansiyel ile tuzaklama {izerine

yapilan ¢alismalarin artmasina neden olmustur.

Bu ¢alismanin amaci, grafende dis manyetik ve elektrik alanlarin varliginda Dirac —
Weyl denkleminin ¢oziimlerini elde etmek igin analitik metotlar aragtirmaktir. Bu
caligmada, saf manyetik alan, saf elektrik alan ya da her ikisinin birlikte var oldugu
durumlarda, y yonii boyunca oteleme simetrisine sahip sistemler ele alinmistir. Saf
elektrik alan durumunun bazi 6zellikleri, 6rnegin; k momentumunun rolii ve kompleks

stipersimetrik es potansiyeller, bir 6rnek ile gosterilmistir.

Stipersimetrik kuantum mekanigi, bazi 1-boyutlu problemlerin tam ¢6ziimlerini analiz
etmek ve analitik olarak ¢6ziimleri bulmak igin kullanilan ¢ok kullanish bir aragtir
(Infeld ve Hull 1951, Matveev ve Salle 1991, Junker 1996, Cooper vd. 2001). Bu metot
2-boyutlu Dirac — Weyl denklemine de uygulanabilir (Kuru vd. 2009, Pozdeeva ve
Halberg 2010, Contreras-Astorga vd. 2012). Bu tez c¢alismasinda, bu metot ile

¢oziilebilen manyetik veya elektrik alanlari igeren durumlar ele alinmistir (Ates vd.



2022). Bu tip alanlarin teorik olarak analiz edilmesi, pratikte karsilasilan bazi zorluklar

daha rahat anlamaya katk1 saglayacaktir.

Bu ¢alismanin ikinci boliimiinde grafen tanitilmis ve grafenin enerji bant yapisi siki bag
yaklasimi ile elde edilmistir. Uciincii bolimde siipersimetrik kuantum mekanigi
yontemleri gozden gecirilmis ve dordiincii boliimde bu yontemler yardimiyla Dirac —
Weyl denklemi, problemin bazi simetrileri de géz oniinde bulundurularak analitik
olarak ¢oziilmeye ¢alisilmistir. Saf manyetik alan durumunda analitik ¢oziimler (Kuru
vd. 2009, Ates vd. 2022) elde edilmistir. Analitik ¢6ziimiin tam olarak elde edilemedigi
saf elektik alan durumunda niimerik yontemler ile ¢oziimler elde edilip sonuglar
grafiklerle agiklanmaya c¢alisilmistir. Ayrica hem elektrik hem de manyetik alanin
bulundugu durumda da ¢éziimler bulunmustur (Ates vd. 2022). Son boliim sonug ve

tartisma ile tez tamamlanmustir.



2. GRAFEN

Karbonun 2-boyutlu allotropu olan grafenin elektronik bant yapisini anlamak énemlidir.
Grafenin ozelliklerinin iyi bilinmesi, nanoteknoloji agisindan ¢ok 6nemli olan karbon
nanotiiplerin bant yapisinin kékenini, karbonun diger allotroplarinin ve grafen benzeri
diger 2-boyutlu malzemelerin elektronik 6zelliklerini anlamamiz1 saglar. Ayrica, grafen
tabanli elektronik cihazlarin gelistirilmesine de olumlu katki saglar. Bu bdliimde

grafenin kristal 6rgiisii ve enerji bant yapisi incelenecektir.

Karbon, bir¢ok molekiiler yapinin ve kristal katilarin tiretiminde kullanilan bir 44 grubu
elementidir. 4 tane degerlik elektronuna sahiptir ve bunlar birbirleriyle etkileserek
karbonun ¢esitli allotroplarin1 olustururlar. Bu degerlik elektronlar1 2s ve 2p
yorilingelerinde (orbitallerinde) bulunur. Karbon atomlar1 bir kristal olusturmak igin bir
araya geldiklerinde, 2s yoriingesinde bulunan elektronlardan biri komsu atom
¢ekirdeginden enerji kazanarak 2p, yoriingesine geger (Wong ve Akinwande 2011).
Atomik yoriingelerin etkilesmesi ya da karistirilmasi, kimyada hibritlesme (melezlesme)

olarak adlandirilir.

ial (b) (c p
T 2
MUITT  UTTTT =h¥gew
s 2 2, %, 15 it s s Q)

(a) Karbon elementinin elektron dizilimi (b)) 2. katmandald s ve p orbitallerinin
kovalent bag olarak sp2 hibritlesmesi (c) Grafenin 3 Boyutta orbitalleri

Sekil 2.1 Karbon elementinin elektron dizilimi (Wong ve Akinwande 2011)

Grafenin diizlemsel bal petegi (altigen) yapist (bakiniz sekil 2.2) Andre Geim ve

Konstantin Novoselov tarafindan 2004 yilinda sentezlenmistir (Novoselov 2004).



Sekil 2.3 Grafenin 3 farkli boyuttaki (sirasiyla 0, 1, 3-boyuttaki) sekilleri (Wong ve
Akinwande 2011)

Sekil 2.3°de de gorildiigii gibi, 2-boyutlu grafen bir kiire seklinde katlandiginda
fulleren (buckyballs) (0-boyutlu), bir silindir gibi katlandiginda nanotiip (1-boyutlu),
birka¢ grafen iist iiste koyuldugunda grafit (3-boyutlu) ve dahasi grafen kiiciik seritler

halinde kesildiginde nanoseritler (nanoribbon) olusur.

Grafende, 2s yoriingeleri, 2p, Ve 2p, yoriingeleri ile etkileserek, sekil 2.1’deki gibi 3

tane sp? hibrit (melez) yoriinge olusturur. Bu etkilesmelerden dolay: olusan baglara o

4



bagi denir. Bu bag, kovalent bagin en giiclii tipidir. o baglari, karbon atomlarini
baglayan diizlem boyunca yerellesmis elektronlara sahiptir ve bu baglar karbon nanotiip
ve grafenin mekaniksel 6zelliklerinden ve dayanikliligindan sorumludur. 2p, elektronu
7 bag1 olarak adlandirilan kovalent bag olusturur dyle ki orada elektron bulutu karbon
atomlarinin bulundugu diizleme dik dagilmistir. 2p, elektronlari, ¢cekirdege zayif bag ile
baglidir ve bu yilizden nispeten sinirlandirilmamiglardir. Bu zayif bagh (yerellesmemis)

elektronlar karbon nanotiip ve grafenin elektronik 6zelliklerinden sorumludur.

2.1 Diiz Orgii

Sekil 2.4°de gosterildigi gibi, grafen iki farkli alt 6rgiiden olusan altigen 6rgili yapisina
sahiptir. Iki nokta arasindaki ¢izgi, iki karbon atomu arasindaki o bagmi temsil eder ve
uzunlugu yaklasik olarak ac_c ~ 1.42 A (1A = 1071% m) ile verilir. Grafenin herbir
birim Orgli hiicresinde A ve B olarak adlandirilan iki karbon atomu bulunur. Bravais
orgiisii, bir altigen rgiidiir ve ilkel birim hiicresi, bir kenar uzunlugu a = v3ac_; =
2.46 A olan bir paralelkenar olarak diisiiniilebilir (Wong ve Akinwande 2011). Baz

vektorleri,

a; = <§a+g> a, = <§a—%> 2.1.1)

ile verilir. Burada, |a;| = |ay| = a’dir. Ilkel hiicre kristali temsil eden en kiiciik

birimdir ve tiim kristal uzay1 bu ilkel hiicrenin 6telemeleri ile elde edilir.

Her karbon atomu, en yakin 3 komsu atomuna baghdir ve karsi gelen vektorler

asagidaki gibidir:
Ry = (=.0)
1— \/§'

R + Ry =(-==-3)

2=~ az 1=\~ 575

2v/3" 2 (2.1.2)

R + Ry =(-==3)

= —a =|-—,=

3 1 1 3 2

IR1| = |R;| = |R3| = ac_¢



Sekil 2.4 Grafenin altigen 6rgii yapist (Wong ve Akinwande 2011)

2.2 Ters Orgii

Grafenin ters orgiisii sekil 2.5’de gosterildigi gibi, sekil 2.4°de gosterilen altigen bir
orgiiniin 90° déndiiriilmiis halidir. Diiz 6rgii vektorleri ile ters 6rgii vektorleri asagidaki

baginitiy1 saglarlar:
Bu baginti, asagidaki sekilde de ifade edilebilir (Wong ve Akinwande 2011):

_ Ry (az)
det(aq,ay)

Rgo(—ay)

det(aq,ay)

1
(2.2.2)

b2:27T

Burada, Ry, islemcisi diizlemde saat yoniinde 90° dénmeye karsilik gelen islemcidir ve
genel olarak herhangi bir 6 agis1 i¢in iki boyutta

cosO sine)
—sin® cosO

Re = (
seklinde tanimlanir. Denklem (2.2.1) ya da (2.2.2) kullanilarak ters orgli vektorleri
asagidaki gibi bulunur:

b _(27‘[ 277) b _(271' 27T> (2.2.3)
1 — \/§aﬁ a ) 2 — \/§a’ a L
Burada, |by| = |b,| = 41nt/+3a’dur.



lbyl _ 4
V3 3a
gri renkli altigendir. Brillouin bolgesindeki yiiksek simetrili noktalar, T',M,K ve K’

Brillouin bolgesi, sekil 2.5’de gosterildigi gibi bir kenar uzunlugu bg, = olan,

olarak adlandirilir. Bu bolge i¢in,

2T 27'[)
\/§a’ 3a
T

ITM| = %, ITK| = :—a ve |MK| = ;—Z olarak verilir. Brillouin bdlgesinin esdeger

I‘Mz( I'Kz(

)
V3a' /' (2.2.4)

olmayan noktalar1 (koseleri) K ve K’ ile, hiicre merkezi T ile, K ve K’ noktalarina ait
kenarin orta noktasini ise M ile gosterilir. Brillouin bolgesinin diger dort kosesi, K ve K’
noktalarina ters orgii baz vektorleri tarafindan iiretilen 6telemeler ile elde edilirler. K ve
K' noktalarinin esdeger olmamasinin nedeni, grafenin altigen 6rgli yapisinmn, iki alt
Bravais orgiisiine sahip olmasidir. Bu noktalar, grafenin elektronik 6zellikleri ag¢isindan

onemli noktalardir.

Ters uzay bazen k-uzayi olarak adlandirilir. k vektorii, Brillouin bolgesi i¢inde herhangi

bir noktadaki dalga vektoriidiir.

i ﬂ[\ '
T—. X ~— ~

Sekil 2.5 Grafenin ters drgiisii. i1k Brillouin bélgesi, yiiksek simetri noktalar1 olan ', M,
K've K ile gri renkte gosterildi (Wong ve Akinwande 2011)

2.3 Elektronik Bant Yapisi

Grafenin enerji bant yapist sekil 2.6’da gosterildigi gibidir. Bu bant yapist numerik
olarak hesaplanmistir ve karbonun degerlik elektronlarim1 olusturan @ ve o

elektronlardan kaynaklanan bir ¢ok enerji dalin1 gosterir. Burada, amag grafenin enerji



bant yapisi i¢in analitik bir ifade bulmaktir. H, Hamilton islemcisi i¢in zamandan

bagimsiz Schrodinger denklemi,
HY(k,r) = E¥(k, 1) (2.3.1)

ile verilir. Burada, W(k,r) dalga fonksiyonunu ve E enerji 6zdegerini gosterir.
Periyodik bir kati i¢indeki bagimsiz elektronlar i¢in Hamilton islemcisi asagidaki

gibidir:

N

hZ

H=— 0+ Z U(r—R)) 2.32)
=

Burada ilk terim kinetik enerji islemcisi, digeri ise potansiyel enerji islemcisidir.
Potansiyel enerjideki R; terimi i’nci Bravais 6rgii vektorii ve N ise ilkel birim hiicre
sayisidir. U(r — R;), i’nci ilkel birim hiicreden gelen potansiyel enerji periyodik

Coulomb potansiyelidir (1/r ile orantilidir).
Kristal bir kati1 i¢indeki dalga fonksiyonlar1 Bloch teorimini saglarlar (Wong ve
Akinwande 2011) ve asagidaki 6zellige sahiptirler:

Y(r+ R) = e*Ry(7) (2.3.3)

Burada, R Bravais oOrgii vektoriidiir. Ek olarak periyodik sinir kosullar1 dalga

fonksiyonlarina, dalga vektoriiniin izinli degerlerini belirlemek i¢in uygulanir.
Sinir kosulu;
Y(r) =P(r+S8) =e*SW(r) = e*S=1 (2.3.4)

ile verilir. Burada, S boyut vektoriidiir ve kristal 6rgiiniin uzaysal boyutlarini verir.

Dalga Vektorii
Sekil 2.6 Grafenin bant yapis1 (Wong ve Akinwande 2011)
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Genel olarak, dalga fonksiyonu ve bant yapisini elde etmek i¢in iki tane teknik vardir.
I1ki neredeyse serbest elektron modelidir. En distaki degerlik elektronlarinin, ¢ekirdegin
uyguladig1 zayif Coulomb kuvveti disinda, serbest oldugu diisiiniiliir. Sonug olarak,
tamamen periyodik potansiyel, zayif bir pertiirbe potansiyel ile yer degistirir ve
Schrodinger denklemi standart pertiirbasyon teknikleri ile ¢oziiliir. Bu model ile elde

edilen enerji bant yapisi paraboliktir.

Diger bir teknik ise siki bag yaklasimidir. Dogal olarak, en distaki elektronlarin kendi
atom cekirdeklerine biiyiik dlclide sinirlandirildig: varsayilir ve atom ydériingeleri kesikli
enerji diizeyleri ile tanimlanir. Yalitilmis olmayan atomlar diizenli kati iginde
olduklarindan, N birim hiicreli kat1 igindeki komsu atomlarin 6zdes elektronlarinin
yoriingeleri Uist iiste biner ve yari-siirekli enerji bandina genisler. Dalga fonksiyonlarinin
list tiste binmesi genel olarak, bir katidaki elektronlar1 tanimlamak i¢in uygun olmasa
da, cok ¢ok kiiciik 6zel iist iiste binme durumlarinda yaklasik bir analitik bant yapisi

elde etmek i¢in sik1 bag yaklagimi kullanilabilir.

Bant yapisini analitik olarak elde etmek i¢in bu iki model arasindan se¢im yapmak
gerekir. Eger grafende enerji dagilimi parabolik benzeri olsaydi, nerdeyse serbest
elektron modelini segmek uygun olurdu. Fakat, grafende Fermi enerjisi cevresinde

enerji dagilimi ¢izgisel oldugundan siki bag yaklasimi modelini segmek uygundur.

2.4 Siki Bag Enerji Dagilimi

Siki bag modelindeki ilk zorluk, atomun karakterini bozmadan Bloch teoremini
saglayan uygun bir dalga fonksiyonunu olusturmaktir. Daha sonra, bu dalga
fonksiyonundan enerji bant yapis1 elde edilir. Genel bir siki bag i¢in dalga fonksiyonu
oOnerisi, Bloch tarafindan 1928’de atomun ydriingelerinin ¢izgisel bir kombinasyonu
olarak yapilmistir. Grafenin birim hiicresinde iki atom vardir ve bu durum i¢in dalga

fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

Y(k,r) =CpPu(k, 1)+ CgPy(k, 1) (2.4.1)



A ve B indisleri, birim hiicredeki iki farkli atoma aittir. C4 ve Cp agirliklart ise genel
olarak k’nin bir fonksiyonu olup 7’den bagimsizdir. m bazli bir kristal toplam m tane
alt orgii terimi igerir. Boylece, Bloch fonksiyonlar1 atomun yoriingelerinin veya dalga

fonksiyonlarmin bir ¢izgisel kombinasyonu olarak ifade edilir:

1 v
®, (k1) = ‘/_NZ e p(r — Ry)) (2.4.2)
Dy(k, 1) = ‘/LNZ "% p(r - Ry) (2.4.3)

Burada, N orgilideki birim hiicrelerin sayisidir. R4 ve Ry ise grafendeki tim A ve B
atomlarmin yerlerini gosteren Bravais oOrgli vektorleridir. R; merkez noktasindan
uzaklasan mesafelerde ¢ ortonormal fonksiyonlari (Wannier fonksiyonu olarak

bilinirler) ¢cok hizli bir sekilde sifira gider (Marzari vd. 1997). Burada toplam, tiim 6rgi

vektorleri lizerindendir. Bloch fonksiyonlarinin normalizasyon sabitidir. Bloch

=
\/N’

fonksiyonlar1 Bloch teoremini saglamalidir:

1 N
CDA(T + RAl) = \/_Nz e
J

ik-R .
CI)A(T' + RA[) = e—AlZIyelk'(RAj_RAl)(p(r _ (RAj _ RA[))

ik'Ry .
g (r+ Ry, — Ry)

(2.4.4)

Iki Bravais 6rgii vektorii arasindaki fark, baska Bravais 6rgii vektoriidiir:

ik-Ry, N

JN > ekRang(r = Ry,) = e*Fud, ) (245)

Bloch fonksiyonu periyodik smir kosullarini saglamalidir. Ters orgii vektorii k’y1

e
q)A(r + RAl) =

bilesenleri cinsinden, k = kX + k,J olarak ve grafen Bravais orgiisiiniin biiytikliik

vektoriinii de, § = aN,% + aN,y olarak alalim. Burada, N, = v/N’dir. Periyodik sinir

kosullarini uygulanirsa;

e'®S = cos[ak,N, + aky,N,| + isin[ak,N, + ak,N,| = 1 (2.4.6)

(2.4.6) esitliginin sadece,
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2mp 2mp
fer = aN,’ ey = aN,’

p=0,1,2..,N,—1 (2.4.7)

oldugunda saglandig1 goriiliir. Enerji dagilimi i¢in ¢oziimlere yol acan izinli dalga
vektorlerinin kiimesi, ilk Brillouin bélgesi ile simirlidir. Brillouin bdlgesindeki k

durumlarinin maksimum sayis1, N2 = N’dir.

Simdi, grafenin enerji bant yapist elde edilebilir. Denklem (2.4.1) Schrodinger

denkleminde yerine yazilirsa,
C,HD, (k1) + CgHDg(k, 1) = E(K)Cy P, (k1) + E(K)CaPp(k, 1) (2.4.8)

ve elde edilen bu denklem ayri ayr1 ®, ve ®z’nin kompleks eslenigi ile carpilirsa
asagidaki denklemler bulunur:

CuDiHD, + CaPiHOy = EC,5D, + ECy PP

(2.4.9)
Co,PgHD, + CgPpHP = ECy PPy + EC D5
Orgiiniin bulundugu tiim uzay boyunca bu iki denklemin integrali alinirsa,
CAJ D, HD, dr + CBj O HDy dr
Q Q
= ECA j CDZCDA dT + ECB f CDZCDB dr
“ ¢ (2.4.10)

cAf PLHD, dr+ch dLHD, dr
Q Q

=ECAfCD§(DAdT+ECBf(D§(DBdT
Q Q

denklemleri elde edilir. Burada, fonksiyonlarin k ve r bagimliligi kolaylik olsun diye

yazilmadi. Denklemleri daha sade yazmak i¢in asagidaki sekilde sembolik bir doniisiim

yapilir:
H;; = f Q;HD;d7, S = f D} D;dF (2.4.11)
Q Q
H;;, matris Hamiltoniyeninin elemanlar1 veya transfer integralidir ve enerji

birimindedir. S;; ise Bloch fonksiyonlar1 arasinda iist {iste binme matris elemanlarini
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verir ve birimsizdir. Birim hiicredeki iki atom 6zdes oldugundan, tiim A atomlari
arasindaki {ist iiste binme, tim B atomlar1 arasindaki st iiste binme ile ayni olur:
Sia = Sgg Ve Hyy = Hpp. Boylece, matris elemanlar1 sadelesebilir. Bunlar fiziksel
gozlenebilir oldugundan Hermitseldir ve bu durumda H,z = Hp, Ve Sjg = Sg,4 Olur.

Boylece, Denklem (2.4.10), asagidaki gibi yeniden yazilir:

CA(HAA - ESAA) = Cp (ESAB - HAB) (2-4-12)

Ca(Hap — ESpp) = Cp(ESpa — Hypa) (2.4.13)
Denklem (2.4.13)’den Cg ¢ekilip, denklem (2.4.12)’de yerine yazildiginda kuadratik bir
denklem bulunur. Bu denklem enerji i¢in ¢oziildiigiinde ise, enerji ifadesi elde edilir:
E(k)*

__Eo(0) + VE, ()2 — 45 ()2 ~ 1S4 WP Haa(0)? — [Has(R)D)  (2419)
2(Spa(k)? — |Sap(K)|?)

Eo(k) = —(HjpSap + SapHap — 2Hp4Sp4) (2.4.15)

Denklem (2.4.14) ile verilen pozitif ve negatif enerjiler, sirasiyla iletkenlik (") ve
degerlik () bandi olarak adlandirilir. Simdi, (2.4.14) ile verilen enerji ifadelerinde siki
bag yaklasimi varsayimlart kullanilabilir. Burada amag, Ozellikle Fermi enerjisi
cevresinde sekil 2.6’daki bant yapisina benzeyen analitik bir ¢oziim bulmaktir. Bu

varsayimlar ve ilgili matematiksel sonuglar:

1. En yakin komsu siki bag yaklasim modeli: Herhangi bir ilkel hiicredeki
elektronun dalga fonksiyonu sadece en yakin komsularinin dalga fonksiyonlar: ile iist
tiste biner. Sekil 2.4’ten gortildiigi gibi, bir grafen orgiisiindeki A atomuna en yakin ti¢
tane 6zdes B atomu vardir. En yakin komsu sik1 bag yaklasimi, bir A atomunun p, dalga
fonksiyonu ile {i¢ en yakin komsu atomunun p, dalga fonksiyonlarinin {ist {iste
gelmesini sart kosar. Bu durumda, A atomu uzak atomlarla iist iiste gelmez. Boylece,

matematiksel olarak, denklem (2.4.14) oldukga basitlesir:

N N

1 Cere

Hyq(K) = f d)de)Adr:NZZe thRaj ikRay (2.4.16)
Q it



X f ¢*(r — Ry )HP(r — Ry )dr
Q

N N
1 e(Rr
Haa = Nz Z o (R R“f)EzpcSﬂ = By, (2.4.17)
7 1

8j;, kronecker delta fonksiyonudur. E,, sabiti, yalitilmis karbondaki 2p orbitallerinin
enerjisine ¢ok yakindir, ancak Orgiliniin Hamiltoniyeni, tek yalitilmis atomun Coulomb
potansiyelinin aksine, periyodik bir potansiyele sahip oldugundan kesinlikle esit

degildir. Benzer olarak, iist liste gelme matrisi agagidaki hale gelir:

N N
1 . _
Saa(k) = f GDZQDAdr:NZZe ikRaj ,ikRa
JA

“ (2.4.18)

x | 97 = Re o0 - Ry ar
Q

N N
Z Z oM (FaFa) 5 = 4 (2.4.19)
J

Burada, Wannier fonksiyonunun normalize oldugu gz 6niinde bulundurulmustur:

J ¢° (r—R)$(r—R))dr =1

Saa =

=]~

2. Elektron - desik simetrisi: Sekil 2.6’ya bakildiginda Fermi enerjisi ¢evresinde K
noktasinda r ve " bantlar1 benzer yapiya sahiptir. En azindan enerjileri E’ye yakindir.
Bu smirli alan iginde elektronlarin enerjileri yaklasik olarak birbirlerinin ayna
goriintiistidiir. w* bandinda elektronlar, m bandinda ise desikler hareketli yiiklerdir ve bu
yaklasim elektron-desik simetrisi olarak adlandirilir. Sekil 2.6’dan goriildiigii gibi bu
simetri Fermi enerjisine ¢ok yakin enerjilerde gegerlidir. Bu yaklasim ¢ok kullanislidir.
Ciinkii pratik cihazlardaki elektron dinamiginin ¢ogu Fermi enerjisine yakin nispeten
kiiciik mesafelerde meydana gelir. Matematiksel olarak bu simetri S,z(k) = 0’1

gerektirir. Bu agik bir sekilde goriinmez, ancak denklem (2.4.14)’lin bu simetriye sahip

tek kisminin arti/eksi kare koklerinin olmasindan goriiliir, yani —/f (k), +/f(k)’nin

ayna goriintiisiidiir:
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E(k)* = Eyp £/ Hap (K)H; 5 (k) (2.4.20)
Elektron-desik simetrisi Fermi enerjisi ¢evresinde, herhangi bir kayip olmadan denklem
(2.4.14)’1 basitlestirmede oldukga etkilidir. Burada enerji keyfi referans potansiyelinde
tanmimlanarak, E,, = 0 olarak alnabilir. Bu referans potansiyel grafen igin Fermi
enerjisidir (k’dan bagimsiz bir parametre) ve bu enerji alisildigi gibi 0 eV olarak
ayarlanabilir. k’dan bagimsiz tek parametre Ej,’dir. E,, = Ep = 0eV olarak

alindiginda,

E(K)* = +y/Hyp (k) H}5(K) (2.4.21)
elde edilir.

Bu duruma karsilik gelen etkin H matris Hamilton islemcisi

1=y o)

seklindedir ve Hyg (k) matris elemani agsagidaki gibi hesaplanir:

N N
1 . ~
HAB(k) = j q)ZH@Bdr:NZZQ lk(RAj RBl)
j o1

“ (2.4.22)

x [ 6" = R HO =~ Ry yar
Q

Her A atomu en yakin {i¢c komsu B atomu ile etkilesir. En yakin komsularin uzakliklari,
R, = RAj — RB]., R, = RA]. — RB].+1 ve R; = RA]. - RB]._1 olarak tanimlanir. Burada,
Jj, J+1, j—Tler en yakin ilkel hiicrelerdeki B atomlarinin indisleridir. Burada, en

yakin B atomlari, j hiicresindeki A atomu ile sinirhdir:

N 3
H,z(k =l ~tkeRm 2.4.23
15 (k) N e m (2.4.23)
j m=1

Burada E,,, en yakin komsu Wannier fonksiyonlarinin sonlu integral degeridir. E; =
E, = E3 alinir, ¢linkii integraller radyal olarak bagimlidir ve en yakin komsu mesafeleri
radyal olarak simetriktir. y pozitif degerli bir parametre olmak iizere, E,, = y olarak

almnabilir. y, siklikla en yakin komsularin iist liste gelme enerjisi, atlama ya da transfer
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enerjisi veya karbon-karbon etkilesim enerjisi olarak adlandirilabilir. Sonug¢ olarak,

Hamilton matris elemanlar1 {i¢ terimli bir toplam haline gelirler:

Hup(k) = y(e HR1 4 g=thkRy 4 p=ikR3) (2.4.24)
ve
Hpp(K)Hjp (k)
— yz(e—ik-Rl + e~ikRz 4 e—ik-R3)(eik-R1 + eikRz (2.4.25)
+ eik-R3)
Hpp(k)Hyp (k)

= y2[3 + ek R1RD) | o=ik(Ri-R2) 4 oik(R1-R3) (9 4 26)
4 o~k (Ri-R3)  oik-(Ry—R3) 4 e—ik-(Rz—R3)]
Hap(k)Hpp (k)
=y%{3+ 2cos[k- (R, — R))] (2.4.27)
+ 2cos[k- (R, — R3)] + 2cos[k- (R, — R;)]}
Burada, iistel ifadeleri sadelestirmek icin Euler formiili (e + e™™* = 2cos[x])

kullanilmistir. Boylece,
V3a a a
Hug(K)H; (k) = y? <1 + 4cos — k,.cos 2 ky + 4 cos® > ky> (2.4.28)

denklemi, denklem (2.4.21)’de yerine yazilirsa enerji ifadesi,

\/ga a a
E(k)* = i)/\/l + 4cosTkxcosEky + 4 cos? Eky (2.4.29)

olarak elde edilir. Bu formiil yaygin olarak karbon nanotlip yapisindan tiiretilen en
yakin komsu siki bag yaklasiminda kullanilir. y’nin kesin degerini analitik olarak
belirlemek zordur. y’nin degeri yaygin olarak 2.7 eV ile 3.3 eV arasindadir. y’nin
degeri grafende Fermi hizinin deneysel 6l¢iimiinden y = 3.1 eV olarak bulunmustur.
Degerlik band1 i¢indeki en yiiksek enerji band1 ve iletkenlik bandi i¢indeki en diisiik
enerji bandi durumlarin1 tanimlamak 6nemlidir. Bu durumlar, E = 0 eV enerjisine

karsilik gelen K noktasinda meydana gelirler.

Bu enerji 6zdegerlerine karsilik gelen 6z durumlar

(HEB H83> (gﬁ) =k (g;) (2.4.30)
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matris denkleminden kolaylikla bulunurlar. C,(k) =1 i¢in normalize (bire

boylandirilmis) 6zdurumlar,

1
i 3a
1 T (ol K a \l
D) = — | + e 2V37(e"2 "+ 2cos5ky) (2.4.31)

' V3a a a
\/1 +4cos——kycos 5 ky + 4 cos? >

ky

olarak bulunurlar.

Diisiik enerjilerde m bandi ig¢in en yakin komsu siki bag dagilimi, ab-initio (ilk
prensipler) ile elde edilen ile uyumludur (bakiniz sekil 2.7). Ab-initio hesaplamalari,
Pauli disarlama ilkesi ile Fermi istatistigine uyan elektronlar ve ¢ekirdekler arasinda
sadece Coulomb etkilesimleri g6zoniinde bulundurularak elektronik yoriingelerin
(orbitallerin) hesaplanmasidir (Wong ve Akinwande 2011). Yiiksek enerjilerde ise
elektron-desik simetrisi gevsetilerek, yani Sy5(k) # 0 almarak, iyi bir uyum saglanir.

Bu durumda enerji dagilimi asagidaki sekilde olur:

+y 1+4C05@kxcosgk + 4cos2 2k
2 27y 27y
E(k)* = (2.4.32)
1+ SO\/l + 4cos@kxcos%ky + 4 cos? %ky
10 7| T~ = abinitio
~ Soeemm Tl o= sika - bag
% 5 //‘ \4\
:% ok ‘m\_,:‘
E 5 w\ / .
M T K M
Dalga Vektorii

Sekil 2.7 Grafenin siki bag ve ab-initio dagilimlari. Burada, y = 2.7 eV ve s, =0
olarak alinmigtir (Wong ve Akinwande 2011). Burada, s, iist iiste binme
integrali olarak adlandirilir ve pozitif ve sifira yakin degerli bir parametredir.

2.5 Fermi Enerjisi

Kararli Fermi enerjisi, 0 K’de kat1 taban durumundayken en yiiksek diizeyde dolu olan
k durumunun enerjisidir. Eg, Brillouin bolgesindeki k durumlarinin Pauli disarlama

ilkesine gore kat1 icindeki tiim 7 elektronlariyla doldurulmasiyla belirlenir. Degerlik
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bandinda N tane k durumu vardir ve bunlar spin dejenereligiyle birlikte 2N tane
elektronla doldurulabilir. Her karbon atomu bir p, elektronu saglar ve boylece birim
hiicrede iki elektron olur. N tane birim hiicre oldugundan, degerlik bandin1 dolduracak
2N tane elektron vardir. En enerjik elektronlarin bulundugu en yiiksek dolu diizey K
noktasindadir ve karst gelen enerji Fermi enerjisidir (Er = 0). Elektronlarin Fermi

enerjisi ¢evresindeki ozellikleri genellikle elektronik cihazlarin 6zelliklerini belirler.

Sekil 2.8, en yakin komsu siki bag yaklasimi enerji bant yapisinin Brillouin bolgesi
boyunca ii¢ boyutlu dagilimini verir. Dagilimin iist bolgesi iletkenlik (™) bandi, alt
bolgesi ise degerlik (w) bandidir. Fermi enerjisinde bir bant aralifinin olmamasi
nedeniyle (degerlik ve iletkenlik bantlarmin Ex’de birbirine degdigi gercegiyle), grafen
normal bir metalin aksine, yari-metal ya da sifir bant aralikli yari-iletken olarak
diistiniilir (Wong ve Akinwande 2011). Metalde E tipik olarak iletkenlik bandindadir

ve yari-iletkende ise E sonlu bant aralig i¢indedir.

Sekil 2.8 Grafenin en yakin komsu siki bag bant yapisi. Altigen Brillouin bolge iist liste
biner ve K-noktalarinda enerji bantlar1 dokunur (Wong ve Akinwande 2011).

Elektrik veya manyetik alan uygulandiginda (denge olmadigi durumlarda) ya da

safsizlik atomu oldugunda (dis kosullar altinda), Fermi enerjisi kararli degeri olan
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0 eV’dan uzaklasir. Eg’nin kararli degerinden sapmasi genellikle alanin giliciini

belirlemede ya da safsizlik atomlarinin yogunlugunu belirlemede 6nemlidir.
2.6 Cizgisel Enerji Dagilim

Fermi enerjisinde grafen (Dirac) elektronlarmin davranislart yogun madde fiziginde
onemli bir alandir. Ciinkii kiitlesiz pargaciklar (sifir etkin kiitleli parcaciklar) igin enerji
cizgisel bir dagilima sahiptir. Grafende iletim ve degerlik bantlarinin dokundugu K
noktalar1 genellikle Dirac noktasi olarak adlandirilir. Bu K noktalarinda ve yakin
enerjilerde, yani K noktasi civarinda enerji, bir lineer denklem olarak basit bir sekilde
ifade edilebilir:

Eézgisel(k) = thvel|k| = thvp /k,% + ka, = thvgk (2.6.1)

Burada, h = 2rmh Planck sabitidir ve Fermi hizi, Fermi enerjisi cinsinden tanimlanir:

Vg = %Z—i. Sekil 2.9°da gosterildigi gibi, ¢izgisel dagilimin 3-boyutta grafigi Dirac

konisi olarak adlandirilir.

Sekil 2.9 Dirac konisi (Wong ve Akinwande 2011).

Denklem (2.6.1) ile uyumlu olarak, grafende Dirac noktasindaki kiitlesiz pargaciklarin

dinamigi Dirac — Weyl Hamilton islemcisi ile betimlenir (Greiner 2000):
H=vo'p (2.6.2)
o’lar Pauli spin matrisinin bilesenleri ve vy ise Fermi hizi ve ﬁ’dﬁr.
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3. SUPERSIMETRIK KUANTUM MEKANIGi YONTEMLERI

H Hamilton islemcisi ile betimlenen bir kuantum mekaniksel sistemde, Hilbert uzay1
(H) tizerine etki eden N tane Q; = Q;r ,1=1,2,3,...,N kendine eslenik islemci oldugu

varsayilsin. Tim i,j = 1,2, 3, ..., N i¢in,

{01,0;} = Hé,; (3.1)

bagmtis1 gegerliyse, {H,Qq,Q,, ..., Qy|H?} ile belirlenen kuantum mekaniksel sistem
sipersimetriktir denir. Q;;’ler stiper yiik islemcileridir. Bu igslemciler SUSY kuantum
mekaniginde fermiyonlar ile bozonlar arasinda bir doniisiim tretmezler, ancak bir
matris Hamilton iglemcisinin ayn1 6zdegerine karsilik gelen iki dik &zfonksiyonu

arasinda doniisiim tretirler. (3.1) ile verilen siipercebirden,

H=20} =203 =~ =203 == QF (3.2)
ve
[H,Q?] =0 (2.3)

elde edilir (Junker 1996). Siiperyiik islemcileri zamana agik¢a bagli olmadiklarindan
hareket sabitidirler:

aQ; d0;
= = Q]+

(3.1)’den H = 2Q?’ler elde edilir. Buradan da agik¢a goriildiigii gibi H nin 6zdegerleri

(2.4)

negatif olamaz, yani E; > 0 dir. E = 0 ise SUSY kuantum sistemi iyi SUSY’e , E > 0
ise kirilmis SUSY’e sahiptir. Iyi SUSY durumunda tiim taban durumlar: siiperyiikler

tarafindan yok edilir. SUSY kirilmis ise en az bir i, j ¢ifti icin Qil/)]@) # 0 dir. Burada,

j’ler Eq = 0 enerjisinin miimkiin dejenereligini etiketler (Junker 1996).

N = 2 i¢in siipersimetrik kuantum mekanigi,

{01,Q.}=0, H=20Q7=20;=0{+0; (3.5)

_1 0 A _—i _i 0 -4 36
Ql_ﬁ AJ{ 0/ Qz—ﬁ%@—ﬁ AJ{ 0 (3.6)
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_ Qy +1i0Q;

NG (3.7)

olarak verilir.

3.1 Carpanlara Ayirma Yontemi

Stipersimetrik kuantum mekanigi yontemlerinden biri olan ¢arpanlara ayirma ydntemi
Infeld ve Hull tarafindan 1951 yilinda kuantum mekaniginde bir boyutta ¢oziilebilen
problemleri siniflandirmak amaciyla ortaya atilmistir (Cooper vd. 2001, Infeld ve Hull
1951, Junker 1996). Carpanlara ayirma yontemi, ¢O0ziimii bilinen bir Hamilton
islemcisinden baglayarak ¢oziilebilen Hamilton islemci hiyerarsisi kurmaya yarayan bir

yontemdir (Cooper vd. 2001).

Tek pargacik i¢in, tek boyutta kuantum mekaniksel Hamilton islemcisi,

h
Hl = ——mT + Vl(X) (311)

olarak tamimlanir. Taban durumu enerjisini E; o =0 ve karsihk gelen dalga
fonksiyonunu ¥ o(x) ile gosterelim. Eger, H; Hamilton islemcisinin taban durumu
enerjisi sifir degilse sifir olacak sekilde bir say1 eklenir ya da ¢ikartilir. Taban durumu

icin Schrodinger denklemi agagidaki sekilde yazilir:

_ h_z d2¢1,o(x)

o dxz T V1Y) =0 (3.1.2)
Buradan,
— h? P1lo(x)
Vl(x) - %l/)llo(x) (313)

olarak elde edilir. Burada, io(x) = d?y,0(x)/dx? seklinde tanimhdir. (3.1.3)
denklemi V;(x) potansiyelini taban durumu cinsinden bulmaya izin verir. V;(x)
potansiyel enerjisine sahip Hamilton islemcisi asagidaki gibi ¢arpanlarina ayrilir:

H, = ATA (3.1.4)

Burada, At ve A birinci mertebeden diferansiyel islemcilerdir ve birbirlerinin Hermitsel

eslenigidirler:
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hod hod
+W(kx), Al=———+W() (3.1.5)

A=——
V2mdx \V2mdx
H; Hamilton islemcisine karsilik gelen potansiyel
h
Vi(x) =W3i(x) - —=W'(x 3.1.6
1(x) (x) Ner (x) (3.1.6)

olarak tanimlanir. Burada, W'(x) = dW(x)/dx’dir. (3.1.6) denklemi bir Ricatti
denklemidir. Burada, W (x) genel olarak SUSY kuantum mekaniginde siiperpotansiyel
olarak adlandirlir. Hyi, o(x) = ATApy o(x) = 0 denkleminden Ay, o(x) = 0 oldugu
asikardir. Boylece, siiperpotansiyel bu esitlikten taban durumu cinsinden asagidaki

sekilde yazilir:

W — - Pho()

V2mP1,0(x)

H; Hamilton islemcisi ile ilgili SUSY teorisini olusturmanin sonraki adimi1 H, Hamilton

(3.1.7)

islemcisini tanimlamaktir. H, Hamilton islemcisi,
H, = AAt (3.1.8)

olarak tanimlanir. H, Hamilton islemcisinin potansiyeli V,(x) de siiperpotansiyel
cinsinden ifade edilir:

L v e =W = (219)
2= gmae R0 B =W =W @1

Vi(x) ve V,(x) potansiyelleri siipersimetrik es potansiyellerdir. H; ve H,’ nin

ozdegerleri, n > 0 i¢in yari pozitif (E,(ll’z) > 0) olarak tanimlidir (Cooper vd. 2001). H,
Hamilton islemcisinin E; ,, 6zdegerli 6zfonksiyonunu ¥, ,(x) = 1, ,, ile gosterelim. H;

i¢cin Schrodinger denklemi,

H11/J1,n = ATA‘/)Ln = E1,n¢1,n (3-1-10)

seklindedir. H, Hamilton islemcisinin E, ,, 6zdegerli 6zfonksiyonu 1, , olmak iizere,

H, i¢in Schrodinger denklemi,

H2¢2,n = AAT¢2,n = EZ,nlpz,n (3.1.11)

olarak yazilir. H; i¢in olan Schrédinger denklemi soldan 4 islemcisi ile ¢arpilirsa,

A(ATAdjl,n) =Eq (Alpl,n) (3.1.12)
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(AAN A1 = E1n(Ah1 ) (3.1.13)
elde edilir. Burada, AAT = H,’dir.
Hyon-1 = Exnan-1 (3.1.14)
Boylece,
Ein=En-1 yada Eijpy =Ezn  Eip=0 (1.1.15)
sonucuna ulagilir. Bire boylandirilmig 6zfonksiyonlar da asagidaki sekilde bulunur:
Yon = (El,n+1) A1 g

ll’1,n+1 = (Ez,n)_l/zAJrl/Jz,n

Kurulan hiyerarsi sayesinde, H;’in 6zfonksiyonlarina A islemcisi etki ettirilerek H, nin

-1/2

(3.1.16)

Ozfonksiyonlar1  belirlenebilir. Aym  sekilde, H, Hamilton islemcisinin
ozfonksiyonlarina AT islemcisi etki ettirilerek H; Hamilton islemcisinin

6zfonksiyonlari da, taban durumu harig, olusturulabilir.

A
E, — E;»
AT
Ep, Ep )
Ey Exp

EI.U

Sekil 3.1 A ve AT islemcilerinin etkisi ve siiperes potansiyellerin enerji diizeyleri.

3.2 Darboux Doniisiimii

Carpanlarina ayirma yontemi, ¢izgisel sistemler i¢cin Hamilton islemcileri arasinda bir
hiyerarsi olusturur. Darboux doniisiimleri ise ¢izgisel ve ¢izgisel olmayan sistemler i¢in
tam olarak ¢oziilebilen problemler hiyerarsisi kurmaya yarayan bir yontemdir. Darboux
dontsiimi ilk olarak 1882’de Jean Gaston Darboux tarafindan, Sturm — Liouville

diferansiyel denkleminin 6zel bir durumunun ayar doniisiimii etkisindeki bazi
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degismezlik 6zelliklerinin incelenmesi sirasinda ortaya atilmistir (Matveev ve Sale

1991).

Sturm-Liouville denklemini ele alalim:

_32715 +UY =P (3.21)
Burada, U potansiyel, A ozdeger ve Y =y(x) A Ozdegerine karsilik gelen
6zfonksiyondur. Darboux doniisiimii altinda bu denklem form (sekil) olarak degismez
kalir. Denklemin A = A; 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonu y; = ¥, (x, A) olsun
ve Y ’in logaritmik tirevi g; = 1 /y; olarak tanimlansin. Burada ¢; = diy, /dx’dir.

Denklemin keyfi i 6zfonksiyonu i¢in Darboux doniisiimii;

W= (G )=y g v ==,

seklinde tamimlanir. Burada, W(,,¢) = Yy’ — Y1y Wronskian determinantidir.

(2.2.2)

Darboux doniisiimii aranan fonksiyonda yapilan bir dontisiimdiir. [1] ¢6ziimi de A

0zdegerli Sturm — Liouville denklemini saglar:

—y"[1] + U[1]p[1] = Ap[1] (3.23)

Burada potansiyel ise,

! dz
U[1] = U = 20{ = U = 2= In(¥) (3.2.4)
olarak dontstir.

Bu dontisiim art arda tekrarlanarak Sturm — Liouville denkleminin bir hiyerarsisi
kurulabilir. Darboux doniisiimlerinin genel bir ifadesi, 1955 yilinda Crum tarafindan
bulunmustur. Y4, ..., Yy Sturm — Liouville denkleminin A4, ..., Ay 06zdegerlerine karsilik
gelen ¢oziimleri olmak tizere, keyfi bir ¥ 6zfonksiyonuna N kere Darboux doniisiimii

uygulandiginda

W@ P )
l/)[N] B W(d}l' ""l/)N)

elde edilir (Matveev ve Salle 1991). Bu ¢6ziim de Sturm — Liouville denklemini saglar:

(3.2.5)

—y"[N] + U[N]p[N] = 2p[N] (3.2.6)
Burada potansiyel U[N] = U — 2:—;ln[W(¢1, ..., Pn)] olarak doniisiir.
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3.3 Sekil Degismezlik

Stipersimetrik kuantum mekaniginde sekil degismezlik kavrami ilk kez Gendestein
tarafindan 1983’te ortaya atilmistir. Bu metot, analitik olarak ¢6ziilebilen durumlar igin
kullanilir ve tim bagli durum enerji 6zdegerlerini ve 6zfonksiyonlarini verir (Cooper
vd. 2001). Onceki béliimde V;(x) ve V,(x) olarak tanimladigimiz espotansiyeller, sekil
olarak ayni fakat bagli olduklar1 bazi parametreler birbirinden farkli oldugundan sekil
degismez potansiyel olarak adlandirilir. Ornegin, kuyu potansiyeli icin, kuyunun
genigliginin ya da derinliginin degismesi durumudur (Cooper vd. 2001). Bu
parametrelere bagli es potansiyeller V; (x; a,) ve V,(x; a;) seklinde tanimlanir. Burada,

a, Ve a,’ler es potansiyellerin parametreleridir:
Vo(x;aq) = Vi(x; az) + R(ay) (3.3.1)

Yukaridaki kosulu saglayan potansiyeller sekil degismez olarak adlandirilir. R(a,),

x’den bagimsizdir ve a4, a,’nin bir fonksiyonudur (a, = f(a;)) (Cooper vd. 2001).

E ; E,,
E, E;,
Ey, Eo
Eig

Sekil 3.2 Sekil degismez potansiyellere karsilik gelen enerji 6zdegerleri.

3.4 Baglastirnm Yontemi

Baglastirim yontemi, tam olarak ¢oziilebilen cizgisel ve cizgisel olmayan problemleri
¢6zmek ve bunlarin hiyerarsilerini kurmak i¢in kullanilan bir yontemdir. £ baglastirim
islemcisi, ayni tipte diferansiyel denklem veya matris islemcilerini birbirine baglar. £,
kuantum mekaniginde ¢izgisel diferansiyel islemci olarak kullanilir. £ islemcisi, H, ve

H; Hamilton islemcilerini asagidaki gibi birbiri ile iliskilendirir:
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LHy = H, L (3.4.1)
Bu bagintidan asagidaki iki sonug ¢ikartilabilir:

(1) Eger Yy, Hy'in E, 6zdegerli bir 6zfonksiyonu ise ¥; = L, da H;’in aym E,

0zdegerli bir 6zfonksiyonudur.
(i) LT, ters yonde baglastirim islemini gergeklestirir:

LTH, = HyLT (3.4.2)
(3.4.2)’yi soldan £ ile ¢arpilip,

LLTH, = LH LT
(3.4.1) ifadesi de kullanilarak asagidaki baginti elde edilir:

[£L£t,H]=0 (3.4.3)

Buradan, L£LT’mn H; Hamilton islemcisinin simetri islemcisi oldugu sonucu ¢ikartilir.

Benzer olarak, H, in simetrisi de asagidaki gibi bulunur:

[Ho, LTL] =0 (3.4.4)

Carpanlarina ayirma yontemi igin baglastinm bagintilar1 ise asagidaki sekilde
tanimlanir:

AHO = HlA

AtH, = HyAt (3.43)

3.5 Poschl — Teller Potansiyeli

Poschl —Teller potansiyeli ismini Herta Poschl ve Edward Teller’den alir (Libby vd.
2010). Trigonometrik Poschl —Teller ya da Scarf potansiyeli

(3.5.1)

seklinde tanimlidir. Bu potansiyele karsilik gelen Hamilton islemcisi ve Schrodinger

denklemi asagidaki gibi yazilir:
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> 1(l-1)

dx? = cos?(x) (352)

le—

Hn = Epnin, E,=U+n)?* n=0123.. (3.5.3)

Burada, [ potansiyeli, n de enerji diizeylerini etiketler. Notasyonu kolaylastirmak i¢in,
h? = 2m =1 alinmstir. Bu Schrodinger denklemi &zel fonksiyonlar cinsinden tam

olarak ¢oziilebilir.

H; Hamilton islemcisi asagidaki gibi ¢arpanlarina ayrilabilir:

H, = ATAT + A, (3.5.4)

ve H; Hamilton islemcilerinin bir hiyerarsisi kurulabilir. Burada kolaylik agisindan,
(3.1) kesiminde AT ve A olarak tanitilan birinci mertebeden diferansiyel islemciler,
sirastyla A* ve A~ olarak adlandirlmistir. Daha 6nce tanitilan ¢arpanlara ayirma
yonteminden farki taban durumunun sifir olmamasidir. Taban durumu n = 0 i¢in
E;o = [? olur. Taban durumu sifir olacak sekilde, H;’den E; o = [? ¢ikartilir: H; — 4; =
ATAT.

Carpan islemcileri, AT = ?;—x + f1(x) olarak segilebilir. AT islemcileri ile Pdschl —
Teller potansiyelinin bir hiyerarsisi olusturulur ve bu islemciler araciligi ile tiim
potansiyellere ait Ozdeger ve Ozfonksiyonlar elde edilir. Bdylece, hiyerarsideki
Hamilton islemcilerine karsilik gelen bagli durum diferansiyel denklemlerinin tamamini

dogrudan ¢6zme gereksinimi ortadan kalkar. [ > 2 i¢in bagli durumlar vardir.

Simdi, f;(x) fonksiyonlarini ve 4;’yi bulalim. Bu amagla ¢arpan islemcilerini (3.5.4)’de

yerine yazalim:

a2 1(1-1)
H, = AT A = — 3.5.5
! LA+ A dx? = cos?(x) ( )
d*>  dfi(x)
+ AT = —_-— 2 356
ATAT +hy = ——— ——— + ) + 4 (3.5.6)
(3.5.5) ve (3.5.6) denklemleri karsilastirildiginda, potansiyel f;(x) cinsinden
I(l-1 df;(x

cos?(x) dx

seklinde ifade edilir. Bu esitlikten, f;(x) = a tan(x) ve 4, de

26



L =a?=1? (3.5.8)
olarak bulunur. Boylece, ¢arpan islemcilerinin agik ifadesi

d + [ tan(x) (3.5.9)

AT = F—
+dx

elde edilir.

A% islemcilerinin yerleri degistirilip, yukaridaki islemler tekrar yapildiginda,
d> I(l+1)

H = ATA" 2 = _ 3.5.10
I+1 141 +1 dxz COSZ(X) ( )

elde edilir. (3.5.5) ve (3.5.10) kullanilarak,
Hl = A;-Al_ + Al = AI_—IA;-—I + /11_1 (3511)

Hamilton iglemcileri i¢in hiyerarsiyi veren esitlik bulunmus olur. Hiyerarside yer alan

potansiyeller sekil degismez potansiyellerdir. Sekil 3.3’ten goriilecegi gibi potansiyelin

parametresi degistiginde potansiyellerin sadece derinlikleri degismektedir.

\ / \ // \\fiiﬁ%//

\ Yz.2 / \ Wa1

\ a1 / \_wa.u_/
S wo

Sekil 3.3 Hiyerarside yer alan Hamilton iglemcilerine kars1 gelen potansiyeller. Sag
taraftan itibaren sirast ile [ = 2, [ = 3 ve [ = 4 i¢in potansiyeller.
Buradan, baglastirim bagintilari kolaylikla yazilir:
ArHy = Hi, A7, AfHyy = HAT (3.5.12)
Eger, H; Hamilton islemcisinin 0zfonksiyonlar1 biliniyorsa, H;,; islemcisinin
ozfonksiyonlar1, A; islemcisi H; nin 6zfonksiyonlarina etki ettirilerek elde edilebilir.

Ya da tersine H,,’in dzfonksiyonlarina Af islemcileri etki ettirilerek H, ninkiler elde

edilir. Sekil 3.4’de bu etkiler gosterilmistir.
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) ’—F' A;'tr]
Y, — Yoz — Yiizn
Ay Arn
Yy, Y1 Yiz0
Yia Yeir0
Y0
: t *
Sekil 3.4 A7 ve Ay,

islemcilerinin H; ve H;,, islemcilerinin 6zfonksiyonlarina etkileri.
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4. GRAFENDE ELEKTRIK VE MANYETIiK ALAN ETKIiSi ALTINDA DiRAC
FERMiIYONLARININ ANALITIK COZUMLERI

4.1 Diizlemde Dirac — Weyl Denklemi ve SUSY Es Hamilton Islemcileri

Grafende dis manyetik ve elektrik alan etkisi altinda, kiitlesiz, spini % ve yiikii

elektronun yiikiine esit olan Dirac pargaciklarinin hareketini tanimlayan Dirac — Weyl

denklemi asagidaki gibidir (Greiner 2000, Kuru vd. 2009, Ates vd. 2022):

vp(o-(p+ed))¥X) = (E - V(x)¥P(x) (4.1.1)
Burada, vy parcaciklarin grafendeki Fermi hizi, x = (x,y), o = (O'x, ay) Pauli spin
matrisi, p = (py, py) momentum islemcisi, A manyetik vektdr potansiyel ve V(x) ise
elektriksel potansiyeldir. Bu potansiyellerin y — yoniindeki 6telemeler boyunca simetrik
oldugunu ve birbirlerine dik olduklarim1 varsayalim. Yani elektrik alan xy —

diizleminde, manyetik alan ise grafen diizlemine (xy — diizlemine) dik (z — yoniinde)

olsun. Boylece, bu potansiyeller (Kuru vd. 2009),

AX) = (0,4,(x),0), V) =V(x) (4.1.2)
olarak segcilirse, manyetik alan B(x) = A} (x)Z = dA;:x)z“ ve elektrik alan E(x) =

_ av(x)

-V'(x)x = X seklindedir. Burada Z, z — yoniindeki ve X de x — yoniindeki

dx

birim vektorlerdir. Daha sonra, (4.1.1)’deki dalga fonksiyonu, p,, = —ih d/dy 6teleme
islemcisinin Ak 6zdegerli 6zfonksiyonu olacak sekilde secilebilir:

Y(x) = ¥(x,y) =e (i’f’plz(é))), py¥(x,y) = hk¥(x,y) (4.1.3)

Burada, i kompleks birim sayidir. Bu alanlar ve islemciler (4.1.1)’de yerine

yazildiginda,
0 e
ho <_ e 6x+k—EAy(x)> 1 (x)
P\ + k=24, 0 (1/)2(x)> 1.4
_ _ /2 (x)
B (E V(x)) (ll)z(x))
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elde edilir. Burada, d, E% olarak tanimlidir. Bu denklem bir matris diferansiyel

0zdeger problemi olarak degerlendirilebilir. Esitligin sol tarafindaki matris diferansiyel
islemci Hermitseldir ve E enerji 6zdegeridir. Bu denklemi ¢6zmek amaciyla, oncelikle

bu denklemin kdsegen hale getirilip getirilemeyecegini gormek i¢in diizenleyelim:

e
{7 (E B V(x))/th — <k + gAy(x)> Y,

Denklemi daha basit hale getirmek icin, asagidaki dontistimler yapilabilir:

We) =k+oA,(x)=k+A A = L V™)
() = K+ 3 A0 = K+ A, (0, B0) =5~

(a(;c (%) <¢1) _ <k + %Ay(x)> ~(E=VG)/hvr l/J1> (4.1.5)

=e—V(x) (4.1.6)

Burada, W(x) ve A(x) sirasi ile manyetik ve elektriksel potansiyeller ile iliskilidir.
Boylece, Dirac — Weyl denklemi iki denklemden olusan bir ¢izgisel denklem sistemi
olarak ifade edilebilir (Ates vd. 2022):

0 Wr(x) = MWg(x) (4.1.7)

Burada M = M(x), 2 X 2’lik bir kare matris ve Wg(x) ise 2 X 1’lik bir siitun

matrisidir:

_ (W) —A(x) (1 (%)
M _<A(x) —W(x))’ Lp’?(")‘<t/)2(ac)> (4.18)

Simdi, (4.1.7) ile verilen reel denklem sisteminin, Wg(x) = Wz(x) reel ¢oziimlerini

bulalim:
P1(x) = Y1 (%), Yo (x) = P3(x)

Farkli 6zdegerlere karsilik gelen Wi (x) 6zfonksiyonlari dik (ortogonal) olmalidir. Yani,

eger E #+ E'ise < Wi(x), Wi(x) > = 0’dr.

(4.1.7)’nin bir kez daha tiirevi alinirsa

Oy Pr(x) = (M' + M?)Wg(x) (4.1.9)
- _ d? 2 1. . ; — dM(x)
elde edilir. Burada, d,, = = olarak tamimlidir ve M* kosegendir, fakat M' = —
kosegen degildir:
,_ (W' (x) —A'(X)) 2 _ (Wz(x) — A%(x) 0 )
= (e win) M- 0 W2 - a2 4110
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Ancak, M’ kosegen hale getirilebilir. Bunun igin o6ncelikle M'’niin karesini alinir:
2= (W' (%)% = A (%)) (4.1.11)

Burada, I birim matrisdir. Boylece, M’**nin 6zdegerlerinden yararlamlarak, M’ niin iKi

0zdegeri elde edilir:

Ay = £JW' ()2 - A (x)2 =+ /uq'yz —p? (4.1.12)

4.2 Coziilebilir Durumlar

Bu boliimde, M' matrisi d,, diferansiyel islemcisi ile sira degistiren bir sabit matris (T)
aracihgiyla M' —» D = T~IMT kosegenlestirilebilir. Bunun miimkiin oldugu ii¢ durum
vardir (Ates vd. 2022).

4.2.1 Saf manyetik alan V(x) = 0

[k durumda A’(x) = V’(x) = 0°dur, yani sadece manyetik alan vardir:
r_ (W'(x) 0 ) 2 _ 2 _ o2
M = ( O i) M= W@ e (4.2.1)
Bu en basit durumdur. Bu durumda manyetik alan xy — diizlemine diktir. M" matrisi ise
kosegendir. (4.1.9) denklemi asagidaki gibi olur ve sistemin siipersimetrik formunu
gosterir:
—0yy + W (x) + W2(x) 0 ) .2
( > 0 _axx _ W’(x) + WZ(X) qJR(X) =& l'pR(X') (422)
Burada, W (x) siiperpotansiyeldir ve (4.1.6) daki gibi tanimlidir.

(4.1.5) denklemi sadece manyetik alanin varliginda asagidaki sekilde baglasimli iki
denklem olarak yazilabilir (Kuru vd. 2009):

( dd RSy >1/)2(x) — (%) (4.2.3)
(—di FhH A ) (D) = £, () (42.4)
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(4.2.3)’den P, (x) cekilip, (4.2.4)’de ve (4.2.4)’den Y, (x) ¢ekilip (4.2.3)’de yerine
yazilirsa, iki tane birbirinden bagimsiz Schrodinger denklemi elde edilir:

d? e, )

dA
Hy,(x) = I—— + (k +—= %(d—xyﬂ P (x) = E2YP,(x)  (4.2.5)

2 2
Hyp,(x) = I—d_ + (k + BA%) - _< )l P (x) = E2Py(x)  (4.2.6)

Burada, € = £%2 = E?/v2h?’dir. H; ve H, efektif Hamilton islemcileri asagidaki sekilde

yazilir:
2 d2

d
Hy = _ﬁ + Vl(X), H, = —w + VZ(X) (427)

o=l () oo 5(4

Simdi, birbirlerinin Hermitsel eslenigi olan birinci mertebeden diferansiyel islemcileri

tanimlayalim:
d
IT=F—4+W 4.2.8
Tt W (4.2.8)
Burada, W (x) siiperpotansiyeli asagidaki gibi tanimlidir (Kuru vd. 2009):
el
W(x) =k+ Ty (4.2.9)

Bu iglemciler kullanilarak (4.2.3) ve (4.2.4) denklemleri
LY, (x) = e, (x), LT (x) = e (x) (4.2.10)
olarak yazilir. Boylece, H; ve H, Hamilton islemcileri,
H, =L"L*, H, = L*L~ (4.2.11)

olarak carpanlarina ayrilabilir. Bu Hamilton islemcilerine siipersimetrik Hamilton
islemcileri denir. V;(x) ve V,(x) siiperes potansiyelleri de siiperpotansiyel cinsinden

asagidaki sekilde tanimlanir:
Vi(x) = W2(x) + W' (x), V(x) =W2(x)—W'(x) (4.2.12)

Burada, W’lar x’in tiirevlenebilir fonksiyonudur ve W'(x) = dW(x)/dx olarak

tanimlidir. H; ve H, i¢in baglastirim bagintilari ise asagidaki sekildedir:
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L+H1 = H2L+, L_HZ = HlL_ (4213)
H, Hamilton islemcisinin enerji 6zdegerleri &,,, n = 0,1,2,... ile ifade edilir. L™, H,
Hamilton islemcisinin taban durumunun yok edici islemcisi olsun (Kuru vd. 2009):
L_lpz‘o(x) = 0 (4214)
Hy’nin taban durumu enerji 6zdegeri &, = 0’dir. H;’in enerji dzdegerleri &, Ve
normalize edilmis 6zfonksiyonu ise v, ,, ile gosterilir:

E1n-1= E2n

(4.2.15)

Yin-1(X) = L™, n(x)

1
vV E&2n
Yukaridaki  sonuglar, (4.1.3) ile verilen Dirac-Weyl denkleminde yerine

yerlestirildiginde,

g+,n == Ean = t €1n-1

, (4.2.16)
o) = (14,000
W, (x,y) = ey <‘/;1p’;1(gcx))> n=1273,.. (4.2.17)

elde edilir. (4.2.16) ve (4.2.17) ile verilen kesikli spektrum, birbirlerinin simetrigi olan

pozitif ve negatif enerjiye sahiptir. Bunlar sirasi ile elektronlar ve desiklerle ilgilidir.

(4.2.16)’dan yararlanilarak olasilik yogunlugu asagidaki sekilde hesaplanir:

pn(®) = (F) 1%, = (Y101 + ($20() (4:2.18)

y dogrultusundaki akim yogunlugu ise,

Jn(x) = evF(Lpn)TO-yLPn = ZeUFlpl,n—l(x)lpz,n(x) (4.2.19)

olur.
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4.2.1.1 Sabit manyetik alan

Grafen ylizeyine dik, pozitif z yoniinde sabit manyetik alan elde etmek igin, A, (x) =
Box olarak segilir ve B =V X A’dan B = (0,0,B,) olarak elde edilir. (4.2.9)’dan
stiperpotansiyel ve manyetik alan asagidaki sekilde yazilir (Kuru vd. 2009):

eBy 1 h
= = — 4.2.20
Wx)=k+ . x_k+2a)x, By 75 @ ( )

V1 (x) ve V,(x) siiperes potansiyelleri, W (x) cinsinden asagidaki sekilde elde edilir:

w2 2k 1
Vl(X)=T(X+E) +§(1)
(2.2.21)
w? 2k\? 1
e = (x+3) -39

Bu potansiyeller sekil degismezdir ve bunlara karsilik gelen Hamilton islemcileri (H; ve

H,) igin enerji 6zdegerlerinin iliskisi asagidaki gibidir (Cooper vd. 2001):
82’0 = 0, gl,n—l = gzln = nw, n= 1, 2, 3, (4222)

Harmonik salinic1 potansiyeline karsilik gelen 6zfonksiyonlar, Hermite polinomlari

cinsinden asagidaki sekildedir:

P2 (200) = P10 (2(0)) = Cre 2" Ho(2) = 9 (),

z(x) = \/g(x + %)

C,, normalizasyon sabitidir. &= &% = E?/v2h? gozoniinde bulundurularak,

(4.2.23)

(4.2.22)’den Dirac—Weyl denkleminin 6zdegerleri,
Ein = V1w, n=0,12,3,.. (4.2.24)

ve (4.2.17)’den karsilik gelen dalga fonksiyonu asagidaki sekilde bulunur:

#9) = ¢ (100

Y (x,y) = etky (<,0.n_1(x))’ n=1,23,..
n( y) lq)n(x)

(4.2.22) kesikli spektrumu, k dalga sayisina bagl degildir.

(4.2.25)
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Sekil 4.1 Sol taraftaki grafikte; V; (x) (en iiste), V, (x) (en altta) ve B(x) = % (ortada)
manyetik alan ¢izdirilmistir. Sag taraftaki grafikte ise n = 0, 1, ...,5 icin enerji

Ozdegerleri ¢izdirilmistir.

Pn(X)
0.4¢f
— Po(X)
p1(X)
— P2(X)
p3(X)
8 -6 -4 -2 7R

Sekil 4.2 B(x) = 0.5 sabit bir manyetik alani i¢in, sol taraftaki grafik olasilik
yogunlugunu (n = 0,1,2,3) ve sag taraftaki grafik ise y yoniindeki akim

yogunlugu (n = 1,2,3) gostermektedir.

4.2.1.2 Hiperbolik bariyer

Bir diger ¢oziilebilir durum, hiperbolik Pdschl — Teller potansiyeline yol acan vektor

potansiyeli se¢imidir: A, (x) = %tanhax. Boylece, pozitif z yoniindeki hiperbolik

manyetik alan asagidaki sekilde yazilir (Kuru vd. 2009):
B(x) = (0 0,—20 )
@ =10 "cosh? ax
Bu durumda, siiperpotansiyel
eB,
W(x) = k + Dtanhax, D=——
heca

ve sliperes potansiyeller
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V,(x) = D? + k* — D(D — a) sech? ax + 2kDtanhax
V,(x) = D? + k* — D(D + a) sech? ax + 2kDtanhax
seklindedir. Bu potansiyeller Rosen — Morse II potansiyeli olarak adlandirilirlar

(4.2.28)

(Cooper vd. 2001). Sadece k < D i¢in H; ve H, Hamilton islemcileri sonlu kesikli bir
spektruma sahip olur ve enerji 6zdegerleri,
k2D?
Ean = En-1=D*+k*— (D —na)? — D —na)? >0 (4.2.29)
ile wverilir. Burada, n=0,1,2,..,N degerlerini alir v¢ Na <D < (N + 1)a’dur.

(4.2.28)’deki potansiyeller i¢in ¢dziim Jacobi polinomlari cinsinden bulunurlar:

ll’j,n(Z(x)) = (1 — 2)SiT+apd/2(1 4 z)671=4)/2

4.2.30
v Pn(sj—n+aj,sj—n—aj) (Z) ( )
Burada, z = tanhax, s; = g— 1, s,=54+1, a4 = ﬁ ve a, = a(Dk_Dna)’dlr.

PP ise Jacobi polinomlarini (a,b > —1) gostermektedir.

(4.1.1)’den Dirac — Weyl denkleminin kesikli enerji 6zdegerleri asagidaki sekilde

yazilir:

k?D?
gi,n = ihVF\/DZ + k2 - (D - na)z - m (4231)

Vi(x), Va(x), eB(x)/h

— n=0igin
— n=1igin
— Vi) ﬁ\\ oo
Vo (x X
2(%) y — n=3 igin
— eB(x)/h L
21 n=4igin

n=>5 igin

Sekil 4.3 Hiperbolik bariyer: Soldaki grafikte, « =1, D =6 ve k = 1igin, V; ve V,
efektif potansiyelleri ve manyetik alanin grafigi cizdirilmistir. Sagdaki
grafikte ise k dalga sayisina bagli ayr1 enerji 6zdegerleri verilmistir.
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— n=0igin

— n=1igin
— n=2igin -
/ n=3 igin
i
3 -2 *

Sekil 4.4 Sol tarafta olasilik yogunlugu p,, (x) ve sol tarafta akim yogunlugu j, (x)
farkli n degerleri igin c¢izdirilmigtir. Burada, a =1, k=1 ve D=6
alinmustir.

4.2.1.3 Trigonometrik kuyu

Coziilebilir durumlardan bir digeri ise trigonometrik kuyudur. +z yoOniinde

trigonometrik manyetik alan asagidaki gibi verilir:

B

B(x) = (0, 0,—— ), 0<ax<m (4.2.32)
sin? ax

Bu durumda, x i¢in smirlar (0,7/a) seklindedir. Smirlarda manyetik alan sonsuza

gider. Bu manyetik alana yol agan vektor potansiyel, A, = —%cotax olarak

tanimlidir. Boylece, siiperpotansiyel

eB
W (x) = k — Dcotax, p=-—2 (4.2.33)
ha
ve siiperes potansiyeller
V,(x) = k? — D? + D(D + a)cosec?ax — 2kDcotax
(4.2.34)

V,(x) = k* —D? + D(D — a)cosec’ax — 2kDcotax
seklindedir (Cooper vd. 2001). Bu potansiyellere Rosen — Morse | potansiyeli denir. Bu
potansiyellere karsilik gelen enerji 6zdegerleri
k?D?
Ean = €1n1 = —D* +k*+ (D + na)? - D 1 na)? (4.2.35)
ve 6zfonksiyonlari

n)

(sj+
A(z) =@ -7z

a;ax (_SJ'
e P,

—n+iaj,—5j—7l—ia]‘) (Z)' ] — 1’2 (4236)
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kD

. . ) D
seklindedir. Burada, z = icotax, s, = = Ay = Ty

51=52+1 ve a; =

kD

_ > (a'b) 1 1
2raindD dir. B,™"’(z), kompleks Jacobi polinomudur.

(4.1.1)’in enerji 6zdegerleri asagidaki sekilde olur:

kZDZ
gi,n = i\/—DZ +k?+ (D +na)? — m (4-2-37)

Bu durumda, kesikli enerji 6zdegerlerine karsilik gelen k degerleri igin reel eksende
herhangi bir sinirlama yoktur. Reel enerji 6zdegerleri i¢in (4.2.37)’deki karekokiin i¢i
sifirdan biiyiilk olmalidir. Bu sistemler, sonsuz kesikli spektruma sahiptir ve bu

spektrumun degerleri, siirekli artan k dalga sayisinin fonksiyonudur. Bu davranis,

onceki durumdaki manyetik bariyere terstir.

€1.n(K)

Sekil 4.5 1k grafik trigonometrik kuyu igin efektif potansiyel olan V;, V, ve manyetik
alan B(x)’in grafigidir. ikinci grafik ise k’ya bagl enerji 6zdegerlerinin

grafigidir.
Pnl)
20k Jn(x)/eh
150 — n=0igin | 05 10
— n=1igin =1} — n=1icin
1.0p — n=2igin — n=2igin
Zaf o
o — n=3igin | — n=3igin
s
. : : X
05 1.0 15 20 25 30 -4

Sekil 4.6 ik grafik p, (x), n = 0,1,2,3 icin ve sagdaki grafik ise j, (x) ve n = 1,2,3
i¢in ¢izildi. Burada, parametreler « = 1, D = 4 ve k = 2 olarak alinmistir.
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4.2.2 Saf elektrik alan A(x) = 0

Bu durumda (4.1.9) denklemi asagidaki sekildedir:

0V = 8@ (] )@+ -a0H (5 )W (4239)
M' késegen olmayan bir matristir:
M = A (x) ((1’ _01) —V'(x) (_01 é) (4.2.39)

Bu durumda 6zdegerler kompleks sayidir ve M" matrisi kompleks T matrisi araciligiyla

kosegenlestirilebilir:

T—lM'Tz(_iv'(x) y ) r=(0 1) T—1=i.(§ )

0 iV'(x) i =i 20\ —1 (4.2.40)
Siitun matrisi P,
~ 1
. Yi(x) = 2 (l/)1(x) — i, (x))
Px) =T Wr(x) = ) 1 (4.2.41)
P (x) = 2 (1/11(95) iy il/)z(x))
olarak tanimlanirsa, (4.2.38) denklemi asagidaki gibi yazilir:
0 P(x) = (M' (x) + M?)P(x) (4.2.42)
Bu matris denklem, iki tane birbirinin kompleks eslenigi olan denklem verir:
{(_axx + V1001 (1) = (=0 — (1) + (D)1 (x) = —kZP (x) (4.2.43)
(=0x + V2 ()2 (x) = (=0xx + (A)' + (18)2)Po(x) = —k*Pp(x) ~

Burada, A(x) = A olarak kullanilmistir. Yukaridaki iki denklemin sahip oldugu bazi
ozellikler asagidaki gibidir (Ates vd. 2022):
1. Eger ¥, (x), ilk denklemin ¢oziimii ise ikinci denklemin ¢oziimii bunun kompleks
eslenigi Y5 (x) = ¥, (x) olur.
2. Bu iki denklem de PT (Parite-Time) simetrik (Bender ve Boettcher 1998) Hamilton
islemcisine sahip olabilir. P ve T’nin etkileri asagidaki gibi ifade edilebilir:

P:x - —x, T:i > —i
(4.2.43) ile verilen denklemler PT simetrisine sahiptir: Eger potansiyel V(x) gift ise
Vi(x), i =1,2 de gifttir ve 0,,. de isaret degistirmez. Bu durumda ¢oziimler de PT

simetrik olmalidir.
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3. Bu denklemler, baslangigtaki Dirac — Weyl probleminin enerjilerine bagl
potansiyellere sahiptir. Bu durumda, k ve &’nun roli (4.2.2)’deki saf manyetik
durumuna gore degis tokus olmustur. k siirekli deger alan bir parametredir ve k’nin her

degeri i¢in &, (k) kesikli degerler alir.

4. Bu denklemlerin kompleks ¢oziimlerine karsilik gelen € 6zdegerleri (spektrum) reel

olmalidir. (4.1.7) Dirac — Weyl denklemine T~! uygulanarak, denklem yeni
bilesenlerde elde edilir:

{(ax + lA(x))lle(x) = kl[’z(x)

(ax - lA(x))IIJZ(x) = k1/~’1(x)'

Bu yiizden (4.2.43) denklemlerini saglayan c¢oziimler, (4.2.44)’i de saglamak

Alx) =e—-V(x) (4.2.44)

zorundadir. (4.2.44) denklemleri PT simetrik degildir, ancak PT o5 altinda simetriktir

ve

[H,PTo3] =0
siradegisme bagintisint saglarlar. Bu nedenle H ve PTo; ortak Ozfonksiyonlara

sahiptirler. Bu durumda,
PTo; P(x) = AP(x), PTh;(x) = uhy(x), Pp(x) = i (x)

esitlikleri saglanmalhidir. A and p 6zdegerlerdir ve u = +i olarak elde edilirler.
Coziimlerin bu 6zellikleri sagladig1 6rnek potansiyel icin tartisilacaktir.

5. (4.2.43) ile (4.2.44), SUSY kuantum mekanigine benzer formdadir. Buradaki
baglastirim islemcileri L*, kompleks siiperpotansiyellere sahiptir: L* = 0, + iA(x).
(4.2.43) denklemi V(x) potansiyeli cinsinden yazilirsa

(=0px + (V' (%) + 26V(x) — V() )1 (x) = —(k? — eDPy(x)  (4.2.45)

denklemi elde edilir. Kompleks efektif potansiyel enerji ve enerji 6zdegeri asagidaki
gibidir:
Ver(x) = iV'(x) 4+ 26V(x) — V2(x) (4.2.46)
Eep = —(k? — %) (4.2.47)
Ormnegin, x — too giderken V,;(x)* - 0 gittigini varsayalim, bu durumda Karesi

integrallenebilir bir 6zfonksiyon elde etmek i¢in |e] < k olmalidir. Diger bir deyisle
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grafendeki kiitlesiz Dirac pargaciklarinin k momentumu, Dirac pargacigindaki kiitle

roliine benzer bir rol oynar.

Bu kosullar1 saglayan, analitik ¢oziimlere sahip potansiyeller oldukga azdir. Daha

Onceden literatiirde ele alinan bazi potansiyel 6rnekleri asagidaki gibidir:
a) V(x) = % 1-boyutta Coulomb potansiyeline benzer (Downing 2019).
b) V(x) = ——, Lorentz potansiyeli (Downing 2019).

¢) V(x) = tanhx, Poschl — Teller benzeri potansiyel (Hartmann ve Portnoi 2017).

Ozfonksiyonlar1 kismen elde etmenin yolu, potansiyeller igin parcali diizgiin
fonksiyonlardan yararlanmaktir ve sonrasinda siireklilik kosullarini uygulamaktir. Bu
duruma karsilik gelen bir 6rnek asagidaki kesimde detayli olarak tartisilacaktir. Bu
ornek, kesikli spektrumun ve elektriksel etkilesimin pek c¢ok Ozelligini verecektir:
spektrumun simirlarini, potansiyelin derinligine bagli atomik ¢dkmeleri, momentumun

(k’nin) roliinii.
4.2.2.1 Kare kuyu potansiyeli

Asagidaki sekilde bir kare kuyu potansiyeli tanimlayalim:

_ =0 lx| <1
V(x) _{ 0, hl>1 (4.2.48)

(4.2.46)’da (4.2.48) fonksiyonu kullanilarak elde edilen efektif potansiyele karsilik
gelen Schrodinger denklemi asagidaki sekildedir (Ates vd. 2022):

3 () + Vephy (x) = —(k* — )9y (x) (4.2.49)
Burada, efektif potansiyel komplekstir ve

—ivy8(x + 1) + iv8(x — 1) — 2vpe — w2 X1 =1
Vef(x)={ 8 (x + )+l/v’00(x ) — 2vpe — v o1 (4.2.50)

olarak verilir. Bu potansiyel igin 3 farkli bolge vardir: x <1, -1 <x<1, x > 1.
Birinci ve iigiincii bolgelerde potansiyel sifir ve ikinci bolgede ise (—2vqe — vZ) dir.

Bu bolgelerde sirasi ile 1/71,, (%), 1,[71,,, (x) ve 1,l~11,,,, (x) ¢oztimleri bulunabilir:

x < —1:1. Bolge
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_J’ﬁl(x) = _pzl/;u(x), p? = k% — &2

- (4.2.51)
P (x) = AeP¥, p=vk?—-¢2>0
—1 < x <1:1].Bdlge
1 (x) + (—2v5¢ - 4’()2)1/;1,11(90 = —leﬁl,n(x),
q* = 2voe +vo —p> >0 (4.2.52)
Y10 (x) = Ce'¥ + De™'9%, q =+/(e +v)? — k2
x> 1:111. Bolge
_J’l.lll(x) = _pziﬁ,m(x), p? =k* —¢?
- (4.2.53)
Yi(x) =Ee™P*, p=+vVk?—-¢e2>0
Bu ¢oziimler x = —1 ve x = 1°de siireklilik kosullarini yerine getirmelidir:
1/;1,1(_1) - l/~’1,11(—1), lﬁ’l_,(—l) = 1/;1,11(—1) + i"’ol/ju(—l)
(4.2.54)

1.51,11(1) = 1171,111(1)1 J)Lu(l) = 1/71,111(1) = i’lfolﬁuu(l)
Siireklilik kosullarindan, bilinmeyen A, C, D, F katsayilari i¢in homojen bir denklem
sistemi elde edilir:
Ae™P —Ce ™" — De'l =0
A(pe™ —ivye™P) — C(ig)e ™ + D(ig)e'? = 0
Ce'l+ De™" —Ee™? =0
C(ig)e'l + D(—iq)e ™ + E(pe ™ + ivye ) =0

(4.2.55)

Katsayilar determinanti sifira esitlenerek, &, k, v, arasindaki iliski asagidaki gibi

bulunur:

Im(detM) = (VkZ — e2\/(e + v9)? — k2 cos(24/ (e + v9)? — k?) —
(e(e + v) — k?)sin(2+/(e + v4)2 — k%)) =0
Sekil 4.7, belirlenmis v, = 8 degeri i¢in, € ve k’ya gore Im(detM) = 0 grafigini

(4.2.56)

gosterir. Mavi egriler enerji O6zdegerlerini gosterir. € = £k dogrulart ¢ozliimiin
olabilecegi bolgeleri belirler ve bagli durumlar icin kritik degerlere karsilik gelirler.
Diger bir sinir kosulu ise € + v, = k’dir. Bundan dolay1 sadece ¢ + vy > k ve e <k
oldugunda onceki denklemlerin ¢ozlimleri vardir. Bu esitsizlikler, sekil 4.7°de kirmizi

cizgiler ile gosterilmistir. k’nin belirlenmis degerleri i¢in w, potansiyelinin &
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bagliligmin grafigi, bagli durumlarin ¢okiisiiniin gozlenmesi acisindan oldukga

Onemlidir.

o

) _/
-8Lf L
o 2

Sekil 4.7 || < k ve |e + vy| > k ile belirlenmis v degerleri i¢in enerji 6zdegerleri.
vy = 8, k > 0 igin enerji 6zdegerleri.
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Sekil 4.8 (Sol) k'nin fonksiyonu olarak v, = 8 belirlenmis degeri i¢in enerji 6zdeger
grafigi ve smir ¢izgileri € = +k (yesil diisey ¢izgi k = 3’diir). (Sag) k = 3
icin kuyunun v, derinligine karsilik gelen € enerji 6zdeger grafigi. Her iki
grafikte diisey yesil ¢izgilerin karsilik geldikleri spektrumlar uyumlu
olmaldirlar.

Bu durum sekil 4.8’in sag tarafinda bulunan w, = 8’e¢ karsilik gelen spektrum
grafiginden goriilmektedir. Spektrumun en disiikk enerjili durumu daha Onceki

durumlarin ¢okmiis olmasi nedeniyle taban durumu degil, ikinci uyarilmis durumdur.
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Sekil 4.9 v, = 2 ve sekil 4.8 vy = 8 i¢in ¢izdirilmistir. Sekil 4.9°dan k = 2 oldugunda
herhangi bir ¢okiis olmadig1 goriiliir. Spektrumun yesil ¢izgi ile belirlenen ti¢ noktasi
vy = 2 i¢in kesikli enerji 6z durumlarina karsilik gelen enerji degerlerini verir. Bu
kompleks 6zfonksiyonlar bazi temel 6zelliklere sahiptirler: 1) Her spinoriin iki bileseni
birbirinin kompleks eslenigidir: ¥, (x) = 3 (x). ii) Farkli enerji diizeylerine karsilik
gelen ¥ spinorleri diktir. E¢ enerjili bir ¢ durumunun spindr bilesenleri ¥¢ =
(P4, 9%) ve E* = EP enerjili PP spinorii de benzer sekilde tanimli olsun, 0 zaman

diklik asagidaki sekilde tanimli olur:

<@, @0 > [ P =1 [ (Uil +uguddx = 0

iii) P, (x) ve 1, (x) sadece (4.2.43) ve kompleks eslenigini saglamaz ayrica (4.2.44)’i
de saglar. Bu yiizden ); ve 1, ’nin kompleks eslenik fazlar ile garpilmasi gereklidir.
Dalga fonksiyonlarimin spinor elementlerinin grafikleri, sekil 4.10-4.12’de verilmistir.
Bu grafiklerden ¢6ziimlerin PT simetrisine sahip oldugu goriilebilir. Diger bir deyisle
Y, (x) enerji 6zfonksiyonlar1 PT islemcisinin +i’li 6zdegerli 6zfonksiyonlaridir:

PT i (x) = Pi(=2) = (D Px(x), k=12

Burada, P parite (x - —x) ve T de kompleks eslenigi (i » —i)  gostermektedir.
1[)1,2 (x) kullanilarak, (4.1.3) ile verilen Dirac — Weyl denkleminin ¢oziimleri elde
edilebilir: 1, ,(x) cinsinden 1y ,(x)’leri elde etmek igin (4.2.41) denklemi kullamlir.

Boylece, Dirac — Weyl denkleminin spindr ¢ozlimleri

— ik Re(l/jlln)>
W (x,y) = 2e Y<Im(lﬁ1’n) (4.2.57)

olarak elde edilir. Bu durumda olasilik yogunlugu

- 2 _ 2
b = 9N = 4 ((Re(Brn)) + (Im(hrn) ) @258)
ve akim yogunlugu
Jnx = ‘Pj{(x,y)o'xll-’n(x,y) =0,

]ny = ‘Pf; (x, y)o-ylpn(x: y) =-8 (Reoﬁl,n)) (Im(lﬁl,n))

olarak bulunur. Belirli k ve v degerleri i¢in olasilik ve akim yogunluklarimin grafikleri

(4.2.59)

sekil 4.13°de verilmistir.
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i n n n 1
0.0 05 1.0 15 20 25

Vo

Sekil 4.9 (Sol) vy = 2 degeri i¢in Im(det M) = 0 grafigi (enerji 6zdegerleri) ve sinir
degerleri € = +k; (sag) k = 2 i¢in kuyunun v, derinligine karsilik & enerji

grafigi.

Re[{ ()] Im[ 4 (x)]

Re[{,, (x)],Im[ {5, (x)]

928

Sekil 4.10 vy =2, k=2 ve & = 0.354274 igin ;;(x)’in reel (kesikli) ve sanal

(stirekli) kistmlarmin grafikleri.

Re[{2(x)], Im[@42(x)]

D2F o

Re[ (o (x)], Im[r2(x)]

2ZF ea

Sekil 4.11 v, =2, k=2 ve & = 1.13356 igin P,(x)’in reel (kesikli) ve sanal

(stirekli) kisimlarinin grafikleri.
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Re[{3(x)L Im[{413(x)] Re[{3(x)], Im[3(x)]

Sekil 4.12 v, =2, k=2 ve & = 1.92583 i¢in P5(x)’in reel (kesikli) ve sanal
(stirekli) kisimlarinin grafikleri.

Pa(x)

-4 -3 -2 -1

Sekil 4.13 vy = 2, k = 2 ve n = 1, 2, 3 i¢in olasilik ve akim yogunlugu grafikleri.

4.2.3 Orantih elektromanyetik alan V «< A

Bu durumda iki potansiyel birbiriyle orantilidir (Ates vd. 2022):

14 =k+A
V@) = aAx) = {A(xgxi a(; dqg))) (4.2.60)
Burada, € = a¢ olarak tanimlidir. W (x) ve A(x)’in tiirevleri,
A(x) = —aA'(x), W'(x) =A'(x) (4.2.61)

M = A (x) (_1a ) =AM, M= ((k+ A~ (e —ad)D)]  (4.262)
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seklindedir. Boylece, M’ ve M? matrisleri asagidaki gibi olur.

Bu durumda karakteristik polinom, det(M’', — AI) = 0 seklindedir. Buradan, M',’nin
ozdegerleri igin, 2 = 1 — a? denklemi elde edilir. Bdylece, asagidaki olas1 3 durum

vardir:
a) |a| < 1 (trigonometrik veya A dominanttir.)
b) |a| > 1 (hiperbolik veya V dominanttir.)
C) a = %1 (parabolik veya V = A)
Bundan sonra, 0 < |a| <1 olarak alalim. Ikinci mertebeden denklem olan (4.1.9)
asagidaki sekilde olur:
Wy + (A ()M, + (k+ A)? — (e — aA)*)DWPr = 0 (4.2.63)

M' matrisi, M', sabit matrisinin 6zfonksiyon ve Ozdegerleri aracihig ile

kosegenlestirilir:

a
L=tfI-a? v, = (_1 N az) (4.2.64)

Burada, @ = siny notasyonu kullanilabilir. Bu durumda (4.2.64) denklemi asagidaki

sekilde olur:

sin
A+ = *cosy, vy = (_1 i Zosy) (4.2.65)

Boylece M', T matrisi aracilig1 ile kosegenlestirilebilir:

0
Y. =TY, D =T‘1M’T=(V1_“2 )
R pr» Dg 0 _m

a a
T:(—1+ 1-a? —1—\/1—a2>

(4.2.62)’de yerlerine yerlestirildiginde, (4.2.62) denklemi asagidaki gibi yazilir:

(4.2.66)

sa+k 2 (e + ak)?
_w ! — 2 —_— =
Wy o+ (Jl (x)D,, + ((m +J1—«a Jl) —— )1 =0 (4267)

Y} ve Py, sirast ile Wy nin st ve alt bilesenleri olmak iizere, iki skaler denklem elde

edilir:

—(E)" + W2@) £ W' (x) — E = 0 (4.2.68)
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Burada, siiperpotansiyel

sa+k (e + ak)?
w — _ J1— a2 R ——— 4.2.69
veya
esiny + k _ (e + ksiny)?

W(x) = “cosy + cosy A(x), p (4.2.70)

cos?y
seklinde ifade edilebilir. Burada, ng elemanlar1 iki siiperes Hamilton islemcisinin

6zfonksiyonlaridir.

Bu formiiller, 0 < |a| < 1’de manyetik alanlar i¢in gecerlidir. Ancak bunlar |a| > 1 ile

elektriksel potansiyel durumuna da genisletilebilir.

Trigonometrik durum igin A(x) = Bx segilirse harmonik salinic1 efektif potansiyeli

elde edilir.
4.2.3.1 Harmonik salime potansiyeli: A(x) = Bx

Hesaplamay1 kolaylastirmak i¢in

csa+k
K=—, a=+1-—a? 4.2.71
— J (4.2.71)

notasyanu kullanilirsa, stiperpotansiyel asagidaki gibi olur:
Wkx)=K+aA(x)=K+aBfx, W' (x)=ap (4.2.72)
Ilgili siiperes potansiyeller ise asagidaki gibi olur:
VE(x) = W2(x) + W' (x) = (K + afx)? + af (4.2.73)
(e+ak)?

1-a?
seklindedir. aff = % olarak tanimlanirsa, (4.2.73) potansiyelleri ¢ok iyi bilinen siiperes

Denklem (4.2.70)’den, sliperes Hamilton sisteminin enerji Ozdegeri u =

potansiyel sekline gelir:

w? 12K 2w
Vi(x)=T(;+x> £ (4.2.74)

Buradaki enerji 6zdegerleri ise asagidaki gibidir:

wh = p,_; = nw, n=1273,.. (4.2.75)
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Bu esitlikten, asagidaki Dirac — Weyl denkleminin 6zdegerleri elde edilir:

w
& = —ak iﬁ\/nw, n=123,.. (4.2.76)
Enerji diizeylerinin grafigi sekil 4.14’te verilmistir.

€4 n(K)

Sekil4.14 a = 0.1, = % vew = licinn = 0,1, 2, 3, 4 enerji diizeyleri

Burada, « =0(a =1,8 = w/2) oldugunda sadece manyetik alan vardir. Sabit
manyetik alan igin enerji 6zdegerleri X = ++/nw olur. ng ozfonksiyonlar1 asagidaki

sekilde olur:
1l
lpl.;,n(z(x)) = l/);n(Z(x)) = Cne 2 Hn(z(x)) = (pn(x) (4277)
Burada, C, normalizasyon sabitidir ve z(x) = \/%(% + x) olarak tanimlidir. Bu

coziimler W, = TWp,’de yerine yerlestirilirse, (4.1.3) ile verilen Dirac — Weyl

denkleminin ¢éziimleri bulunur.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak, karbon atomlarinin altigen dizilimi ile olusan 2-boyutlu
grafen incelenmistir (Neto vd. 2009). Grafitin bir tek katmani olan grafen, 2004 yilinda
K. Novoselov ve arkadaslar1 tarafindan sentezlenmistir (Novoselov 2004) ve 2010
yilinda K. Novoselov ve A. Geim bu calismalar1 ile Nobel Fizik Odiiliine layik
goriilmiislerdir. Grafen sahip oldugu onemli Ozellikleri, 6rnegin; sertlik, esneklik,
incelik, iletkenlik, 1s18a duyarlilik vs., nedeniyle ¢ok ilgi ¢ekmistir. Burada 6zel olarak,
siki bag enerji yaklagimi kullanilarak grafenin enerji bant yapisi elde edilmistir. Fermi
diizeyine yakin (Dirac noktalarinda) enerji bantlari, diisiik enerjilerde spektrum i¢in bir

Dirac — Weyl denklemine yol agan dogrusal forma sahiptir.

Daha sonra siipersimetrik kuantum mekanigi yontemleri incelenmistir. Bu
yontemlerden ilk olarak carpanlara ayirma yonteminde c¢oziilebilen bir Hamilton
islemcisinden baglanilarak Hamilton islemcilerinin bir hiyerarsisi olusturulmus ve bu
hiyerarsinin Hamiltoniyenleri arasinda geg¢is yapmayi saglayan diferansiyel islemciler
elde edilmistir. Diger yontemler; Darboux doniisiimii, sekil degismezlik ve baglastirim
yontemleri de gézden gegirilmis ve sekil degismezlige 6rnek olarak Poschl — Teller

potansiyeli verilmistir.

Grafende, % spinli, kiitlesiz rolativistik (goreli) parcaciklarin hareketini betimleyen Dirac

— Weyl denklemi y yoniinde 6teleme simetrisine sahip analitik ¢oziilebilen elektrik ve
manyetik potansiyeller i¢in incelenmistir (Ates 2022). SUSY yontemlerinden biri olan
carpanlara ayirma yontemi kullanilarak, bu alanlara karsilik gelen 2. mertebeden skaler
Hamiltoniyenlerin ¢oziimleri elde edilmis ve Dirac — Weyl denkleminin ¢6ziimleri de
bu stiperes Hamiltoniyenlerin ¢oziimleri cinsinden bulunmustur. Saf manyetik alan, saf
elektrik alan ve birbirleri ile orantili elektrik-manyetik alanlar igin analitik ¢oziilebilme
kosullar1 incelenmistir. Saf elektrik alan i¢in kare kuyu potansiyeli, saf manyetik alan
icin 6rnek olarak sabit manyetik alan, hiperbolik bariyer, trigonometrik kuyu ve her iki
alanin varliginda ise harmonik salinict potansiyelleri ayrintili olarak ¢oziilmustiir. Bu
potansiyeller i¢in Dirac — Weyl denkleminin enerji 6zdegerleri ve karsilik gelen 6z
fonksiyonlar: bulunmustur. Boylece, teorik olan bu ¢alismada SUSY ydntemlerinin bu

tip problemlerin ¢oziimlerini elde etmede nasil kullanildig1 gosterilmistir.
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