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Bu tez dort boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde Laplace denkleminin silindirik koordinatlardaki
ifadesinden yararlanilarak Bessel denklemi elde edilmigtir. Daha
sonra Bessel denkleminin c¢oziimleri olan Bessel fonksiyonlar:1 ve
onlarin 6zellikleri iizerinde durulmustur.

Ikinci béliimde Bessel fonksiyonlar: icin integral gosterimleri ver-
ilmistir. Degigtirilmig Bessel denklemi tanimlanmig, ¢éziimleri olan
Degigtirilmis Bessel fonksiyonlar: ve 6zellikleri verilmigtir.

fJgiincii béliimde Bessel ve Degigtirilmis Bessel fonksiyonlarinin
asimtotik acilimlari, Lommel integralleri ve Fourier-Bessel acilimlari
elde edilmigtir.

Dordiincii béliimde ise dairesel zarin titregimi incelenmis, baslangic
ve sinir kogullar1 altinda 1s1 denkleminin ¢éziimleri bulunmustur.
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This thesis is consists of four chapters.

In the first chapter, Bessel equation is obtained through the cylindrical
coordinates of Laplace equation. In addition, Bessel functions which
are the solutions of Bessel equation and their properties are studied.

The integral are presentations of Bessel functions are the main sub-
ject of the second chapter. Modified Bessel equation is defined and
its solutions modified Bessel functions and their properties are intro-
duced.

In the third chapter, the asymptotic expansions of Bessel and Modi-
fied Bessel functions, Lommel integrals and Fourier- Bessel expansions
are obtained.

In the fourth chapter, the vibration of spherical membrane is inves-
tigated and the solutions of heat equation with initial and boundary
conditions are found.
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1 BESSEL FONKSIYONLARI

1.1 Giris

Bu boliimde

o A A VA A
V¥V = =
52 + o + 572 0 (1.1.1)
Laplace denkleminin silindirik koordinatlardaki ifadesinden yararlanilarak
Bessel denklemi, onun ¢6ziimleri olan Bessel fonksiyonlar ve onlarin 6zellik-
lerinden s6z edilecektir.

1.2 Bessel Diferensiyel Denklemi

(1.1.1) ile verilen ii¢ boyutlu Laplace denklemi i¢in (z, y, z) diizleminde

T=ucos¢ , y=using , z=2z2

do6niiglimleri ile (u, @, 2) silindirik koordinatlarina gecilirse,

BV 10V 1PV PV
T O0u?  uodu  u?dgr 922
denklemi elde edilir. Bu denklemin,

V(u,¢,2) = U(u)2(4)Z(2)
seklinde degigkenlere ayrilabilir ¢6ziimiinii aragtiralim. Tiirevler

Vv au 0%V  d*U o’V d2® 0V d%2Z
Gl T arl b T apl? v ga =gl

Vv? 0 (1.2.1)

olacagindan bu tiirev degerleri (1.2.1) denkleminde yerlerine konulurlarsa,

U 1dU 1 2% 2z
et S0+ - UZ+ ~ U =
722ty Ul pUe =0

denklemi bulunur. U(u)®(¢)Z(z) # 0 oldugundan bulunan son deklem U®Z ile
boliiniirse, )

1 U 14U,  11d%® 1d°Z
T T ud) P EsaE T Zdz 0 (1.2.2)
1
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olur. Bu denklemde ilk ii¢ terim z den bagimsiz oldugundan son terim bir sabite
egittir. Bu sabit C ile gosterilirse,

27
2 =02 (1.2.3)

olur.Yine (1.2.2) denkleminde ilk iki terim ¢ den bagimsiz oldugundan
ticlincii terim bir D sabitine esittir. Bu durumda

d*®

olur. (1.2.3) ve (1.2.4) egitlikleri (1.2.2) denkleminde yerlerine konulur ve den-
klemin her iki yan1 u2U ile carpihrsa,

d*U dUu
2'_ —— 2 =
udu2+udu+(D+C’u)U 0

denklemi elde edilir. Bu denklemde C = k% ve D = —n? segilirse (1.2.3) ,(1.2.4)
denklemleri ve elde edilen son denklem,

d*Z

2
bo_ 127 2.
T k (1.2.5)
d?®
ve
d?U  dU
207V oV 2,2 _ 2\ —
U Fu (k*u®*—n*)U =0 (1.2.7)
bigimine déniigiirler. (1.2.5) ve (1.2.6) denklemlerinin ¢oziimleri
Z(2) = Ae™** + Be** (1.2.8)
ve
®(¢) = Ecosng + Fsinng (1.2.9)
olarak bulunurlar. (1.2.7) denkleminde v = ku doniiglimi yapilirsa,
dv = kdu = il =k
du

W_ i _a
du  dvdu  du Tdv




i(dU) d (dUdz/
du’ du du dv du)

d2U d*U dl/) LW dU d?v o, &U d?U k2d2U
v d? \du dv du?  du? dv?

olup, bu tiirev degerleri (1.2.7) denkleminde yerlerine konulur ve denklem diizen-

lenirse,

L d2U dU 9 o

El——2+yd + (W —n)U =0 (1.2.10)
elde edilir. Bu denklem Bessel denklemi olarak bilinir ve ¢éziimleri olan fonksiy-
onlara n yinci basamaktan Bessel fonksiyonlar: veya Silindirik fonksiyonlar denir.

Eger R,(v) n yinci basamaktan Bessel fonksiyonu ise,

sin

o (ng)e™ (1.2.11)

V = Ry (ku)

fonksiyonu (1.2.1) denkleminin bir ¢6zlimiidiir. Bu tiir fonksiyonlar ”Silindirik
Harmonik Fonksiyonlar” olarak adlandirilmaktadar.

1.3 Bessel Diferensiyel Denkleminin Coziimii

2?y" + 7y + (2 —nPy =0 (1.3.1)
denkleminde z = 0 noktasi diizgiin aykir1 nokta oldugundan bu nokta
komgulugunda

y=1y ca’ (1.3.2)
r=0

Frobenius serisi bigiminde ¢6ziim arayalim. Buradan tiirevler almirsa,

o0

yl = P Z(p + T)CTIZIT_I

r=0

o0
y" =P Z(p +r)(p+71—1)cz™?

r=0

olup, bu tiirev degerleri (1.3.1) denkleminde yerlerine yazihirlarsa,



oo [ ¢]

z? Z(p +7r)p+7r~— ez + 2P Z(p +7)ez”

r=0 r=0
o0 o0
+2P E crx™ T2 — n2g?P E ¢zt =0
r=0 r=0

ya da

zPey(p® — n?) + 2P ey [(p + 1)% — n?)

+22 3 [+ 1)~ e + croale” =0
r=2 (133)

elde edilir.

(1.3.1) ifadesi ile 6zdeg olan (1.3.3) ifadesinde x in kuvvetlerinin tiim katsayilar
sifira esit olmalidir. ¢y sifirdan farkh secilebileceginden z? nin katsayis: sifira
esitlenerek p? — n? = 0 indisel denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokleri
p = Fn dir. Diger terimlerin katsayilarinin sifira egitlenmesiyle ¢; = 0 ve

[(p+r)2 —n2]c, +c2=0 ; r>2
indirgeme formiiliinii elde ederiz. Buradan r = 2,3,... i¢in
[(p+2)2 —n2]02+c0 =0= (p+n+2)(P—n+2)cz = —Cy
[(p+3P —nYla+c=0=> (P+n+3)(p-n+3)cs=—c
[(P+4)2—nYes+c=0=(p+n+4)(p—n+4)cs = —c (1.3.4)

(p+5)2—nles+c3=0= (p+n+5)(p—n+5)cs = —c3

seklindedir. (1.3.4) ifadesinden goriildiigii gibi ¢;,cs,cs,- - - katsayilan ¢y dan
bagimsizdir. Bu durumda ¢; e bagh olan tiim katsayilar

63:C5=...:Czn_1="’=0
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olur. Diger katsayilar ise,

cy = — %
T l-n+2)(p+n+2)
= & 135
T ot -ntdptnt2)@rnid) (1.3.5)
_ (=1)"co
o B —ntDp-ntd) .. p-nt2EInt2).  prnt2r)

seklinde ¢ katsayisina bagli olarak bulunur.

Simdi n ¢ Z olmak iizere (1.3.5) ve (1.3.2) de p = Fn koyalim. Eger p = n ise
¢ozim,

z2 z?

2@n+2) T 2-42n+2)(2n + 4) —)

y = coz"{1 -

olur.cy 6zel olarak

secilirse,

:2F$n {1- z + ad -}
"I(n + 1) 22n+2)  2-4(2n+2)(2n+4)

y

olur. Buradan,

_ = (_1)T T\nta2r
%wy—Z;HHn+T+D(Q (1.36)
fonksiyonu elde edilir ki bu fonksiyon birinci gegit Bessel fonksiyonu olarak
bilinir. Burada n > 0 olup x in her sonlu degeri i¢in yakinsaktir.




Ikinci ¢oziim p = —n icin (1.3.5) ve (1.3.2) den

CE2

11?4

= i1 — + — e
y =z 2(—2n+2)  2-4(-2n+2)(-2n+4) }
olur. ¢q 0zel olarak
i 1
¢ 2T (—n + 1)
secilirse n < 0 icin ¢ozlim,
" .’II2 .’L'4

{1-

y:’

2-7T(—n + 1) 2(—m+2) 2 4mi(2mtd) i

Tonle) = 3 (e (131)

—ril(-n+r+1)
elde edilir.

O halde n ¢ Z iken Bessel diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimii;

y = AJn(z) + BJ_n(z)

olarak bulunur. Burada A ve B keyfi sabitlerdir.

Diger taraftan eger n sifir ya da tam sayi ise bu iki ¢6ziim farkli degildir. Eger
n = 0 ise bu iki ¢oziim agikar olarak 6zdestir. Eger n tamsay ise (1.3.6) ve (1.3.7)
serilerinden goriiliiyor ki n in negatif tamsay1 olmas: halinde J,(z) ve n in
pozitif tamsay1 olmas: halinde ise J_,(z) tammh degildir. Giinkii I'(—n+7+1)
ifadesi 7 = 0,1,---,mn — 1 icin sonsuzdur. n in tamsay1 olmas: halinde J_,(z)
serisi 7 = 0,1,- -, — 1 i¢in tamimsizdir. Bu terimler yerine sifir alinarak seri
r = n den baglatilir. O halde,

Tnla) =2 r!F(—(; i) r +1) (1;)-%27

T=n

yadar=mn+sigin

o0 ~1)* T\ nt2s
Jon(z) = (-1)" Y s!F(’f(L ¥ )s +1) <§)

s=0



J_n(z) = (=1)"J,.(2) (1.3.8)

elde edilir. Buradan goriildiigi gibi n in tamsay1 olmasi durumunda J,(z) ve
J_n(z) fonksiyonlari lineer bagimhdir. Bu durumda ikinci bir ¢éziim bulmaya
ihtiyag vardir. Bunu agagidaki durumlarda ayr1 ayri inceliyelim.

Durum 1:(n = 0 hali)
n = 0 igin (1.3.1) denklemi ,
?y" + 2y + (2 — %)y =0
mzyu + xyl + x2y =0
sekline doniigiir. (1.3.2) ve (1.3.5) den ¢oziim,

$2 x4

wr2r  propprae )

y = cozP{l — (1.3.9)

olarak bulunur. Indisel denklemden n = 0 igin p = 0 bulunur. (1.3.9) denkle-
minde p = 0 konulursa,

x? z?
Yy = 60{1—2—2+2—2L§—...}
72 ozt
= fl- = 4 F
ol -t o)

. % (_1)7' Lyop
=92 D@
y = codo(x)

elde edilir. Burada Jy(x) fonksiyonu 0 1nc1 basamaktan 1 inci gegit Bessel fonksiy-
onudur. Indisel denklemin kokleri esgit yani p; = 0, p, = 0 ise ikinci ¢6ziim,

y(z) = %. . dan bulunur. (1.3.9) esitliginin her iki yaninin p ye gore tiirevi
p:

alinirsa,
dy _ d D x2 x4
d_p B dp{CoiL‘ [1 (p+2)2 + (p+2)2(p+4)2 ]}
P z’ z?
= cpzP Inz{1l — L + FED R e}
$2 2 z4 2 9
’ B + .3.
+ cox {(p+2)2p+2 (p+2)2(P+4)2(p+2 p+4)+ } (1.3.10)



olur. p = 0 igin degeri (1.3.10) de yerine yazilirsa,

22
2292 2242

2
7 (1.3.11)

elde edilir. ¢gInz in katsayis: olan ifadenin Jy(z) oldugu gézoniinde tutulur ve

+ cof (§+ +...}

K,(a:):lnxJo(x)+{;—z— z +1)+...} (1.3.12)

2el T3
denirse (1.3.11) ifadesi

dy B z? gt 1
(d_p)p=o = alnaly(a) +eolgz - g+ g) 4}

halini alir. Bu durumda,

elde edilir. Yy(z) fonksiyonuna 0 1nc1 basamaktan 2 inci gegit Bessel fonksiyonu
denir.

Durum 2:(n pozitif tamsay1 ise)

co = c(p + n) olarak alinirsa (1.3.2) ve (1.3.5) dan ¢oziim,

2

R S I TSR
$4
+ p—n+2p-n+a)p+n+2)p+n+4) —...}

=c(p+n)2P{l - )+

(p—n+2)(p+n+2
N (__1)71—11.211—2 }
(p-n+2)...0+n-2)p+n+2)...(p+3n~2)

4 (=D c(p + n)zP+2n
(p—n+2)~--(p;rn—2)(p+n)(p+n+2)-~(p+3n)

x{1- (p+n+2)(p+3n+2)

4
T
+ p+n+2)p+n+4)+3n+2)(p+3n+4)

i, (1.3.13)



olur. (1.3.13) egitliginde p = —n konulursa,

(—=1)"cz™ (- 12 N zt _
y (=2 (n—1)2*n!V" " 202n+2)  2-42n+2)(2n+4)
(-1)"c z" x? zt

N (—1)»-12n=1(n — 1)! 2"n!{ B 2(2n+2) + 2-4(2n + 2)(2n + 4) — o}

c

Y= —mc]n(ﬂf)

bulunur. Indisel denklemin koklerinin arasindaki fark tamsay: ise ikinci ¢oziim
y(z) = dip [(p + n)y] dir. p = Fn ve n € Z oldugundan (1.3.13) in her iki

yanimin p ye gore tiirevi alinir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

2

dy x
- = 1 +:L'p]_— +...
ap VTS { (p—n+2)(p+n+2)
(_1)n—1x2n—2
+ ¥
p—n+2)...(p+n—-2)(p+n+2)...(p+3n-2)
[(p+n+2)+ (p—n+2)]z?
P i
+ clp+nat{ (p+n+2)%(p—n+2)2 o4
N (_1)n—1cxp+2n
p-n+2)...(p0+n—-2)p+n+2)...(p+3n)
x{1+-+1+1++1}
p—n+2 p+n—2 p+n+2 p+3n
2
x {1- ad
(p+n+2)(p+3n+2)
+ z }
(p+n+2)p+n+4)(p+3n+2)(p+4n+4)
N (_ 1)n—1 cxp+2’n.
p-n+2)...p0+n—-2)p+n+2)...(p+3n—2)
x il () )
(p+n+2)(p+3n+2)'p+n+2 p+3n+2°
olur. Bu denklemde p = —n ahnirsa,



C 11;2

_mJn(az)lnx—l—cx {1+m+...
x2n—2
2~4...(2n—2)(2n—2)...4-2}
(—=1)"leg™
(—2n+2)...(-2n—2)(-2)-2...2n
{_ 1 — 1 ..._}.+}. + 1 +1
n—2 2n-4 2 2 2n—2  2n
2 4
L S ad —..}
22n+2)  2-4(2n+2)(2n +4)
(1) lez™ z? 1 1

(—2n+2)...(—2)-2...2n{2(2n+2)(§+2n+2)—"'

dy c A z?
<E¥;)p:_n (= 1)!Jn(a:) Inz+cz {1+ m+
z.2n—-2 c
NI W s T s sy Lo R
cx™ i 1 1
22n—1(n — 1)!n!{2(2n+ 2) (5 + 2n + 2) Y
elde edilir. Ozel olarak ¢ = —2"(n — 1)! secilirse ¢bziim,
1 z?
= - 2" (n—1)lz™" —_—t ...
Y Jo(z)Inz (n—1)z7™{1+ 2en—2) +
$2n—2 1
+ 2-4---(2n—2)(2n—2)---4-2}_'22‘]"(“'”)

+

A TS S
2nn! *2(2n+2)'2  2n+2

bulunur. Bu egitligin her iki tarafindan

(

+

|

+...+

N~
| =

ifadesi cikarilirsa,

10



.’172

Yo(z) = Jo(z) Inz — 2" H(n — )z~ {1 + 3@n=19)

+...

mZ'n.—2

4. (2n—2)(2n—2)...4-2}
1

11 1
1ttty —)Jn(z)
d )—...)

n z? 1
n+1 (1.3.14)

+

(

+

2
1
2
1
> (1+

2nn! {2(2n +2)

elde edilir.

1 1 1
B(r)=7+5++-  ve 80)=0

olarak tamimlanirsa (1.3.14) esitligi,

1132

Yo(z) = Ju(@)lnz —2""Y(n—1)lz™"{1 + ——‘2(2n —9)

2n—2

+ .-

4 (2n 2)(2n — 2) - i3

2-

1 ( 1)1‘ T n+2r
2 n)ZT'F n+r+1)(2)

L

2

2 oF n+1 3«T+ §GR0) + @+ r) ~ B(n)

gekline doniiglir. Buradan

2

Yo(z) = Ju(z) Inz — 2"“1(1% — 1)!3;’“{1 + 2(2%—25 4.
x2n~—2
NI P sy e SR
1 -1 o\ nt2r
32 r(£+1+1) (5™ ) + o+
Jo(z)Inz — = z—% —T_l ( )_n+2r

. o (_1)1' n+2r
_igrlr(n+r+1){ (T)+¢(n+r)}(2> + (1.3.15)
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olarak bulunur. Y,(z) fonksiyonuna n yinci basamaktan ikinci cesit Bessel
fonksiyonu denir. Genel ¢6ziim G,(z) ile gosterilir ve

Gn(z) = AJ(z) + BY,(2)

olarak ifade edilir. Burada A ve B keyfi reel sabitlerdir.

1.4 J,(z) Bessel Fonksiyonu i¢in Baz indirgeme Formiilleri

- —1) z 2r
(o) = ZD r!I‘('r(z + 3« sy IOU

Bessel fonksiyonunun x e gore tirevi alinirsa,

o (n + 27. n+2r—1
Z rIT( n—l—r—l— 1) pnLgg
r=0

bulunur. Her iki taraf x ile ¢arpilir ve diizenlenirse

o0

1)"(n + 2r) @
'I‘ n+r+1) 2

Zyntar (1.4.1)
r=0

> ( 1)7‘ n+2r ( 1)77‘ n-+2r
:nZT'F(TL+T+1)(2)+ * Zr'Fn+r+1)( )

Do = (=1)" L \ntar-1
wIi(@) = nh() 23 i D )

elde edilir. Bu egitlikte r yerine s + 1 konulursa,

(-1)* &
sT(n+s+2)"2

zJ, (z) = nJp(x) —xz

)n+2s+1

zJ,(2) = ndy(z) — Jp41(z) (1.4.2)

bagintis1 bulunur.(1.4.1) da I'(z + 1) = 2I'(z) oldugu gozoniinde tutulursa,
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(=1)"2(n+r)—nlz (m)n+2r—1

rn+r)Cn+r) 2\2

2M8EM8

(- )rgx nt2r-1 2 (1) (—n T\ n+2er
riC(n+7)2 (2) ' +§r!§“($)+('r +)1) (5) '

= (=1)r T\ nt2r—1 i 1) T\ 42w

- xgm(a) ' —ngrll“(?(z:3~+1) "

elde edilir. (1.3.6) esitligi gozoniinde tutulursa,

zJ, (2) = 2Jp1(z) — nJp(z) (1.4.3)
elde edilir. (1.4.2) ve (1.4.3) egitlikleri taraf tarafa toplanir ve x# 0 ile boliiniirse,

2J,(z) = Jn-1(2) = Jnsa(@) (1.4.4)
elde edilir. (1.4.4) de n = 0 almir ve (1.3.8) esitligi gbzoniinde tutulursa,

Jo = - (1.4.5)

olur. (1.4.2) ile (1.4.3) esitlikleri taraf tarafa ¢ikarihir, her iki yan x# 0 ile boliinir
ve diizenlenirse,

?;-’Jn(x) = Jni1(2) + Joa(3) (1.4.6)

elde edilir. (1.4.3) esitliginin her iki yan £"~ ile carpilir ve gerekli diizenlemeler
yapilirsa,

L (@) = 2" n-1(0) (1.47)

bulunur. Benzer sekilde (1.4.2) esitliginin her iki yanimin 7"~ ile garpihip diizen-
lenmesiyle,

d —-n — —-n
a[x Jn(z)] = =271 (2) (1.4.8)

elde edilir. (1.4.4) esitliginin x e gore tiirevi alimir ve her iki yan 2 ile garpilirsa,
22J,,(z) = 20 (2) — 2T (2) (1.4.9)
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olur. J,_,(z) ve J,,,(z) degerleri (1.4.4) esitliginden elde edilir, (1.4.9)
egitliginde yerlerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

22J1(2) = Jn_(2) — 2J(z) + Jnsa(z)
elde edilir. Bu iglem r-kez tekrar edilirse,
rir—1
(2—!)Jn—r+4(m) e
(1) e (2) (1.4.10)

2’J,(1’) (z) = Jnr(z) = rdp_ria(x) +

olur. Elde edilen (1.4.2),(1.4.3),(1.4.4),(1.4.5),(1.4.6), (1.4.7),(1.4.8) ve (1.4.10)
esitlikleri J,(z) Bessel fonksiyonu icin elde edilen baz1 indirgeme bagintilaridir.

Benzer indirgeme bagintilar1 J_,(z) Bessel fonksiyonu igin de elde edilebilir.
Bunlardan bazilarini gorelim.

Tnl®) =2 T!F(~('r: i) : Y G

r=0

Bessel fonksiyonunun x e gore tiirevi alinirsa,

J/ (x) i Z (—1)’(—77, + 27') .’Ii_n+2r_1

" ril(—n+7r+1) 2-nt2r

r=0
bulunur. Her iki taraf x ile ¢arpilir ve diizenlenirse

o

) (z) = Z (=1)"(~n + 2r) (f) —nt2r (1.4.11)

ril(—n+7r+1) \2

r=0

e DTy (Do
__ngrlf‘(—n+r+1) (2) +2;TII‘(—n+r+1) (5)

/ ] (_l)r T\ —nt+2r—1
:cJ_n(:r) = —nJ_n(m) +z rz:; (7' — 1)|1-\(_n +r4+ 1) (5)

elde edilir. Bu egitlikte r yerine s + 1 konulursa,

zJ_(z) = —nJ_n(z) — xi ST (-1)° ; (g)—n+2s+1

-n+s+2

gJ_ (2) = —nJ_p(z) ~ 2J_n41(z) (1.4.12)
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bagntist bulunur. (1.4.11) da I'(z + 1) = zI'(z) oldugu gozoniinde tutulursa,

( ) [2( n+T) +’I’L]£ (f)—n+27—1
ri(—n+r)l(-n+7)2 \2

(-1)72 xy\-nt+2r-1 2 —1n I\ —n+2r
m% (5) ' + ; r!F(Enl—?— r+1) (5)
Fﬁ%:,)%?) (3) T "; r!r(—(; i) 1" +1) (3) o

elde edilir. (1.3.7) esitliginden,

Il
MS &MS

ﬁ
Il
o

YL

o

r=

!

zJ_,(z) = nJ_n(z) + zJ_n_1(x) (1.4.13)

bulunur. J,(x) Bessel fonksiyonlar i¢in elde edilen diger indirgeme bagintilar
benzer yolla J_,(z) Bessel fonksiyonu igin de elde edilebilir.

1.5 n Tek Tamsaymmn Yarisi iken J,(z) Bessel Fonksiyonu

(1.3.6) de n = 5 alirsa,

_n ()T qmyE
Ji(a) = ; T + 1) (2) (15.1)
dir.['(z + 1) = zT'(z) ve ['(3) = /7 olduklar1 gdzéniinde tutulursa,

1 1, 31,1 (2r+1)!

Dt 2= (4 0+ 5) = 0+ 0= 3) - 55T(G) = V7

olur. Bu son esitlik (1.5.1) de yerine konulursa,

[ 2 ) 2
§ ' 27‘+1 :
L T 27‘ + 1 Tz (15.2)

olarak bulunur. Benzer iglemler n = —% igin yapilirsa,

J_i(z \/‘Z DI \/;%cosx (1.5.3)

olur. Buradan goriildiigi gibi £ € Z olmak iizere J;, 1 Bessel fonksiyonlan siniis
ve cosiniis fonksiyonlan cinsinden elde edilebilirler.
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1.6 DBessel Katsayilar:

Teorem 1.6.1 z pozitif bir says ve (7 0

—r

bir komples dediskeni gdstermek tzere

ol

(t—'ie') =

NgE

e Jo(2)t" (1.6.1)

¢}

]

-

dir. Burada F(z,t) = e3®=1) fonksiyonu J,(z) Bessel fonksiyonu icin dodurucy
fonksiyon olarak bilinir.

Ispat: e® iistel fonksiyonunun z = 0 noktasi komsulugundaki seri agilimi
gozoniinde tutulursa, (1.6.1) ifadesinin birinci yam

o<}

r
-1 _ (= i(-ﬁ)’
e Zr!<2> 2 5=

r=0 $==i

- Y )

3=0 r=i

seklinde yazilabilir. n = 7 — s bélge donlgiimi yapilirsa

Evis D 9 —1)¢ 23+nn
K=Y g (5)

3=0 n=-3
olur.
n
AS A
L——-&———a——o——q——o—— —— o — —— — ¢ — —— — & —
. ; t
' « ‘ f 1 .
—_—— e N —— — O — B — O —— — & =
. : . ; : ) ) ;
: v , ' !
_—— ——— — O — —— — O — »——0—+—9———9——,——
‘ : ' n=r-s
—_—,r—— — - — ——— - — - — - ——— — -— —— — & —
. ; )
] B } E H
— e ————— —— — - — —— . — - — & —
. . i :
oo ‘ P
- —>
- . - . .r> . . . ¢ >

0<ss<xo seZ

Qsr<= reZ — - e

0<s<x seZ

s<n<x ne&Z
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Yukaridaki gekil (r,s) indis giflerinin r — s = n doniigiimii ile (s,n) indis giftlerine
nasil déniistiigiini gostemektedir. Bu sekil yardimiyla e3¢5 egitligi,

egu_a:iis_!(%—%( >2s+n iZ S|(nfss)‘ (m)2s+ntn

o0

eg(t‘%):ZZS!((ni)s)! (5)" e Z 25 n—lk)l)' (5w

n=0 s=0 n=—00 §=—n
(1.6.2)
seklinde yazilabilir. n > 0 icin t* katsayilarn
<
—1)¢ 2s+n
Z S'((n ._l_)s)l (%) = Jn(fl,')
il !
egitligini vermektedir. n < 0 ise bu durumda m = —n konumu ile " in katsayisi
yine
o (_1)5 T\ 2s+n 0 T\ 25-m
Z st(n+s)! (5) p Z sl(s — (5)
S=—n sS=m
e )s+m T\ 2s+m
B Z sl(m + s)! (5)
s=0

= (=1)"Jn(z) = (-1)7"Jn(z) = (-1)"J-n(z) = Jn(z)

olarak bulunur. Bulunan bu egitlikleri (1.6.2) de yerlerine yazarsak,

-1 00
e3t-9 = Z Jn(as)t"+ZJn(x)t”

n=—oo n=0
= i Jn(2)t"

elde edilir ki bu istenilendir.
Burada J,(z) ler t" lerin katsayilari oldugundan J,(z) fonksiyonlarina ”Bessel

Katsayilar” da denir. Bessel katsayilarinin bircok o6zelligi vardir. Bunlardan
birkag1 agagidaki gibidir.
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(1.6.1) esitliginde ¢ = ¢*® alinirsa,

g3 = Z e ], (z (1.6.3)
n=--00
olur. Bu egitlikte
it — e ‘
sin¢g = — ve €™ = cosng + isinng

olduklar1 gézoniinde tutulursa,

giesing — Z (cosng + isinng)J,(z)
bulunur. Buradan
) -1 00
eesing — Z (cosng + isinng)J,(z) + Jo(z) + Z(cos né + isin nd)J,(z)
n=—00 n=1
= Jo(z) + Z(cos ng — isinng)J_,(z) + Z(cos nd + isinng)J,(z)
n=1 n=1

seklinde yazilabilir. J_,(z) = (—1)"J,(z) oldugu gézdniinde tutulursa,

o0

e=sind = Jo(z) + Z(Cos n¢ + (—1)" cosnd + isinng — i(~1)" sinng)Jn(x)
n=1
e = Jo(z) + Y _[2c08(2n¢) Jan(2) + 2isin((2n — 1)) Jon-1(z)]  (1.6.4)
n=1

elde edilir. € = cosz+isinz oldugu gdzoniinde tutularak (1.6.4) esitliginin
reel ve sanal kisimlar ayrilirsa,

cos(zsin @) = )+2 Z cos(2ne) Jon () (1.6.5)
ve
sin(z sin ¢) = 2 Z sin((2n — 1)¢) Jon-1(x) (1.6.6)

olarak bulunurlar.(1.6.3) esitlifinde ¢ yerine § — ¢ alnirsa egitlik
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e_;_(ei(%"ﬁﬁ)_e—i(%—ﬂs)) Z ezn( ¢)J

n=—00

_e—i:z:
2

sekline doniigiir. Burada yeniden Lisi = sin z oldugu gozdniinde tutulursa,

greosd = Y [cosn(g — ¢) +ésin n(g. — §)]Ju(z)

N=~-00

elde edilir. Buradan

-1

eTesd = Z [cos(%I —ng) + 1lsin(%7T — n¢)]Ju(z)

n=—0oc

+ Jo(z) + Z[cos(% — ng) + ism(’—gf — 1¢)]Jn(z)
= Jo(z)+ Z[cos(% —ng) — isin(% — ne)]J_n(z)

+ Z[cos(%E —ne) + isin(n% — 1)) Jn(z)

n=1

seklinde yazilabileceginden ve J_,(z) = (—1)"J,(z) oldugundan

st = )+ }: cos(-—— —ng)+ (-1)" cos(——— - ng)

+ 4 2l =) = (-1)"sin( = ()

=1

z:ccos¢ _ Jo + 2[2 cos 2n¢)J2n( )

4-2i(—~1)""1 cos((2n — 1)@)Jon—1(z)] (1.6.7)

olur. e¥ =cosz+isinz oldugu gozoniinde tutularak (1.6.7) egitliginin reel
ve sanal kisimlarn ayrilirsa,

cos(zcos @) = )+ 22 " cos(2n¢) Jon (z) (1.6.8)
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ve

sin(z cos @) = 2 }:(—1)”“1 cos((2n — 1)@) Jon—1(z) (1.6.9)

n=1

bulunur.(1.6.4) ve (1.6.7) ifadelerinden de goriildiigii gibi e*52¢ ve eiocsé
fonksiyonlar1 Bessel fonksiyonlar: cinsinden seriye agilabilirler.

1.7 Bessel integrali

(1.6.5) ifadesinde n yerine r alimir, egitligin her iki yani cosn¢ ile garplllr ve 0
dan 7 ye kadar integrali alinirsa,

/ ' cos(z sin ¢) cos ngd¢ = / W[Jo (z)+2 Z cos(2r¢)Jor(z)] cos npdd
0 0 r=1

= / ' Jo(z) cos ngdg + 2 / ' Z cos(2r @) Jor (z) cos nede
0 0

r=1
= 2 /0 ;cos(2r¢)J2,(a:) cos ngde

() n=2rise

o {0 n # 2r ise

elde edilir. Benzer sekilde(1.6.6) ifadesinin her iki yamimn sinng ile carpilip, 0
dan 7 ye kadar integrallenmesiyle,

/ ' sin(z sin @) sinngdg = 2 / " Z sin((2r — 1)@) Jor—1(z) sin ngde
0 0 r=1
{ 0 n# 2r —1 ise

wdn(z) n=2r—1ise
elde edilir. n € Z7 igin bu son iki egitlik taraf tarafa toplanirsa,

Tn(z) = / 7r[cos(::; sin ¢) cos ng + sin(z sin @) sin n@|dé
0
= /W cos(ng — z sin ¢)d¢
0
Jo(z) = 1 /7r cos(ng — z sin ¢)d¢
0

T (1.7.1)

bulunur. Burada n sifir yada pozitif tamsayidir.

20



Teorem 1.7.1 n herhangi bir tamsay: ise

Jn(u +v) = ZJ T (1.7.2)

r=—00

dir. n nin pozitif tamsayr olmass halinde ise

o (u+ ) ZJ(u s +Z( 1) [ () T (0) + T (0) Tr ()] (1.7.3)

r=0
dir.
Ispat: n herhangi bir tamsay1 olsun. (1.6.1) esitliginde z = u + v alimrsa,
z Iy (u+v) = er@iii=4)
n=-—0o0

u(t— Ly Ly(t— l)

= g2 )e

olur. Yine (1.6.1) esitligi gozoniinde tutulursa,

> M n(utv) = Z " J (u) Z £°J,(v)

Z Z Jp () Js(v)t™+
r=—00 s=—00 (1.7.4)

elde edilir. Bu esitligin ikinci yaninda n = r 4+ s alinirsa s = n — r olup,

Yo thutv)= > Y T, (o)t

n=-—00 N=—00 r=—00

olur. " in katsayilar1 karsilagtirilirsa,

(U + v) ZJ(U mr

r=—00

elde edilir ki bu n in herhangi bir tamsay1 olmas: halinde gegerli olan egitliktir.
Bu son egitlik

Jnfutv) = ) J(uw)nr(v)

r=—00
-1

SR IOTARORS S TOEA
r=—00 r=0
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geklinde yazilabilir. Birinci toplamda r yerine -r alinirsa,

o0 o0
W (u + ) X;J_, Jnr (v +20J Jor(®) + D Jr(u) e
7= r=n-+1

olur. J_,(z) = (—1)"J,(z) oldugu gozdniinde tutulur ve son toplamda r yerine
n + r alinirsa,

o0 oo

n(u+v) Z I () Jn—r( Z(—I)TJ,.(u)Jn+r(v) + Z Tntr(0)Jr(v)

r=0 r=1 r=1

bulunur. Yine J_,(z) = (—1)"J,(z) ifadesinden yararlanilirsa,

oo

(4 + ) Z Jo(u )+ S (-1) [J,(u)Jn+,(v) + T (1) J_,(v)]

=0 r=1

elde edilir ki bu ise n in pozitif tamsay1 olmas: durumunda gegerli olan esitliktir.

1.8 J, Bessel Fonksiyonu igin Neumann Toplam Formiilii

> Tn(@) (k) = eFED D" (k) (1.8.1)

elde edilir. Bu ifadede x yerine b , k yerine e” ve n yerine de r konulursa,

Z J zrﬂtr_ £ (etf —e—if) z J. bezB

r=—00 r=—00

iZ _ ,—1i% . v
olur. £=*— = sin oldugundan

i J,(b)e Pt = gt sinb Z J, (be®P)tr

r=—00 r=—00

bulunur. Yine (1.8.1) ifadesinde x yerine ¢, k yerine e~*" ve n yerine de s konursa
aym yolla
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i Js( —zs'yts _e-‘—g—‘-sm'y i Js(be-i'y)ts

S=—00 S=—00
elde edilir. Bu son iki egitlik taraf tarafa carpilir ve diizenlenirse,
o0 o0
Z J, (b)eirﬁtr z Js( —zs'yts _ et(bsmﬂ ¢siny) Z Z J, bezﬂ be—z7)tr+s
r=—00 S=—00 r=—00 §=—00

olur. (1.7.4) esitligi gézoniinde tutulursa,

o0 o) o
Z Jr (b)eirﬁt'r Z Js(c)e_is7t8 = e%(bSinﬂ—csm'Y) Z Jn(be'bﬂ + Ce-i’)‘)tn
r=—00 §=—00 ne—oo

(1.8.2)

bulunur.

a = b(cos B+ isin B) + c(cosy — isin-y)

olsun. Burada a = be* + ce™ ve B, v acilan ise bsin f — csiny = 0 olacak
sekilde segilsinler. Bu durumda

a = bcosf + ccosy

olur. a, b ve ¢ bir iicgenin kenarlar1, y ve § agilar ise sirasiyla b ve ¢ kenarlarinin
kargisindaki agilar olsunlar. Diger agiya ise o denirse, @ = m — (8 + ) olur.
Buradan

a? = (beosf +ccosy)? + (bsin B — csiny)?
= b4 c® + 2bccos(B + 7)
= b?+c? - 2bccosa

bulunur. (1.8.2) esitliginde r yerine n ve s yerine de -n alunrsa,

Z Jn(b)emPtm Z J_n(c)e ™™ = Z Jn(a)t"

n=-—0o0 n=—00 n=—o0

S (@)t = E [ Z Ja(B)T_n(Q)EF |10

n=—oo n=—o0 n=—00

olur. Bu son esitlikte t* in katsayilan kargilagtiriirsa n = 0 olmak zorundadur.
Dolayisiyla,
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W@ =S T} o)+

n=—0o0

elde edilir. Burada a = v/b% + ¢ — 2bccosa ve 8+ = 7 — o degerleri yerlerine
konulurlarsa,

Jo(Vb% + c2 — 2bccosa) = Z ™" I (8)J_n(c)

= {; ™™= I.(0) J_n(c) + Jo(b)Jo(c)

x
+ Y e () _u(c)
n=1
olur. Birinci toplamda n yerine -n almir, J_,(z) = (=1)"J,(z) ve
e” = cosz + isinz

olduklar1 gozoniinde tutulurlarsa,

Jo(Vb2 + ¢ — 2bccos ) = Jy(b)Jo(c) + 2 i(—l)”]n(b)Jn(c) cos(nm — na)
= Jo(b)Jo(c) + 2 i Jn () Jr(c) cos(na) (1.8.3)

olarak elde edilir.

1.9 Bessel Fonksiyonlar: igin integral Gosterimi

22y +ay + (2 —nPy =0
Bessel diferensiyel denkleminde y = z™z doniigiimii yapilir ve tiirevler alinirsa,

Y =nz"z + 22

"=nn - 12" 22 + 2z + 22
Yy

bulunur. Bu tiirev degerleri Bessel diferensiyel denkleminde yerlerine konu-

lurlarsa,
- — ! n —
’n(n — 1)z %z + 2220212 + 17122 4 a2l + 2 4+ 2™ 22 —n22h2 =0
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n2z"z — nz"z + 2nz" 2 + 222" 4 nxz 4 2 + 22 — n2z"r = 0
"2 + (2n + D)2y + 222 =0

elde edilir. Her iki tarafin %! ile boliinmesi ile,

z2'+ (2n+1)2' +z2=0 (1.9.1)
bulunur.Bu denklemin,
z= / d(N)e*=dA (1.9.2)

bi¢iminde bir ¢6zlimiini arayalim. Burada ®(A) fonksiyonu daha sonra belir-
lenecek olan belirli bir fonksiyondur. (1.9.2) nin x e gére tiirevleri alimirsa,

7= / AB(N)e*dA

2" = / 20 (\)erdA

olur. Bu tiirev degerleri (1.9.1) diferensiyel denkleminde yerlerine yazilir ve
gerekli diizenlemeler yapilirsa,

/ (200602 + 1)z + 2()(2n + )A]dA = 0 (1.9.3)
elde edilir. Burada ®(})), fonksiyonu

%(I)()\) (A2 +1) =d(\)(2n +1)A (1.9.4)

diferensiyel denklemini saglayacak gekilde secilen bir fonksiyon olsun. Bu egitlik
gdzoniinde tutulursa (1.9.3) denklemi,

/ =[s0 ()2 +1) + %{@(A)()\Z +1}]ar=0

/ [az;e*ﬂ"cb(,\)(,\2 +1) + (N (X2 +1) + e"z<I>()\)2)\] d=0
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d Py 2 _
/d)‘e B(A)(A? +1)dA = 0

seklinde yazlabilir.
O(\) = B\ (M2 + 1) (1.9.5)

denilirse yukaridaki integral,

d
/ £ 6()dr =0

halini alir. Buradaki integralin sifir olmasi ©()) fonksiyonunun integralin
simrlarinda egit degerler almasiyla mimkindiir. (1.9.4) in her iki taraf
®(A) (A% +1) ile boliiniirse,

BN +1)] (N (@2n+ 1A
a2+ e+ 1)

(2n+1)A2
X212

olur. Burada her iki yanin A ya gore integrali alinirsa,

2n+1

In{®\)(X*+1)} = In(A*+1)+InC

In{®(A\) (A2 + 1)} = In{C(\% + 1)*%*}
SN (A2 +1) = C()? + 1)*+2
(N =C(M\+1)"% (1.9.6)

olarak bulunur. Burada C keyfi bir sabit olup 6zel olarak 1 degeri verilirse (1.9.2)
den ¢Oziim,

2= / ()2 + 1) 3 d)

olarak bulunur. Bu durumda Bessel diferensiyel denkleminin ¢dziimii ise,
y =" / (A2 4+ 1)~ d) (19.7)
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dir. ®()) degeri (1.9.5) de yerine yazilirsa,

0 = e®d(\)(\2+1)
— e)‘:c()\2+1)n+-1§

olur ki bu fonksiyon, integralin sinirlarinda esit degerler alir. (1.9.5) ve (1.9.7)
fonksiyonlarinda A yerine ¢\ konulursa,

y=z" / e22(1 — A2)""3g)
ve
O(\) = e=(1 — )\2)n+%
olarak bulunur. ©()) fonksiyonu sinirlarda esit degerler aldigindan n > —% icin,

o(N) = e?=(1 — )] = ¢
A1

ez',\lx(l . )\12)n+% = ¢ih%(] — )\22)n+%

olur. Bu egitlik Ay = —1, Ay = 1 icin saglanir. Dolayisiyla Bessel denkleminin
¢ozimi,

1
I=z" / eP2(1 — A2)"~2 ) (1.9.8)

1

olarak bulunur ki bu bir Bessel fonksiyonudur.

[» o] .
A _ (idz)”
¢ - Z r!

z)a: (iaz)>r+!
- + Z (2r +1)!

r=0

oldugu gbzoniinde tutulursa (1.9.8) egitligi,

2r ) 2r 1
/Z ’\‘” A7 (1 - xy-tan

r=0
2r+1

Z)\.’II 277.—-1'
+ x/z Gy AT




seklinde yazilabilir. A ya gére A*" , 1 — A? fonksiyonlan ¢ift ve A1 fonksiyonu
tekdir. Iki tek ya da iki cift fonksiyonun carpimu ¢ift, biri tek digeri ¢ift fonksiy-
onun carpimui ise tektir. Simetrik aralikta tek fonksiyonun integrali sifir, cift
fonksiyonun integrali ise integral arahgimin yansinin iki katina egittir. Dolayisiyla
yukarnidaki integral,

I=z" f: %2—2 /01 AT (1= A2)zd) (1.9.9)

r=0

degerine esittir. Esitligin ikinci kismindaki integralde A2 = p alimirsa integral
ifadesi,

1 1
[ ea—seprian= g [ wrta - wrd
0 2 Jo
olur.

B(z,y) = /0 Y1 - t)¥~tdt, B(z,y) = ——g((z)f_(g)),f‘(x +1)= xF(x),F(%) =

olduklan gdzéniinde tutulursa,

B(r + %,n-{— %)
L(r+3HT(n+3)
Pn+r+1)
15/ (n+1)
2 T(n+r+1)

olarak bulunur. Bu ifade (1.9.9) de yerine yazilirsa,

1
/ AT(1= A2 Ed) =

0

N = N =

S (1) VAT )
I=z Z @2r)! T(n+r+1)

r=0
— 1 n = (__1)1' T\
= Vrl(n+ 22 ; ril(n+r+1) (2)
1 n
I= ﬁl‘(n—l— 5)2 Jn(:r) (1.9.10)
olur. n > —% icin (1.9.8) ve (1.9.10) den,
Jn() = —— (5)” / : (1 — 22" ) (1.9.11)
Vrl(n+ %) 2 -1
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olarak bulunur. Yine n > -—% icin A yerine —A alinirsa,

Tn(z) =~ (f)" / R T Y (1.9.12)
VL (n+3) \2 -1
olur. (1.9.11) ve (1.9.12) taraf tarafa toplamr ve e—’”Te_’i = cosz oldugu

gozoniinde tutulursa,
2 T\" 1 1
(z) = ——— (= Az)(1 — X2z d)
Jn(2) JTm =D (2) /0 cos(Az)( )2
olarak bulunur. Bu son egitlikte A = sin ¢ alimirsa J,(z) fonksiyonu,
Jo(z) = 2 (f)n /1 cos(z sin @) (cos ¢)**d¢
mT A+ ) \2/
seklinde ifade edilir. Son olarak ¢ yerine 7 — ¢ alinir ve
sin(z —y) =sinzcosy — coszsiny , cos(z—y)=coszcosy+sinzsiny
olduklar1 gézoniinde tutulursa,
Jo(z) = y & (E)n /1 cos(z cos @) (sin ¢)*"d¢
" VaL(n+3) \2/ J,

olarak elde edilir.

1.10 G,(z) Bessel Fonksiyonu

(s

Gn(z) =

_n(z) — e 10.1
2sinnm {J a(e) e J"(x)} (1.10.1)
fonksiyonu 2 inci gesit Bessel fonksiyonu olan Y;,(z) in yerine kullanilabilir. Simdi
bunu gorelim. n sifir ya da tamsay: iken (1.10.1) in sol tarafindaki pay ve payda
sifira gider. Dolayisiyla sifir boli sifir belirsizligi olur. e** = cos z+¢sin z oldugu
gozoniinde tutularak L’Hospital kural uygulanirsa,

s L

— (cosmm — isin mw)—Jm(x)]

om

Gn(z) = lim

Jim o m(Z) + (7 sinmm + im cos mm) S ()

(1.10.2)

seklinde elde edilir. (1.3.6) de n yerine m alinirsa,
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_v = T\ M2
In(@) =2 rIl(m+r+1) (5)

r=0

olur. Bu ifadenin m e gore tiirevi alinirsa,

0 = (-1 T\ mt2r
%Jm(:c) B Z ril(m+ 7+ 1) (5) ln(g)

r=0

B irm (-7  D'(m+r+1) (f)mﬂf

—ril(m+r+1) T(m+r+1) \2
0 T = (-1)" M(im+r+1) fz\m+or
T o(z) = In(Z) I (z) — d
5 Jm(@) = 10(5)/m(2) ;0 P(m+r+1) D(m—+r+1) <2)
(1.10.3)
bulunur. Yine (1.3.6) de n yerine -m alinirsa,
T
e riT(-m+r+1)\2
olur. I'(z)I'(1 — ) = 57— esitliginden yararlanihrsa,
n—1
(_1)7' T\ —m-+2r
Jom(z) = mer \ o
; rT(1— (m —r))fe=g <2)
o0
(_1)7' T\ —m+2r
* Tz:; ril(—m+r+1) (2)
n—1 .
_ (=1)r sin(m — r)w x\-mt2r
- TZ___; 7! L(m=r) T (5)
o]
(__1)7‘ T\ —m+2r
i Tz:; ril(—m+7+1) (2)

halini alir. sin(z — y) = sinz cos y — sin y cos z ve n tamsay iken cosnr = (—1)"
olduklan g6zoniinde tutulursa,

n—1

Z I'(m —r)sinmn (x) —m+2r

J_m(z) = . — =

2

r=0
had (-1)" T\ ~m+2r
* ; ril(—m+r+1) (5)
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elde edilir. Bu ifadenin de m e gore tiirevi alinirsa,

%J—m(x) _ _jz;:I‘(rr;‘— T) sin;mr (%) ~me2r " (g)
+ t;—:{r/ ("T;!— r) Sin;n'ﬂ' n I‘(m;'— T) cos mﬂ’} (g) —m+2r
B ; T!P(—(n:?; ) @)_mw In (%)

= (=1)" I'(—m+r+1) fz\-m+2r
Z i (_)

+ —m+r+1) T(-m+r+1) \2

r=n

olur. Bu egitlik diizenlenirse,

sinmm

%J_m(x) = —_In (g) Jom(@) + 2 %{P (m—r)
+T'(m —r)cos mw} (§>—m+2r

> (—1)T PI(—m +7r+ 1) T\ —m+2r
2> riD(-m+7+1) T(-m+r+1) (5) (1.104)

r=n

bulunur.(1.10.3) ve (1.10.4) esitlikleri (1.10.2) de yerlerine yazilirlarsa,

Gn(z) = lim - { —In (g) J-m(z) + g %{Pl(m —7) sin mm

m—n 2 COSMT vl

+ T(m—r)cos mﬂ} (%) e
= (1) Tlmer i
+ Z ril(-m+r+1) I‘(—:r?:-—l*-r —_l—l-ll)) (g) ’

r=n

+ w(sinmn + i cos mw) I (z) — [ln (g) JIm(z)

> r!I‘(TEL——l}); 1) 11:((:: : ; : 11)) (_;«_)mw] | cosmm —isin mr| }

r=0

elde edilir. y Euler sabiti olmak tizere n € Z* , v > 0 igin

‘I’(x)=%ln1“(a:+1) . U(n)=¢(n) —v

e ..:.7: ; J_n(x) = (-—1)an($)
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sinnm =0 wve cosnm=(~1)"

olduklarn gozoniinde tutulursa G, (z),

ue) = 3 - (F)aier+ S (2

+ (—1)" i (—1)T\Ij(_n + 7‘) (E) —n42r

< rIl(~n+r+1) \2

-G ue SR ()

halini alir. Burada egitligin sagindaki ikinci toplamda r yerine n + r alimir ve
egitlik dlizenlenirse,

Gn(z) = %{-—2ln< ) Z D(n—r) ( )—n+2'r

() ayr | Q) Ur) gy
* ; ril(n+r+1) (5) + Tgo ril(n+r 4 1) (5) * szn(x)}

olur. Esitligin sag tarafindaki ikinci ve tigiincii toplam birlesgtirilirse,

Gp(z) =—1In (g) Jo(z) + %nz—l I(n—r) (32;_) ~n+2r

7!
7'.__

I~ (1) ¥(r) + ¥(n+7)] /2 ( >n+2r+.];z'7r] @)
2 n

*3 — riC(n+r+1) 2
n— 1

z 1 — 7 — 1)l fzy\ -2

== () e+ 5 2 T (5)
1 ® (._.]_)" nt2r 1
+§§m—+—r)!{®(r)+@(n+r) 27} (2) + szn(m)
(1.10.5)
olur. Burada (1.3.15) ve (1.3.6) egitlikleri gbzoniinde tutulurlarsa,
1
Gp(z) ==Y, (z) + (In2 — v+ §i7r)Jn(:r) (1.10.6)

elde edilir. Buradan,

Yy(z) = —Gn(z) + (In2 — 7+ %z’w)Jn(x)

32




olarak bulunur. Bu esitlik ve (1.10.1) den

Ya@) = ~5 o {Jon(e) — " Ia(2) } + (27 + —;—iﬂ)Jn(:z:)

elde edilir. n € Z igin e~ = cosz + isin z oldugu gdzdniinde tutulursa,

{J_n(:c) — COS nﬂJn(x)} + (In2 — ) Jn(z)

T

Yalz) = - 2 sin nr

olarak bulunur. Buradan goriiliyor ki G,(z) fonksiyonu 2 inci gesit Bessel
fonksiyonu olan Y,(z) in yerine kullamlabilir.

(1.10.1) egitliginde n yerine -n almir ve sin(~z) = —sinz ifadesinden yarar-
lanilirsa,
— ____7_1-__ _ pinmw
Gon(z) = 2 sin(—n) {Jn(x) ¢ J_”(x)}
T —inw
~ —2sinnr {Jn el —g J_n(x)}
inT T _ —inm
4 e‘ 2sin nw { Jn(z) =& n (a:)}
= €™"Gp(z)

olarak elde edilir. Burada n € Z~ i¢in €™* = cosz + isinz , cosnm = (—1)" ve
sin nm = 0 olduklan g6zoniinde tutulursa,

G_n(z) = (-1)"Gn(z) = Ga(z) = (-1)"G-n(z)
olur. Bu esitlik ve J,(z) = (—1)""J_,(z) esitligi (1.10.6) da kullanilirsa,

(~1)"Gn(z) = ~¥a(e) + (02 = 3+ 5im)(~1) " Jn(a)

bulunur. Buradan,

Yn(x) = (_1)—n{_’G—n(x) + (ln2 -7+t %iﬂ)J—n(x)} = Yn(x) = (_1)_nY—n($)

olur. O halde,

Yon(z) = =Gon(z) + (In2 - 7+ %iw)J_n(z)

olarak elde edilir.
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1.11 G,(z) Bessel Fonksiyonu i¢in Bazi Indirgeme Formiilleri

(1.10.1) in her iki yanimn x e gore tiirevi alinirsa,

Go(@) = 5 { Ton(@) = " ()]

~2 sin(n)

olur. Her iki tarafin x ile ¢arpilmas ile,

2@, (z) = 2—Sl—n7r(n—7r){x.]l_n(x) - e‘i"’rmJ;(a:)} (1.11.1)

bulunur. zJ_, (z) = nJ_n(z) + 2J_n_1(z) ve zJ,(z) = nJo(z) — Jpp1(z) in-
drgeme formiilleri (1.11.1) de yerlerine yazilirlarsa,

! ™ —inm —inm
zG,(z) = m{nJ_n(m) +xJ_p1 — e nd,(z) + € mJn+1(x)}
™ —inw —inm
= "Osinnr {J_n(m) —e (m)} T3 sin(n) {J—n—l (z) +e n+1($)}
olur. sin nw = —sin(n+1)7 ve e~ = —e~ D7 glduklar gdzoniinde tutulursa,
! T —inm
zG, (z) = Ny {J_n(x) —e Jn(a:)}
s

__ o—i(n+)w
Dy Y gy {J_n_l(:v) e Jn+1(x)}

bulunur. Burada (1.10.1) esitliginden yararlambrsa,

zGp(z) = nGr(z) — 2Gpy1(z) (1.11.2)
indirgeme bagntis: elde edilir. Benzer sekilde zJ_,(z) = ~nJ_n(z) — 2J_n11(z)
ve zJ,(z) = —nJn(z) + £Jp-1(z) indirgeme formiilleri (1.11.1) de yerlerine
yazilir, sinnr = —sin(n — 1)7 ve 7" = —¢~#?=I7 olduklan gozoniinde tutu-
lursa,

/ T —inw
2Gn() = o sinnm {J_n(x) —° J"(m)}
m

- _ o—in—1)m
3 sin(n — 1)m { Jnti(z) —e J""l(m)}

olur. Yine (1.10.1) esitligi kullanilirsa,

z2Gn(z) = —nGn(z) + 2Gp-1(z) (1.11.3)

G, (z) fonksiyonu icin bagka bir indirgeme bagintis1 elde edilir. J,(z) ve J_,(z)
icin bulunan biitiin indirgeme bagintilar1 benzer bir yolla G, (z) Bessel fonksiy-
onu i¢in de elde edilebilir.
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Not: Y,(z) = AJy(z) + BG,(z) formunda olan herhangi bir Bessel fonksiyonu
da biitlin indirgeme bagintilarin saglar. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. Simdi
bunu gorelim:

Yo(z) = Adn(z) + BG,(z)

fonksiyonunun x e gore tiirevi alinir ve x ile garpilirsa,

zY, (z) = AzJ, (z) + BzG,(z) (1.11.4)

bulunur. Bu denklemde (1.4.2) ve (1.11.2) indirgeme bagmntilan kullanilirsa,

Y, (z) = AnJu(z) — 2Jpt1(z)] + B[nGr(z) — 2Gpi1(z)]
= n[AJp(z) + BGp(z)] — 2[AJp11(z) + BGpiy1(z)]
= nY,(z) - zYn1(z)

bulunur. Simdi de (1.11.4) esitliginde (1.4.3) ve (1.11.3) indirgeme bagintilar:
kullanilirsa,

zY, (z) = A[-nJu(z) + 2J5-1(2)] + B[-nGn(z) + 2Gn_(z)]
= —n[AJn(z) + BGp(z)] + 2[AJp_1(z) + BGp_1(z)]
= —nY¥,(z)+ z¥,_1(z)

elde edilir. Buradan goriildiigii gibi Y,(z) = AJ,(z) + BG,(z) formunda olan
bir Bessel fonksiyonu da J,(z) ve J_.(z) igin elde edilen indirgeme bagintilarim
gercekler.

1.12 Bessel Fonksiyonlar1 Arasindaki iligki

Teorem 1.12.1 Eger, P(z) ve @Q(z) n yinci basamaktan iki Bessel fonksiyonu
ise o taktirde

P)Q(@) - Pa)Qla) = - (L121)

dir. Burada C keyfi sabittir.

Ispat: P(x) ve Q(x) fonksiyonlar: Bessel fonksiyonlar: oldugundan Bessel difer-
ensiyel denklemini saglarlar. Bu durumda

z?P"(z) + zP'(z) + (2 — n®)P(z) = 0

saglanir. Her iki taraf xs# 0 ile boliiniirse,

35




2 _ .2

T n

zP"(z) + P'(z) +

" P(z)=0

olur. Bu esitlik ise,

P(z)

x

d / 2 2
P (a) = (v - 22)

bigiminde yazilabilir. Aym iglemler Q(x) i¢in tekrarlanirsa,

Q(z)

z

£ Q@) = (v - 27

bulunur.

S eg@=m - e (-T2 Lpig)

egitlikleri taraf tarafa garpilirsa,

P(z) d
Tz dz

2@ (@) = (n* — ) LD L1 pr(a

z dz

(n* — 27

olur. Bu esitligin her iki tarafi %= ile ¢arpilir ve diizenlenirse,
§ g nc“—=zx

P(o) 1 [oQ (2)] - Qo) (5P (a)] =0

elde edilir. Bu esitlik agik bir bigimde yazilirsa,

P(z)Q'(z) + zP(z)Q"(z) — P'(z)Q(z) — zP"(z)Q(z) = 0
olur. Bu ifadeye zP'(z)Q’'(z) eklenip gikartilirsa,

P(z)Q'(z) + zP'(z)Q'(z) + zP(2)Q"(z)
—-P'(z)Q(z) — zP'(z)Q'(z) — zP"(z)Q(z) = 0

bulunur. lk i¢ terim zP(z)Q'(z) in tiirevi ve son ii¢ terim de zP'(z)Q(z) nin
tiirevi olup,

2 BPEQ/(@) - P (D)R()] =0
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2 {PE)Q @) - PE)QE)]} =

elde edilir. Her iki tarafin x e gore integrali alinir ve x ile béliiniirse,

! / C
P@)Q () - P(2)Qlz) = 7
bulunur ki bu istenilendir.
Lemma 1.12.2
Jn(@)J_(2) = T, (2)J_n(z) = —28?:” (1.12.2)

dir.
Ispat: (1.12.1) esitliginde 6zel olarak P(z) = Jo(z) , Q(z) = J_n(z) almirsa,

Jn(@)J_(z) — T, (2)_p(z) = _g

olur. Buradan esitligin her iki tarafi x ile carpilir ve £ — 0 i¢in limiti alinirsa,

lim [mJn(x)J'_n(m) -~ xJ,;(x)J_n(x)] =C (1.12.3)

olur. Simdi sirasiyla limg 0 2J,(z)J_, (%) ve limgy_ozJ,(2)J_n(x) degerlerini
hesaplayalim.

zJ_ () = —nJ_p(2) — £J-ps1(z)

indirgeme bagintisimin her iki yam J,,(z) ile ¢arpilirsa,

2Jn (), (2) = —nJp(2)J_n(z) — 2Jp(2)J_nt1 (2)

bulunur. Bu egitligin her iki yaninin £ — 0 igin limiti alinirsa,

lgr(l) zJn(2)J_, (z) = lim —nJ, (z)J_p(z) — il_r)% zJn(2)J—ns1(2) (1.12.4)

z—0

olur. (1.3.6) ve (1.3.7) esitliklerinden

1)r+s T\ 2r+2s
z)J-nla er‘s'Fn+r+1)P(—n+s+1)( >

r=0 s=0
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ve

(_1)r+s I\ 2r+2s+1
In(2)Jnta(z ZZ risil(n+r 4+ DI'(—n+ s+ 2) (§>

r=0 s=0

olup, bu esitlikler sirasiyla -n , x ile ¢arpilir ve £ — 0 igin limitleri alinirsa,

}:E)I(l)—nJ( z)J_n(z) = F(n-}-l_). I'(1-n)

ve
:lclf)% () Jp1(z) =0
elde edilir. Bu degerler (1.12.4) egitliginde yerlerine yazilirlarsa,

il_r%m.] ()7 (@) = I'(n+ 1-;I‘(1 - n)

bulunur. Diger taraftan benzer gekilde,

zJ (2) = nJ_n(z) — £Jpsa(z)

indirgeme bagintis1 J_,(z) ile carpilirsa,

2J (2)J_n (@) = nJn(2)J_n(z) — TJps1(2) T (z)
‘olur. Her iki tarafin £ — 0 igin limiti ahnirsa,
lim zJ, (2)J_n(z) = lim 1, (2)J-n(2) — im ©J541(2)Jn(2)

bulunur. (1.3.6) ve (1.3.7) esitliklerinden

1)r+s T\ 2r+2s
In(z)Jn(z) = ZZ risil(n+r+ 1)I(-n+s+1) (_2—)

r=0 s=0
ve

(1.12.5)

(1.12.6)

1)7-+5 T 2r4-28+1
In+1(Z)J-n(T ZZ risil(n+7r+2)T(—n+ s+ 1) <§>

r=0 s

olup bu egitlikler sirasiyla n , x ile carpilir ve £ — 0 i¢in limitleri alinirsa,

I'(n+ 1I(1 —n)

ilir(x) ndp(z)J_n(z) =
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ve
}:IE’I(I) zdp41(z)J_n(z) =0
elde edilir. Bu degerler (1.12.6) esitliginde yerlerine yazilirlarsa,
-n
F(n+ 1I'(1 —n)

bulunur. (1.12.5) ve (1.12.7) egitlikleri (1.12.3) in sol tarafinda yerlerine
yazilirlarsa,

lim zJ,(2)J_, () = (1.12.7)

T(n+ 1—)1“(1 —n) T(n+1)T(1 —n)

lim 5[ Jo(2)J.0(2) = Jo(2)Jn(2)] =

olur. Burada I'(z + 1) = 2I'(z) 6zelligi kullanilirsa,

lim 2| Jo(2)/a(2) — Jp(2)-n(e)] = R Rl gy ey
1 1
T TT@ri-n) " Tm+)I(—n)
bulunur.
L(@)I(1 - z) = —zl(-z)l(z) = sinﬂﬂ'm
ve
D(—z)I(1 4+ z) = 2T'(—2)[(z) = si;jm

olduklar1 gézoniinde tutulursa,

lim & [ Jo(2)Jo(2) ~ Jy(5)a(e)] = TR SRR

z—0 Vi Vi

= ——ginnmw
T

elde edilir. Buradan C degeri —% sin nm olarak bulunur. Bu ise istenilendir.

Sonug 1.12.3

Tn(2) 1 () + Jn (@) Jnn (g) = 22O (1.12.8)

T

dir.
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Ispat: (1.12.2) nin her iki yan x ile garpilirsa,

Jo(z)zJ., (z) — 2J(2)J_n(z) = _QSin nw

™

olur. Burada zJ'(z) = ~nJ_p (%) —2J_nt1(z) ve 2J3,(z) = —nJn(z) +2Jn-1(z)
indirgeme bagntilan kullanihrsa,

2sinn7w

Jn(2) I 5 () = 27, (2)J-n(2)

—nJp(2)J_n(z) — 20 (2)Jn+1(2)
ndp(2)J-n(z) — 2J_n(2)Jn-1(2)

= Ja(@)n42(@) + J-n(@)Jn-1(2)]

T

+ i

bulunur. Buradan istenilen elde edilir.

Sonug 1.12.4

2 sin nw

T (@) e (2) = T (7)1 (z) = (1.12.9)

TL
dir.

Ispat: Yine (1.12.2) esitligi x ile carpilir ve zJ',(z) = nJ_n(2) + zJ_n-1(2) ,
zJ' (z) = nJn(z) — 2Jnt1(z) indirgeme bagintilan kullanilirsa benzer yolla,

0
2o (2) ne1 (£) = BT () T () = Sf; 7
bulunur. Bu ise istenilendir.
Lemma 1.12.5
Go(@)J.(z) — C.(2)Ja(z) = % (1.12.10)

dir.

Ispat: (1.12.1) esitliginde P(z) = Gn(z) ve Q(z) = Jn(z) almr ve x ile
carpilirsa,

2Go(z)J,(2) — 3G, (z)Jn(z) = C (1.12.11)

olur. Simdi sirasiyla 2G,,(z)J,(z) ve 2G,(z)J,(z) ifadelerini bulalim. (1.10.1)
esitligi ile zJ, (z) carpilirsa,

40




Gy (2)J,(z) = 5 si;r mr{J_n(:v) - e‘i"”Jn(x)}xJ;(:c)
= 3 siz nﬂ{xJ;l(a:)J_n(a:) - e*i""xJ;(x)Jn(x)}

bulunur. Benzer gelilde (1.11.1) ifadesi ile J,(z) carpilirsa,

TG, (2)Jn(z) = 5 siz — {xJ_’_n (z) — e7""zJ. (z) } Jn(z)
= e (P @V n(@) ~ €T () Jn(0) }

elde edilir. Bu egitlikler (1.12.11) da yerlerine yazlirlarsa,

26n(2)7,(@) = sCu(alale) = 5ol (a)onla) - € n (2) )
- (e @ (@) — e, (2) ()]

! !

A(@)0a(3)] = 5=—2|J,(@)on(e) = I_n(@)Jn(c)]

2sinnm

T [Gn(x)J,;(a:) -G
olur. Bu esitlikte (1.12.2) kullanilirsa,

!

2|Gal2) o (5) — Go(@)Jn(z)] = 1
elde edilir. Buradan C sabiti 1 olarak bulunur. Bu ise istenilendir.

Sonug 1.12.6

Gt (2)Jn(7) = G () Jasr (z) = % (1.12.12)

dir.
(1.12.10) nin her iki tarafi x ile ¢arpilirsa,

Gn(z)zd,(z) — G, (2)Jn(z) = 1
olup bu esitlikte
zG(z) = nGr(z) — 2Gpi1(z) ve 2J)(2) = nJp(z) — zJny1(z) indirgeme
bagintilar kullanihirsa,
ZGpi1(2)Jn(z) — 2Gp(z) Jpsr(z) = 1

elde edilir. Boylece istenilen bulunmug olur.
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Lemma 1.12.7

Tn(@)Y,(e) ~ Jo(z)¥ale) = = (1.12.13)
dir.
Ispat: (1.12.1) esitliginde P(z) = Jn(z) ve Q(z) = Y, (z) alimr ve x ile carpilirsa,
2Jn(2)Y,(z) — zJ,(2)Ya(z) = C (1.12.14)
olur. Simdi sirasiyla 2J,,(2)Y,(z) ve zJ,(z)Ys(z) ifadelerini bulahm.

Yolz) = — Ten {J_n(a:) — cos mrJn(.'z:)}
+ (In2 —v)Jn(z)

s

ifadesinin x e gore tiirevi alinir ve zJ,(z) ile carpilirsa,

T (@) n(z) = - {xJ'_n(x)Jn(m)—xcost;(x)Jn(x)}

2sin nw
+ (In2- 'y)a:J;(:c)Jn(x)

bulunur. Ayn ifade zJ,(z) carpilirsa,

m

Ya(@)Jy(5) = —5—— {2 (2)J3(z) — = cos mJn(x)J,;(x)}
+ (In2—7)zJn(z)J,(z)

elde edilir. Bu esitlikler (1.12.14) de yerlerine yazilirlarsa,

it

Il

zY, (z)Jn(z) — 2Ya(2)J5(z) Y {xJ’_n (z)Jn(z) — 2 cos an;l(x)Jn(:r)}
(In2 — VzJ, (z)Jn(z)

3 siz — {m,]_n(x) Jy(z) — z cos ann(x)J,'L(x)}
— (In2 — 9)zJn(z) I, ()

L ROMCEEMOMO)

+ o+

2sinnmw

olur. Burada (1.12.2) esitligi kullanilirsa,
z [Y,;(x)Jn(x) - Yn(x)J,;(x)} =1

elde edilir. Buradan C sabiti 1 olarak bulunur ki bu istenilendir.
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Sonug 1.12.8
1
Jn41(2) Yo (z) — Jn(2) Yot (z) = - (1.12.15)
dir.

Ispat: (1.12.13) in her iki yam x ile carpilirsa,

Jo(2)zY, (z) — zJ, (2)Yo(z) = 1

olur. Bu esitlikte Y, (z) = nY,(z) — 2¥o+1(z) ve zJ.(z) = ndp(z) — 2Jp41(2)
indirgeme bagntilar: kullanilirsa,

Jn41(2)Yn(z) — 2Jn(2) Yot (z) = 1

bulunur. Bu ise istenilendir.
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2 BESSEL VE  DEGISTIRILMIS = BESSEL
FONKSIYONLARI ICIN INTEGRAL GOSTERIMI

2.1 Girig

Bu béliimde Bessel fonksiyonlar igin integral gosterimleri bulunacaktir. Daha
sonra Degistirilmis Bessel denklemi tamimlanarak ¢oziimleri olan Degistirilmis
Bessel fonksiyonlar1 ve onlarin ézelliklerinden soz edilecektir.

2.2 Bessel Fonksiyonlar: i¢in integral ifadelerinin Ek Gésterimi

Teorem 2.2.1 n> —1 ve z > 0 igin

y=g" / 3 (cosf)m2 { A (n—Yintifa—(n-1)0)

+ Be—%(n—%)iﬂ—i{z—(n—%)o} }e—2x cot 8 7g (2.2_1)

dir.
Ispat: (1.9.7) denkleminde A = —2v = § alinirsa,
vl =" / g™ mEE (42 ¥ 4i1/)"'%(—2)dv
= —2(F4i)" izt / e 3 (y £ i) idy
olur. y fonksiyonu Bessel denkleminin bir ¢éziimii oldugundan,
y = e / e~ (v £ i?) " idy (2.2.2)
fonksiyonuda Bessel denkleminin bir ¢éziimiidiir. (1.9.6) da A = —2v =44 alinirsa,

O(v) = (F4)" 2C(v £ iv?)"3
bulunur. Burada C keyfi sabittir. Son egitlik ve (1.9.5) den

@(I/) _ e—2uz:|:z':c(:F4i)n+%C(V + iy2)n+%

dir. Burada C sabiti 6zel olarak (F4i)~""7 segilirse,

@(Z/) — e—2uziiz(y + iVZ)n+%
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olur. © fonksiyonu integralin simrlannda esit degerler aldifindan n > —3 icin
bu degerler,

vy
=0

V1

e—2uziiz(y + iy2)n+%

esitliginden 13 = 0 ve v, = oo olarak alinabilir. O halde n > —% igin ¢ozim,

o0
; _ - ovp—1
y= x"ei”/ e 2% (v £+ )" 2dy
0

dir. Bu ¢6ziimlerin herhangi lineer kombinasyonlar1 da ¢oziim olacagindan

o0
Y= mn{Aeim/ e—2um(y + iu2)n—%dy
0

+ Be™ / e~ (y — iyz)"'%dy}
0 (2.2.3)

ifadesi de bir ¢oziimdiir ve bu ¢éziim z > 0 i¢in gegerlidir.

(2.2.3) de v = tan @ geklinde bagimsiz degisken degistirilirse,

5.
y = x”{/ Aee~22100 (tan § 4 jtan? 6)""3
0

1

cos? g &

+ Be ™% me(tan 6 — itan® 9)”'%}

olur. cosz +isinz = €% ve cosz — isinz = e~* olduklan gdzdniinde tutulursa,

o mei (sin®)"3(e)n3
(tanf +itan®9)" "2 = e

ve

itan2g\n—3 _ (sin§)™~2 (e=i)m3
(tanf —itan®9)" "2 = i)

bulunur. Bu esitlikler son denklemde yerlerine yazilir ve denklem diizenlenirse,

$ (sin§)"—3 L y
y = xn/; ((:;20))2”:1 {Aezx+z(n—%)9 + Be—zm—z(n—%)ﬁ}e—2mtm0d9

elde edilir. f yerine § — 0 alinir ve

sin(z —y) =sinzcosy —sinycosz , cos(z —y)=coszcosy +sinzsiny
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olduklar: gézoniinde tutulursa,

3 (COS g)n—% 1 1Nir s 1yg
y = 2" / : { Aeh(n—dirtila—(n—1)0)
o (sin@)2n+l

+ Be—%(n— %)ivr——i{:c—(n—%)ﬁ} }6—2:1; cot 0d9
bulunur. Bu ise istenilendir.

(2.2.1) fonksiyonunda 6zel olarak
A= —igm3=5)in B = je3(nmilin (2.2.4)

secilirse bu durumda ¢6ziim,

7 = g / 3 (cosg)" 3 { _ je—3n=Dyim (n—Lyim+i{z—(n—1)6}
n .
g (sm 9)2n+1

+ ie%(n—%)iﬂe—-%(n——%)ivr—-i{:z:—(n—%)a} }6—2.'1: cot Gdg
— gm / A (Cf)s )" 2 { _ jetle—(n-$)8) +ie—~i{z—(n—%)0}} e—2acotl gp
o (
(

3 xn/% cosg)n—%{ ei{z—(n—%)ﬁ}_e-—i{:c—(n—%)e}
0 )

A }6—21 cot 9d0

—iz

« . iz
halini alir. &=¢

5 = sinz oldugu gozoniinde tutulursa,

n 7 (COS 9)n-% : 1 —2z cotd
Zn =2z ZSI—HW sm{:z; - (n — '2-)9}6 df (225)
0

olarak bulunur.
z — 0 icin (2.2.5) deki integral ifadesi —% < n < 3 deerleri igin yakinsaktir.

Simdi bunu gorelim. (2.2.5) ifadesinin her iki yam z" ile béliiniir ve £ — 0 icin
limit alnirsa,

. Zn(z) % (cos®)™z . 1-2n
lim Z2%) /O g Sin(—50)d9 (2.2.6)

olur.n>—3 ve 0<f<% igin sin(}5220) <sinf oldugundan

s

lim—Z”—(x2 < 2/2(cos 6)"% (sin 6) 2" sin fdf
z—0 ™ 0

us

= 2/2(0089)”"%(sin0)"2“d0
0
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olup z > 0 ve y > 0 igin B(z,y) = 2f0%(cosﬁ)22“l(sin 6)%-1df oldugu
gbzoniinde tutulursa,

z—0 " 4 7 9

o Zn(@) <B(2n+1 1—2n>

bulunur. Bu ise 2 — 0 iken (2.2.5) deki integral ifadesinin —3 < n < % igin
yakinsak olmasim gerektirir.

Lemma 2.2.2 — <n < 3 i¢in

. Zn(x) L(n+ 1)
1 o Sr o\t g)
20 gn ﬁ?”I‘(n +1)

(2.2.7)
dir.

ispat: (2.2.6) esitliginde m = 1 —n alinrsa, -1 < n < 1 oldugundan 0 <m < 1
olur. (2.2.6) ifadesi de

Zn
lim —-@ =2

z—=0 7

/ ’ (cos 6) "™ (sin 0)*™2 sin mfdf (2.2.8)
0

14n 1-n 3

halini alir. =% < z < I igin sinnz = nsinzF (32,152, &;sin” z) oldugu

2
gbzoniinde tutulursa 0 < § < 7 igin

1+m 1—m 3
o A msin g BIPEE" S
sinm mSsin ( 9 s 2 2 SlIl 0)

yazilabilir. Bu deger (2.2.8) de yerine konur ve u = sin?# bagimsiz degigken
degistirmesi yapilirsa,

m 1—
i Znl%) _m/ 1 —g)-Srp (LEm 12m 3N 4
z—0 :E" 2 2 2

bulunur. Yukaridaki esitlikte

F(a,b,c;z) = Z M—"—x”

|
e (€)nn!

oldugu gozoniinde tutulursa,

1 ®© (l+m lom
lim Zn(m) — m/(; um—l(l__u)—kgﬂZ( 2 )n( '2 )nun

z—=0 g™

TC. YU HOERET Tl
DOKURLAN i ¥ G 1ei il 70




elde edilir. B(z,y) = fol =M1 -tV ldt ve (a), = ala+1)...(a+n—1)

B(x,y):% , I'(z+1)=zI'(z) esitliklerinden yararlanilirsa,
. Za(x) o~ (557), (57), 1-m
S (AR

-1 1-m, Hmlom 1-m
1+m34+ml-m 3—m
1—
+ 2 2§§2|2 2 B(m+2,—~2m)+
224
1—m lﬂl—_r(m+ r(ism)
— B 2 2 2
m{B(m, 7 )t r(m13)

N 1—;m3~;m1—2m3—2m F(m+ )1-\

(
52 (=)
1-— m) N Hmiom P (m)T(252)
2
by l-gm 3-;'m 1—2m 3-—2m (m + 1)m11(m P(l_m) }
P ey

olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

= m{B(m,

iy 28—, 15+ P, 1)

0 g 2 3.1!
m(m + 1)(1 — m)(3 — m) 1-m
+ g B(m,———)+...}
1—m l-m,, 1—_m3—_mm(m_|_1)
= mB(m,— ){1+ %1, + -2 %’22 7 +}

= mB(m, 1 ;m)F(l ;m,m,g;l)

bulunur. B(z,y) = L@ vo v >0 y—a— B> 0icin

T(z+y)
1y = LT —a—p)

esgitligi gozoniinde tutulursa,

i Zale) _D(m)P(5®) TI(-3)
%o T T(ER) T+ G- m)
_T(m+1r(se) rEra-2)
[ED  TA+30G-m (a9



olur.

1 1
[(2z) = —T ~)22=~1 2.
(2) = 2L + ) (2.210)
ifadesinde z = —1—'"2L"- alinirsa,
1 1-m m
I(1~m)=—=D(—)[(1 - —)2~™

r(l—%’ﬁ)m ~ %) = VAT~ m)2

ve yine (2.2.10) ifadesinde z = ™ alinirsa,
1
r(—;ﬁ)m + T—;-) = VATl +m)2"

bulunur. Bu degerler (2.2.9) esitliginde yerlerine yazihirlarsa,

Zn(z) _TET(m+1)T(S2I(1 - 2)
0 an  T(i-m) D(HEI(1+7)

elde edilir. I'(z + 1) = 2'(z) ve ['(3) = /7 ifadelerinden yararlanilirsa,

m)

—m)

lim ( ) 22m—1 \/“ (

1-—
z—0 g (—g-

halini alir. m = % — n degeri yerine yazilirsa,

. Zn(z) P(n+ 1)
lim 2% _ g 1)
20 gn \/7?22”F(n +1)

olur. Bu ise istenilendir.

Zn(z) Bessel fonksiyonu oldugundan n > —1 , n ¢ Z i¢in

Zn(z) = CJn(z) + DJ_p(z)

biciminde yazilabilir. Burada C ve D keyfi sabitlerdir. Her iki taraf 2" ile boliiniir
ve £ — 0 igin limit alinirsa,

li 2@ _ C lim J()+D1 Ionle)

z—0 7 " z—+0 bl
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elde edilir.

Gosterilebilir ki n > —3 igin J,(z) Bessel fonksiyonu Z,(z) in bir sabit katidur.
Bunu agagidaki durumlarda inceleyelim.

Durum 1:(0 < n < ; ise)

(1.3.6) ifadesi z™ ile boliinir ve z — 0 igin limit alimirsa,

2r

. Jn(-T) _ . > (__1)7‘ T
ll_r)r(l) z" il—rfll) TZ:% ril(n +r 4+ 1) 2n+2r

1
2" (n + 1)

bulunur. Benzer gekilde (1.3.7) ifadesi z™ ile boliiniir ve z — 0 i¢in limit alinirsa,

(Y = (=1)r p-2nter
lim ——= = lim
z—0 " z—0 o T!F(—n +r+ ]_) Q-n+2r
= ®©

elde edilir ki bu durumda,

. Zy(z) 1 . J_p(z)
o “C2nr(n+1)+Dili% "

(2.2.11)

esitlifinden D sifir olmak zorundadir. (2.2.7) ve (2.2.11) ifadelerinden,

]

1 3 I(n+1) B 1o
Cotnan -V Ermay ~ = V32

olmalidir. Buradan,
1
Zn(z) = /7T (n + E)T"Jn(m)
elde edilir. Bu ifade ve (2.2.5) in birlikte kullanilirsa,

% (cos§)3
(sin 0)27+1

Vrl(n + l)2—”Jn(ac) = 217"/
0

5 sin{z — (n - %)9}6"2“‘“019

bulunur.
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271

Vl(n+ 1)

2ntign % (cosf)™ 1
T Val(n+ 1) / (sin §)2n+1 Sm{x ~(n— )bk wertdg - (2.2.12)
3
1

elde edilir. Buradan goriildiigii gibi 0 < n < 3 igin J,(z) Bessel fonksiyonu,
Zn(z) fonksiyonunun bir sabit katiduir.

In(z) = —=——17%n(T)

Durum 2:(—3 < n < 0 ise)

(1.3.6) ifadesi z™ ile boliiniir ve z — 0 i¢in limit alimrsa,

a(r) L (=1) z?r
lim ——— = hmZOT'F(

z—0 " z—0 = n+r+ 1) on+2r
1
27T (n + 1)

bulunur. Benzer gekilde (1.3.7) ifadesi 2™ ile boliiniir ve z — 0 icin limit alinirsa,

' J—n(fE) c3 (_1)r p—2n+2r

lim ——= = lim

z—0 " 70 £ T'P( n+r+1) 27t
=7 (

elde edilir. Bu durumda (2.2.11) formiiliindeki D sabiti sifir olmak zorunda
degildir. Yine (2.2.7) ve (2.2.11) ifadelerinden,

C =+xl'(n+ %)2‘"

bulunur. Buradan C sabiti gortildigi gibi Durum 1 deki degerle aymdir.
—1 < n <0 igin yine (2.2.12) esitligi gegerlidir.

Durum 3:(3 < n <1 ise)

Bu durumda D sabitinin sifir oldugunu gostermek icin (2.2.5) ifadesindeki
integrali, kismi integrasyon uygulayarak alalim.

1

(cos )3 sin{z — (n — 1)6} B
sin” @

—2x cot 8 — .
e d0 =dv ; (5in 6)71
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denilirse,

— 1 —2xcot
v= 23:6
ve
1, (cos 0)n~% cos{r — 2210} (cos 9)n+§ sin{z — 2210}
du = —_ — - 2 — (2n — 2
! { n 2) (sin §)?n—1 (2n—1) (sin 6)2n

olur. Bu ifadeler (2.2.5) de yerlerine konulurlarsa,

[ (cos@)*z 2n—1 .\ _orcord]?
Z'n,(x) =T l[(—sige—))z;_—lsnl T — 2 f)e 2 ta]:
1, .1 [% (cos)™ 3 2n+1 oz et
+ (n — 5):1: /0 (5in )71 cos ——f)e dé
s 'Il+§
+(2n — 1)z™! /2 E(ﬁ.se—)gn—sin (z _ = 19) g2zt g
o (sinb) 2 (2.2.13)

bulunur. Son esitlikte sagdaki ilk terim n > % icin sifira gider. Diger iki
integral z — 0 oldugunda n < 1 i¢in yakinsaktir. Buradan : < n < 1 icin
lim,_,o[z' 7" Z,(z)] limit degeri sonlu bir deger alirken lim,_,o[z'~"J_,(z)] limit
degeri sonsuz degerini alir. Simdi bunlar1 gorelim.

(2.2.13) esitligindeki ilk integrale kisalik bakimindan I diyelim. I integrali z'~"
ile carpilir ve £ — 0 igin limiti alinirsa,

) ) 1, [% (cosf)" 2 2n+1
l-np) _ _ = -
al)l_I)l’(l)[x Il = glcl_r)rtl)(n 2) | (e @) cos(z 5

1, [% (cosf)"% 2n —I— 1
= (n- 5) o (sin@)z-1 os 6)do

9) e—2m cot 8

olur. cos(?%t0) nin maksimum degeri 1 oldugundan yukardaki egitlik,

lim[z' 1] < (n - —;—)/2(cos@)”‘%(sin9)1_2nd9(sin0)1”2"d0
0

z—0

esitsizligine doniigiir. z > 0 ve y > 0 icin

B(z,y) = 2/2(cos t)2*~1(sint)®1dt
0

oldugu gozoéniinde tutulursa,

52




1 -
lim[z!™"1] < (n 2)B(2n4 !

z—0 - 2

,1—n)

bulunur. Burada 2—"4:—1 >0vel—n >0 dr. Buise limx_m[xl‘"l] ifadesinin
% < n < 1 i¢in vakinsak olmasi demektir.

(2.2.13) esitligindeki ikinci integralin yakinsakhigin gostermek igin (2.2.13) deki
ikinci integrali 11 ile gosterelim. IT integrali z'~™ ile garpilir ve  — 0 icin limiti
alinirsa,

ks 1
: 1-n o . 2 (COSQ)"+5 . 2n—1 ~2zcot§
il_l;r(l)[.’r 11 = chx_r)rg)(Zn 1)/0 “En 0 sin(z — 5 Je df
% (cos )"tz 1-2n
= (n-1 i
(2n )/0 S )% sin( 5 6)do
olur. sin(—z) = —sinz oldugu gézoniinde tutulursa,
g)+2 2n — 1
=nf) = (1 - 2n / e i
hm[ ) Gin 077 sin( 5 6)d
bulunur. 0 < # < % ve 3 < n < 2 icin sin(*426) < sin@ dir. Dolayisiyla

yukaridaki esitlik,

7

hrr(l)[ 1) < (1 - 2n) /2(cos0)"+%(sin0)1‘2"d0(sin )~ dg
z— 0

esitsizligine doniiglir. Yine z > 0 ve y > 0 icin

Blz,y) =2 / * (cos )1 (sint) -1 gt
: ‘

oldugu gozoniinde tutulursa,

(n—3)
2

2n+3
2

. 1-n
lim[z' /1] < B(21-n)

bulunur Burada 22=1 > 0 ve 1 — 7 > 0 dur. Bu ise lim,_,o[z!~"I1] ifadesinin

—5 < n <1 ign yakmsak olmasi demek olup § < n < 1 igin de yakinsaktir.
Buradan lim,_,o[z'""Z,(z)] ifadesi sonludur.

(2.2.12) esitliginde n yerine -n alinirsa,
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J-n(z)

I /% (cos )"z sin(z + 2n+1
CVAl(-n+ 1) Jo  (sing)—2n+

olur. Esitligin her iki tarafi z!~™ ile garpihir ve £ — 0 igin limit ahnirsa,

9)6—22 cot Oda

g ntlgl=2n 13 (cogf) "z 2n+1
: 1-n — . —2xcot
Jimpla™™" ()] Val(—n + 1) / (sin §)-2n+1 sin(z +—5—6)e a6

bulunur. Bu ise <7 < 1 igin

: 1-n .
l%[x J_n(z)] = 0

dur. Buradan (2.2.11) esitliginde ki D sabiti sifir secilmek zorundadur.

3 < n < 1igin Z,(z) fonksiyonu Jn(z) fonksiyonunun sabit bir katidir.

Yani, Z,(z) = KJ,(z) dir. Burada K keyfi sabittir.

(1.4.3) esitliginin her iki tarafi x# 0 ile bolinir ve J,_1(z) ifadesi gekilirse,
Jn1(2) = ZJn(a) + Ty (@)

elde edilir. Bu ifadeyi z > 0 igin Z,(z) fonksiyonuda saglayacagindan,

Zui(3) = Za(a) + Zy(0)
- gKJn(x)+KJ;(x)

olur. K parantezine alinirsa,

Zna(@) = K{ZJn(2) + Jy(c)}
= KJn_.l(l')

halini alir. Eger —% < n < 0 ise Durum 2 den Z,(x) fonksiyonu J,(z) fonksiy-
onunun sabit katidir. Bu durumda (2.2.12) esitligi saglanir. (2.2.12) esitliginin
her iki yani n in siirekli fonksiyonlaridir. Bu formiilln =0 ve n = % olduklarinda
da saglanir. (1.4.2) esitliginin her iki yani x# 0 ile bolinir ve J,.,(x) ifadesi
gekilirse,

Jns1(@) = ZJu(a) - I, (@)

bulunur. Bu indirgeme bagintisindan dolay1 (2.2.12) esitligi 3 < n < 3 igin,
daha sonra da -g— <n< g icin saglanir. Isleme bu sekilde devam edilirse (2.2.12)

esitligi n > —1 degerleri igin de gegerlidir.
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Lemma 2.2.3 £ > 0 ven > —3 igin
1 ; iy [ ) u\" 2
J () = {ezz——(n+§)§m/ ety 3 (1 4+ — d
(@) V2rzl(n + 1) 0 v T Y

N
+ eTimtnty)zm /oo ety (1 — ﬁ) ’ du}
0 22 (2.2.14)

dir.

Ispat: z > 0 ve n > —2 igin (2.2.3) esitligi A ve B katsayilarimin (2.2.4) deki
gibi secilmesinden Z,(z) fonksiyonunun elde edildigini biliyoruz. Buradan Z,(z)
fonksiyonunun bagka bir ifadesi

oo
Zn(x) — xn{eiz—(n—l-%)%ﬂi/ e—2vm(v+iv2)n_%dv
0
00
+ e~im+(n+%)%m/ e_m(v_ivz)"”%dv}
0

olur. (2.2.12) den ise

In(z) = 2 7(2)

VrT(n + 1)

oldugu gozoniinde tutulursa,

_ (Qx)n im—(n+%)%m’ * —2vuz . 9\p—1
Jn(l‘) = m{e /0 € (U+Z’U ) 2dv

oo
—3 1yl _ . 1
+ e zz+(n+2)2m/ e 2”(1)—7/1)2)"' 2d’l)}
0

bulunur. Burada v = 3~ doniiglimii yapilirsa,

" 00 nl . n—1
Jn(.’E) = __£2_x)_~T{eix—(n+%)%7ri/ 6_21:% <£) 2 14 Z_/li 2 @
Val(n +3) 0 2z 27 27
o0 _1 .\ n—i
_iz+(n+%)%m‘/ —2k (i)n (1 i 2 d_u}
Te 0 ¢ 2% o 2
e { iz—(n+3)3 '/oo L, und u\"?
= —_— el n 5 27!'1 1 w d
VT(n + 3) . e 2o + o u

_1 o\ -l
4 eimHnty)ym /oo e u ; (1 - ﬁL~) ’ du}
0 (2z)"*2 2z
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1(233)” {eim——(n—i—%)%m /oc e—uun—% 14 ﬁ't_ " du
(2z)™*z /7T (n + 1) 0 2z

. i
T T / " e (1 4’1)" ")
0 2z
1
1 i:c—(n-i,-i)lm/oo - 1 iu\"2
e 2/2 vymr—s | g el d
V2mzl(n + %){ . € + 57 u

Cun-l
r i [Tt (12 2) )
0 2z

elde edilir ki bu ise istenilendir.

fl

(2.2.2) esitliginde v = 3= doniiglimii yapilirsa, v nin sinirlan 0 ve oo oldugundan
u nun da sinirlar: 0 ve oo olur. Bu durumda (2.2.2) esitligi,

N
y = " eFiT /oo 6—215“; (_"f_)n—% 1+ w ’ d_u
0 JBT 2z 2z

halini alir. Bunlarin lineer bir kombinasyonu da Bessel denkleminin
¢ozlimi olacagindan,

1
n . o0 . n—3
YT (Qx)n#{Aew/ &y (H%) -
T 2 0

i o . n—%
+ Be””/ e U3 (1 - %) du}
0

olarak yazilabilir. Burada 6zel olarak,

A= JZTQ”C"(”“%)§“i ve B=0
F(n + 5)

secilirse ¢Oziim,
(n-tyip 1 [ o [ 1 i \""?
U — o n—s3)5mi ___ezz —u,n—3 1 _— d 2.2.15
n(l') € I‘(n—!— %) %2 /0 e u ( + 2.’L‘> " ( )

olarak elde edilir. Burada n > —% ve z > 0 dir.

Lemma 2.2.4 n > —3 ve z > 0 igin

I}LI&[\/%Jn(x)] = 2cos (y —(n+ %)%w) (2.2.16)

dir.
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Ispat: p herhangi bir tamsay1 ve 0 < y < 27 olmak lizere (2.2.14) egitliginin her
iki tarafi v/27z ile carpilir ve esitligin sag yanina z = 2pm + y donligimu uygu-
lanirsa,

1
1 . ) o0 . n—sz
\/QWIJn(:E) — ____)_{61(2P7r+y)—(n+%)%m/ e—uun—% (1+2_(i1,_)> 2du
0

I'(n+ 3 2pm +y

. -1
+ e—i(2p7r+y)+(n+%)%7ri /oo e“"u"'% (1 e 3y du}
0 2(2pm + )

bulunur. e = cosz + isinz ve siniis , cosiniis fonksiyonlarinin 27 periyotlu
olduklar1 g6zoniinde tutulursa,

1

Varadi(e) = —1—{eiy_(n+%)%m /°° e~Uy™2 1+ _ T du
" I : ——

n+3)

. nel
b e—z‘y+(n+§)§m‘ /oo e—uun—% 1— U 2 du}
0 dpm + 2y

halini alir. Her iki tarafin p — oo igin limiti alinirsa,

1 ) L[ . . n-1
lim [V2rzJ,(z)] = =— lim {ezy—<n+§)§m / o—tiyn— (1 Lt ) "
0

p—0oo C(n+ %) p—oo

+ e—iy+(n+%)%7ri /oo e_uun_% 1— u n-3 du}
0 dpm + 2y

. G / " et
= =~ U U

o9}
—i 1yl., — 1
+ e zy+(n+2)2m/ ety 2du}
0

olur. I'(z) = J;° e *t* 'dt oldugu gdzoniinde tutulursa,

1 , 1v1; 1 ; Iyl . 1

: — y—(n+35)57i - —iy+(nt3)5mi - }

pl_lg)lo[\/QﬂxJn(a:)] I‘(n+%){e 2)2 F(n+2)+e 2)3 I‘(n+2)
eiy—(n+%)%m + e—zy+(n+%)§m’

= 2
2

oy —1ix . .
elde edilir. €= = cos z ifadesinden yararlanilirsa,

p—00 272

lim [v/372J,(2)] = 2 cos (y _(n+ l)Lr)
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bulunur. Bu ise istenilendir.

(2.2.14) esitliginde n yerine —n almir ve benzer gekilde iglemler uygulanirsa,
lim [V27zJ_,(z)] = 2 cos (y +(n - l)177) (2.2.17)
p—00 2792

olarak elde edilir.

Lemma 2.2.5 n > —3 ve £ > 0 igin

lim [V2rzU, (z)] = we¥~("~3)3m (2.2.18)

p—ro0
dir.

Ispat: p herhangi bir tamsay1 ve 0 < y < 27 olmak ftizere (2.2.15) esitliginin her
iki tarafi +/27z ile carpilir ve esitligin sag yanina z = 2pw + y doéniigimii uygu-
lanirsa,

. n—i
VEREU(a) = e DTy [Temn (1 )
(n+3) 0 202pm + 1)

bulunur. e*® = cosz + isinz ve sinils , cosiniis fonksiyonlarinin 27 periyotlu
olduklar: gdzoninde tutulursa,

7r = Dimi [ el 1w "3
VorzUy(z) = =———e~ " 2)2’”/ ey (14— du
0

+
I(n+3) 4pr + 2y

olur. Bu egitligin her iki tarafinin p — oo igin limiti alinir ve istenilen elde edilir.

Lemma 2.2.6 n > —% ve z > 0 i¢in

. 1
i Y L S ix/oo ~u “-*(1 L“)""gd 2.2.19
Gp(z) =e™\"722 Trr D) 52¢ i e"umE 14 o u o (2.2.19)

dar.

Ispat: -1 <n <

oldugundan,

ve £ > 0 igin U,(z) fonksiyonu Bessel fonksiyonu

DO =

Un(z) = Adn(z) + BJ_n(z) (2.2.20)
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olarak yazlabilir. —1 < n < 3 olmak lizere (2.2.20) ifadesinin her iki tarafi

Vv2rz ile carpilir ve p — oo igin limit alinirsa,

lim [V2rzU,(z)] = A lim [V2rzJ,(z)] + B lim [V2rzJ_,(z)]
p—+00 p—r00 p—00
bulunur. Burada (2.2) , (2.2.18) , (2.2.17) degerleri yerlerine yazilirsa,

: : 1.1 1
reV= (=35 — A9 cos (y —(n+ 5)571') + B2 cos (y +(n— 5)%%) (2.2.21)

olur. cos(z — y) = cosz cosy + sin z sin y oldugu goézoniinde tutulursa,

n+1

1.1 2 1 2
cos (y —(n+ §)§7r> = COS Y COS ( nt 7T) + sin y sin ( 7r) (2.2.22)

elde edilir.
. (T : v . :
cos f = sin (5 - 9),sm0 = CO0S (5 - 9),008(—0) = cos f,sin(—0) = —sind

olduklarindan,
cos(2n+17r) Y A (z_2n+17r)
4 p 2 4
= sin ( A 17r>
B 4
2n—1
= —sin ( 7r)
ve

sin (2n+ 177) ~ cos (E _ 2n + lw)
4 - 2 4

_ cos( 2n —1 )

COS(Zn—l >
= v
4

bulunur. Bu ifadeler (2.2.22) esitliginde yerlerine yazilirsa,

cos(y—(n-{—l)1 ) = cosy(—sin(2n4_17r))—|—sinycos(2n4~ 17r)

2’3"
. 2n—-1 L (2n—-1
= smycos( 1 7r)—cosysm( , 7r)

olur. sin{z — y) = sinz cos y — siny cos z oldugu gozoniinde tutulursa,
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cos( —(n—|—1)17r) = si ( 2n— 1 )
v 2/2") T MU T
= sin ( —(n-— 1)1 )
- /3"
elde edilir. Bu ifade (2.2.21) esitliginde yerine yazilirsa,

A 1.1
ret@=(~2)37) = 2 Asin {y —(n— §)§7r} + 2B cos {y - (n+ %)%w}

olur. Buradan,

o 1
mee~in=2)37 = 2 Asin {y —(n— 5)%%} + 2B cos {y ~(n+ ;—)%ﬂ’}

halini alir. ' = cosz + isinz ve
sin(z — y) = sinz cosy — siny cos z, cos(z + y) = cos T cosy — sin siny
olduklar g6zoniinde tutulurlarsa,

cos y(me "D 4 jsiny(re (m2)3T)

2n — 1 -1

= ZA{sinycos( n4 w)—cosysin(2n4 7r)}
2n —1 ) . /2n—1

+ ZB{cosycos( 1 7r)—smys1n( 1 w)}
— 2n—-1

17r)+ZBcos( n4 w)}

_ 17T) — 2Bsin (277,4—~ 17()}

bulunur. siny nin ve cosy nin katsayilar kargilagtirihirsa,

= cosy{ — 2Asin (2n

2
+ siny{2Acos( n

-1

Te i{n=3)3m = _2 Asin (2n

71) + 2B cos (2n4— 17r)

2n —1

. 2n —1
iwe"(“'%)%” = 2A cos ( 7r) — 2Bsin ( n4 7T)

olur. Buradan A ve B katsayilari,
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olarak elde edilir. Bulunan bu A ve B katsayilar (2.2.20) esitliginde yerlerine
yazilirlarsa,

T . T
Un - _ —ina i n
(:c) 2 sin mre J (x) + 2sinnmw J (a:)
m —inmw
"~ 2sinnrw [J_n(a:) — € J"(x)]
= Gy (33)

olur. Burada ——;— <n< % dir. (1.11.2) indirgeme bagntisindan dolay: bu esitlik
n > —% i¢in de gecerlidir. Bu ise istenilendir.

2.3 I, ve K, Degigtirilmig Bessel Fonksiyonlar:

Eger,
22y 4y + (22 - nPy =0

Bessel denkleminde x=it alinirsa,

d? d
(—t%) (—d—£> + tdi; + (-2 -n?y=0

>y dy
= 4+t— — (®+n’)y=0 2.3.1
Lt @)y (23.1)
denklemi elde edilir. Bu denklem Degistirilmis Bessel diferensiyel denklemi
olarak bilinir. ¢t = 0 Degistirilmig Bessel diferensiyel denkleminin diizgiin aykir:

noktast oldugundan Frobenius serisi biciminde ¢6ziim aranirsa ¢oziim,

oo 1 ¢ n+2r
I(t) = rz:% F(r+1)l(n+r+1) (5) (232)

olarak bulunur. Bu fonksiyon 1 inci gesit Degigtirilmig Bessel fonksiyonu olarak
bilinir. 2 inci gesit Degistirilmig Bessel fonksiyonu ise

Ka(?) T

{-a(t) = ()} (2.3.3)

olarak bilinir. Ayni zamanda (2.3.1) Degistirilmig Bessel diferensiyel denklemi-
nin ¢oziimleri J,(it) ve G,(it) dir. Simdi J,(it) fonksiyonu ile I,(t) fonksiyonu

2sinnw
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ve G, (it) fonksiyonu ile K, (t) fonksivonu arasindaki iliskiyi bulalun.

(1.3.6) ifadesinde x yerine it alinirsa,

‘ B 00 (_1)7- it n+2r
M) = Z r‘F(n+r +1) (5)

r=0
e n+2r ¢ n+2r
B ; I‘n+r+1) (2)
(o] ¢ n+2r
_ 4
- Zr‘Fn+r+1)< )

r=

olur. i = cosZ +isinZ , e

(2.3.2) egitligi kullanilirsa,

i 00 )r ¢ n+2r
= 7
; n+r+1) (2)

= e L, (1) (2.3.4)

= cosz + ¢sinz olduklan gozéniinde tutulur ve

bulunur. Benzer gekilde (1.10.1) ifadesinde z = it alinirsa,

{J_a(it) — e J,(it) }

olur. Burada (2.3.4) ve (2.3.3) esitlikleri kullanilirlarsa,

. —Ling o —inm tinw
Gn(it) = 5—— {e FnTL_ (1) — eminmed 1()}
1, - s
— p—5nmi n _In
¢’ 2sinnw {I (t) (t)}
—Lnmi
= e K,(1) (2.3.5)

elde edilir. (2.3.3) ifadesinde n yerine —n alinirsa,

i
K_o(t) = Sein(—n)

{In(t) — I_n(2)}
= {—(I_a(t) - L)}

—2sinnmw
-7

= o {I(t) — La(t)}

—2sinnmw
K_,(t) = K,(t) (2.3.6)
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esitligi bulunur. I,(t) ve K,(t) igin gosterilen (2.3.2) ve (2.3.3) numarah
formiillerle J,(z) ve G,(z) icin kullanilan formiiller birbirinin benzeridir.

Eger n tamsay ise (1.3.8) saglamr. (1.3.8) esitliginde x verine it ahmir ve her iki
taraf e~2"™ ile carpilirsa,

e_%n"iJ_n(it) — (_1)ne—%nm‘Jn(it)

olur. (2.3.4) numarali formiilden yararlanilirsa,

I_,(t) = ez ], (it)

(= 1) I4(t) = e2™™ J_p (it)e™ ™™

bulunur. e™*® = cosz—isinz , sinnm = 0 ve cos nw = (—1)" olduklar1 gézoniinde
tutulursa,

(—=1)"I,(t) = I_,(t)(cos nmr + isinnm)

I_,(t) = I.(t) (2.3.7)
elde edilir. (1.10.5) de x yerine it alinirsa,

Galit) = — o (it) In (Eét.) ‘1 "Z'l (i_TT'—L)' (@ .

r=0

+ %S—L——l—)r—{@(r) +®(n+r) - 27} (g)nﬂr

« ri(n 4+ r)!
1
=i (it
+ 5ema(it) (2.3.8)
olur. Burada (2.3.4) ve (2.3.5) esitlikleri (2.3.8) de yerlerine yazilirlarsa,

eI (1) = —ed" (1) {ln(i)—l—ln (%)}

1n—1 1) e . ¢ -n+2r
- 52 e ()
bad -1) n+2r
i %Z__:O r!((n-la—)r)!{q’(”) +&(n+r) - 27}(2')"(—1)T (%)
+ %z’we%miln(t)
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. . . . e
halini ahr. 7 = cos § + zsmg = g3t

olduklan gozoniinde tutulursa,

I T _ l - . __ l .
ve Ine?* = Zilne = omi = In(z) = 57

. 1 . 1 1 ;
6—%ann(t) — —einmIn(t)‘z‘ﬂ'i — einmIn(t) In (%)

1 n—1 —_1 1' _ _ 1 ' N —n+2r

4= ( ) (Tl r ) (651)—" E
2 r=0 T! 2
1 o (e%’)n . ¢ n+2r

32 G o -1} ()

+ %iwe%m’i]n(t)

bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilir ve her iki yan e~ 2" ile boliiniirse,

Ku(t) = (~1)"'I,(£) In (%) 4 %é (~1)7(n~ 1 — 1) @) i

r!

P (g) {0() + 0(n-+1) ~ 27}

r=0

(2.3.9)

elde edilir. Burada v > 0,®(0) = 0,®(r) =1+ +---+1 ven e Z dir.

2.4 I, Degistirilmis Bessel Fonksiyonu icin Bazi Indirgeme
Formiilleri

(2.3.4) esitliginin her iki yaninin t ye gore tiirevi alinirsa,
iJ (it) = e?™™ [ ()
olur. Yine (2.3.4) den
g (it) = 2L (1)

bulunur. (1.4.2) de x yerine it alinir ve yukaridaki esitlikler kullanilirsa,

l'mr'll[l t A .
it &) petnrip () igebemr )
1

halini alir. Egitligin her iki tarafi 3" ile boliiniirse,

tIL(t) = nl,(t) — ite? [, (2)
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olur. Burada e?* = i oldugu gbzéniinde tutulursa,
tI1(t) = nl,(t) — it(cosg +isin g)InH(t)
tI, (t) = nl,(t) — itil 1 (t)

elde edilir. (1.4.3) indirgeme bagintisinda z = 4t alnir ve J,(it) = e2™™[,(¢)
kullanilirsa,

ln7ri]l 1 R ;
ke U N T A itex" DT (1)
)

bulunur. Bu eitligin her iki tarafi da e2™™ ile boliiniirse,

tIL(t) = —nl,(t) + ite” 30,1 (t)
tI(t) = —nl,(t) + it(cosg— — isin g)]n_l(t)
tI,,,l(t) — ——TLIn(t) + tIn_l (t) (242)

olur. (2.4.1) ve (2.4.2) indirgeme bagmntilar1 taraf tarafa toplanirsa,

oI (t) = tIy_1(t) + tInpi(2)

halini alir. ¢ # 0 olmak {izere her iki taraf ¢ ye boliintrse,

21, (t) = In-1(t) + L (2) (2.4.3)
elde edilir. (2.4.1) de 6zel olarak n = 0 alimirsa,
tly(t) = Io(t) + t1; (1)

olur. ¢ # 0 olmak iizere her iki taraf t ye boliiniirse,

L) = L(t) (2.4.4)

bulunur veya (2.4.3) de n = 0 alinirsa,

213(t) = I_1(t) + L1 (2)
olur. n € Z igin (2.3.7) den



elde edilir. Bu nedenle
bulunur. (2.4.2) den (2.4.1) i gikarihirsa,

—‘2TLIn(t) + tIn__l(t) — tIn+1(t) =0= 2nIn(t) = tIn_l(t) — t]n+1(t)
olur. ¢t # 0 olmak lizere esitligin her iki tarafi t ile boliiniirse,

2 1alt) = Ioa(t) = L) (2.4.5)

elde edilir. (2.4.2) in her iki tarafi t"~! ile ¢arpilirsa,

UL () = " - () + I 1 (1))

"1 (t) = —nt" 1L (8) + " 1,1 (1)
"I (2) + nt" L (8) = t"L,_y (t)

d

—[t"I.(t)] =

dt[ (®)] -1(0) (2.4.6)

bulunur. Benzer gekilde (2.4.1) nin her iki tarafi t=""! ile ¢arpilirsa,

tT L) = T [nd (8) + thpa(8)]

tT"L(t) =t L, (t) + T L ()
tTI () — nt T L () = M L (1)
d
L ()] =t

elde edilir. (2.4.3) nin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirevi alinir ve 2 ile carpilirsa,
RII(E) = 20, (t) + 2L 1)
olur. Burada (2.4.3) kullanilirsa,

I (t) = In_o(t) + 21,(t) + Inia(t)

bulunur. Buradaki iglemler benzer gekilde (r — 2) kez tekrarlanirsa,

2 j;f ()—In—r(t)+1n-r+z(t)+T%In_r+4(t)+...+zn+,(t) (2.4.8)

bulunur.
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2.5 K, Degistirilmis Bessel Fonksiyonu igin Bazi Indirgeme
Formiilleri

Birinci bolimiin 10 uncu kisminda gosterilen G, igin bulunan indirgeme
bagintilarinin benzerleri K, icin de gegerlidir. Simdi bunlan goérelim.

(2.3.5) esitliginin ¢ ye gore tiirevi alinirsa,

iGL(it) = e K (1)
CM%HMK;L(t)

G, (it) =
() (2.5.1)
bulunur. (2.3.5) egitliginden
Gr1(it) = e—%(nH)MKnH (t)

yazilir. (1.11.2) de z = it alinir ve bu ifadeler yerlerine konulurlarsa,

—Lnmi g . .

zt—e-——:—{i‘@ = ne"3"M K, () — ite" 3 ITR L (1)

elde edilir. Bu egitligin her iki tarafi e~z jle bolintintrse,

K (£) = nK,(t) — ite™ 2" K, 41 ()

tK, (t) = nK,(t) — it(cos g — isin g)Kn+l(t)

tKy(t) = nKn(t) — tKni(2) (2.5.2)

olur. Benzer gekilde (1.11.3) de z = it alinir ve

Gnlit) = e 2" K, (1)

Gy (it) = e 17K L (3)

esitlikleri kullanilirsa,

1 .
2Kt ; '
ite——_& = —ne” K, (1) +ite” F@ DK, (4)
]

olur. Esitligin her iki tarafi e=2™™ ile boliiniirse,
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tK!(t) = —nK,(t) + ite? K, _1(t)
tK, (t) = —nK,(t) + it(cosg + isin g—)Kn_l(t)
tK(t) = —nK,(t) — tKaoa(t) (2.5.3)

bulunur. (2.5.2) ve (2.5.3) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa,

2K (t) = —tKny1(t) — tKn-1(t)

olur. t # 0 olmak iizere her iki taraf t ye boliiniirse,

2K(t) = — Kt (£) — Knr (1) (2.5.4)

elde edilir. Bu egitlikte ozel olarak n = 0 alinirsa,

2K, (t) = —K\(t) — K_1(t)

bulunur. (2.3.6) esitliginden

K._l(t) 2 —K1 (t)

dir. Buradan,

2Ko(t) = —K1(t) — Ki(¢)
Ko(t) = Ki(t) (2.5.5)

elde edilir. (2.5.3) ifadesinden (2.5.2) ifadesi gikarilirsa,

—2nKn(t) - tKn_l(t) + tKn+1 (t) =0
olur. t # 0 olmak tizere esitligin her iki yam t ile boliiniirse,

gtﬁKn(t) = Kpny1(t) — Kn1(2)

bulunur. (2.5.3) ifadesinin her iki yam t*~* ile garpilir ve diizenlenirse,

d n . _4n
g\ En(t)) = —t"Kaa(t) (2.5.6)
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bulunur. Benzer sekilde (2.5.2) ifadesi de t™"~! ile ¢arpilir ve gerekli diizenlemeler
yapulirsa,

d

—(t_nKn(t)) = —1"" Ky (t)

dt (2.5.7)

elde edilir. (2.5.4) ifadesinin ¢ ye gore tiirevi alinir -2 ile carpir ve (2.5.4) esitligi
kullanilirsa,

(=2)2K(t) = Kn_o(t) + 2K, (t) + Knyo(t)

dir. Buradaki iglemler benzer gekilde (r — 2) kez tekrarlanirsa,

(2 T Kat) = Knce0) + rEcran(®) + " DKt

+ o+ K () (2.5.8)

elde edilir.
2.6 Degistirilmig Bessel Fonksiyonlar1 Arasindaki ili§ki
(2.3.4) ifadesinin her iki yaninin t ye gore tiirevi alinirsa,
iJL(it) = ex™™ (1) we iJ(it) =e "™ (¢)
olur. (1.12.2) fadesinde z = it alinir ve yukarida bulunan egitlikler kullanihirlarsa,

2sinnw

Lu(T0(0) = (O _a(t) = ~

elde edilir. Benzer sekilde (2.3.4) ifadesinden,

— (2.6.1)

[SC v

:kA
+
L
o~
o~
I
o
8
S
+
=
3
-,
é\«
+
—
P
o~
p——a

egitlikleri bulunur. Bu esitlikler z = it icin (1.12.8) ve (1.12.9) de yerlerine
yazilirlarsa sirasiyla
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T L (1)eF I (1) eI ()BT (1) = S

F)e5* _nia(8) + L_a(B)e™ BT,y (1) = 25207

L (1)e HEIRL (1) — e ()RR (1) = 25T
T

_x; z; 2sinnm
~In(t)e 2 n—l(t) - I_n(t)62 In+1(t) = p

olur. Bu esitliklerde e%? = 4 ve e"%% = —i olduklan dikkate alinir ve esitligin her

yani i ile boliiniirse,
2sinnmw
= Ln(On-1(t) = L-n(OTna () = ———
(2.6.2)

In() 41 (t) = Ion(8) a1 (2)

elde edilir. Benzer yolla (2.3.4) ve (2.3.5) ifadelerinden

L) 5 Ga(it) = e MK,()
T 5 G (i) = e I (1)
Jnsi(it) = XTIRLG(0) 5 Graa(it) = € HTIRR (1)
ifadeleri elde edilir. Bu ifadelerden gerekli olanlar (1.12.10) ve (1.12.12) de yer-
lerine konulur ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

K,J' — K'I, = % (2.6.3)

_m mi
e 2 Kn+1-[n — €2 In+1Kn = —i
1

- T, .« . T, . .
bulunur. Son ifadede e™2* = cos % — isin 3 ve ezt = cos 5 + zsin § olduklan
dikkate alinir ve degerleri olan —¢ ve ¢ egitlikte yerlerine konulurlarsa,

™ .. 7 T .. 1
(cos§ — 18in 5) Kpy1l, — (cos 5 + 2sin —2—)In+1Kn ==

*’iKn+1In - iKnIn—{-l = —ZE
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bulunur. Her iki taraf —i ile bolintirse,

1
Kn+1—[n + K'n.In+1 = ? (264)

elde edilir.

Teorem 2.6.1 n herhangi bir tamsayt ise

(U + ) Z I(w) I ( (2.6.5)

r=-—00
dir.

ispat: n tamsayi iken (1.7.2) de z = tu ve y = v alinirsa,

Tn(u+iv) = Y Jo(iu)Jo,(iv)

r=—00

S Jufit) o ()

T=—00

Jn(i(u + v))

i

olur. Burada (2.3.4) esitligi kullanilirsa,
e (u+v) = e%”‘ilr(u)e%("'r)"iln_r(v)

FTHOINL W) ()

I
Msg[\ﬂsg[\ﬁs

e’lz‘"“ilr(u)fn_r(v)

r=—00
e%"”iln(u—kv = g3 Z I(
=0
(u+v) Z I(u
T=—00

bulunur ki bu ise istenilendir.

2.7 I, Degistirilmig Bessel Fonksiyonu icin Toplam Formiilii

(1.8.3) ifadesinde b = iz, ¢ = 1y alnir ve yine (2.3.4) ifadesi kullanilirsa,
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Jo {\/i2:1:2 + 12y? — 2i%zy cos a} = Jo(iz)Jo(iy) + 2 Z Jn(12)Jy (iy) cos na

n=1

Jo {z\/x2 + 3% — 27y cos a} = Jo(iz) Jo(iy) + 2 Z Jn(12)Jy (iy) cos no

n=1

ez J, {\/x2 + y% — 2zy cos a} = e%Oi”Io(a:)e%Oi”IO(y)

o0
+2 Z e%“”iln(x)e%””iln(y) cos na
n=1

Iy {\/x2 + y% + 2y cos a} = In(z)Io(y) + 2 Z e"™ I,(x) I, (y) cos na
n=1

bulunur. Burada n € N igin "™ = cos nm + sinnr = (=1)™ oldugu gozoniinde
tutulur ve z = b,y = ¢ denilirse,

Iy {\/b2 + ¢% + 2bccos a} = Iy(b)Is(c) + 2 i(~1)"In(b)In(c) cosna  (2.7.1)

n=1

elde edilir. Bu ise Iy Degistirilmis Bessel fonksiyonu i¢in toplam formiilii olarak
bilinir.

2.8 Degistirilmis Bessel Fonksiyonlar igin Bazi1 integral Gésterimleri

(1.9.11) ve (1.9.12) egitlikleri birlikte yazilirsa n > —% icin,

1= gy () [ e vt

olur. Bu esitlikte z = it alinir ve (2.3.4) ifadesi kullanilirsa,

, 1 t\" !
e%""‘ln(x) = m <%> /1 ei)‘t(l - /\Z)n_%d/\
2 _

e[, (t) = (i)"m (-;-)n /_ 11 e (1 — X231 )

. .. , X v w_ ee e
bulunur. Burada i = cos? + isin§ = €'z oldugu gdzoniinde tutulursa,
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1 1, 1 t\" ! 1
§nmln t) = 2™t - £t 1— /\2 =3d)\
‘ () Val(n +3) (2> /_16 ( "

elde edilir. Bu esitlikte her iki taraf e*z ile boliiniirse,

I(t) = —m (%)n/_z eFA(1 - A2 (2.8.1)

olarak bulunur. Bu esitlik ayr1 ayr1 yazilirsa,

olur. Bu esitlikler taraf tarafa toplamr ve €2~ = coshz oldugu gdzoniinde
tutulursa,

ve

2 t\" ! 1
Lt =———— 1= cos h(At)(1 — A3)""z2d)\ 2.8.2
0=y (5) [ coshona - (282
elde edilir. Bu egitlikte de A = sin¢ geklinde bagimsiz degisken degistirmesi
yapilirsa,

I,(t) = ﬁ—l“(iz——l:—%“)— (%)n/: cos h(t sin ¢)(cos? qb)"_% cos ¢pdo

2 t

= \/7_r—l"(nji——15 <§> /05 cos h(t sin ¢)(cos ¢)* d¢

olur. Burada ¢ yerine 7 — ¢ alimirsa,

(2.8.3)

L(t) = 2 <%)"/% cos h(t sin ¢)(cos ¢)*"d¢ (2.8.4)

0
bulunur.

(2.2.14) ifadesinde z = it alinir ve (2.3.4) esitligi kullanilirsa,

1, 1 2 w1 & 1 iu\"7?
ex™™[ (t) = {ez t—(n+§)5m/ e Uy s (1 + _) du
(® V2mitl(n + 3) 0

oo : n—3
n e—i2t+(n+%)%m'/ Tt (1 _ ﬁ) : du}
0 21t
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olur. Burada t yerine x alinir i> = —1 oldugu gozéniinde tutulur ve esitligin her

iki tarafi e2™"* ile bdliiniirse,

1 v . 1 - o 1 U 71—%
I(z) = {e”’”"(n*'f)f’”"i’”/ ety T2 (1 + —~) du
() (1)2v/2rzl(n + ) 0 2z
+ ez+(n+—21-)%7ri—%7r'i /oo e—uun—% (1 _ i)n-% du
0 2z

bulunur. Bu egitlikte i3 = ei’ oldugu dikkate alinir ve egitlik diizenlenirse,

1 1y . % 1 U n_%
L(z) = {e_z_(”i)’”/ ety mE (14 —) du
(@) V2ral(n + 1) 0 ( 2z

00 1
+ ez/ e Uy 3 (1 — —Qi)n ? du
0 2T (2.8.5)

elde edilir. Burada £ > 0 ve n > —3 dir. Benzer gekilde (2.2.19) ifadesinde x
yerine it alinir , (2.3.5) esitligi kullanilir ve i2 = —1 oldugu goézoniinde tutulursa,

1

1 . 141, 1 ™ 2 * 1 ZU "
-—iann t — e—(n—g)im_____ _ez t/ e—u n—sz (1 L, . d
e (t) T(n+ %) \/ 2it 0 b 24t v

(o0} 'n,——i
= ettnbim 1 [ / e d (14 2)" a
iiI‘(n+%) 2t Jo 2t

bulunurl. z% = e1' oldugu dikkate alinarak t yerine x alinir ve esitligin her iki
2™ jle boliiniirse,

yani e 2
1 T [® 1 U\ 3
= e  ——74/ 7= Tl — d 2.8.
K.,(z)=¢e T+ D) 2:r/0 e "u 2(1+2x) U (2.8.6)

olarak elde edilir. Burada yine z > 0 ve n > -% dir.

Fizik uygulamalarinda K,(z) Degigtirilmig Bessel fonksiyonunun &nemli bir yeri
vardir. (2.8.6) formiiliinde z — oo icin K, (z) Degistirilmig Bessel fonksiyonunun
sifira gitmesi fizik uygulamalarinda 6nemli 6lglide kullamblir. Kullamldigi baz
yerler:

-Siiper iletken numunelerin diren¢ ve alinganhk(miknatislanma) hesaplarinda
kullanilir.

-Siiper iletkenlerde silindirik koordinatlarda alternatif akim(AC) kayiplarinin in-
celenmesinde kullanilir. )

-Sinir deger problemlerinin ¢ozlimiinde kullamilir. (Or: Potansiyel kutusu,
elektro-magnetik teoride potansiyelin simirlanmasi, termo-dinamikte 1s1 hesabi)
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3 ASIMTOTIK ACILIMLAR VE FOURIER-BESSEL
ACILIMLARI
3.1 Girig

Bu bolimde Bessel ve Degistirilmis Bessel fonksiyonlarinin asimtotik acilimlan
Lommel integralleri son olarak Fourier-Bessel agilimlar: elde edilecektir.

?

3.2 Asimtotik Agilimlar

Lemma 3.2.1 m € R ve

o T(m+1)

k= s’T(m —s+1

1

B / s(1 = 1) (1 + 2t)™dt (3.2.1)
0

olmak uzere

s—1

(1+2)m=Y Hrlgr(nm_tll 57+ R, (3.2.2)

r=0
dir.

ispat: (1 + 2zt)™"! ifadesinin 0 dan 1 e kadar t ye gore integrali alinirsa,

1 142
/ (1+2t)™tdt = / 12
0 1

z
_ [Lum] 1+2
mz 1
1

= m _
= lavam -]
bulunur. Buradan

1

1+2)"=1+ mz/ (1+ 2zt)™ 'dt (3.2.3)
0

olur. Burada (1 + 2t)™! = u ve dt = dv denir ve kismi integrasyon kullamlirsa,

1

1+2)™ = 1+ mz{[t(l + zt)™ 1 — / ttm—-1)1 + zt)m_2zdt}

= 14mz{(+ 2~ (m - 1) /0 {1+ 2ty
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elde edilir. Bu son egitlikte (3.2.3) esitligi kullanilirsa,

1+2)™ = 1+ mz{l + (m — 1)z/1(1 + 2t)™ 2dt
0
— (m-1)z /01 t(1+ zt)m‘2dt}

1
= l4+mz+m(m- 1)22/ [(1 +2t)™ 7 —t(1 + zt)m—Z] dt
0

-1 1
= l+mz+ T(%'—)f/ 21— t)(1 + zt)™ 2dt
: 0
olur. Tekrar
2(1 — t)dt = dv

(1+ zt)m“Q =q

denir ve yine kismi integrasyon uygulanirsa,

1+2)" = 14+mz+ _____m(n;!— 1)22{ [ -~ (1-t)%(1+ zt)m"z];

_ / l —(1 = t)%(m - 2)(1 + zt)m—3zdt}

= 1+mz—|—£n(—m2l_—1)z2
m(m —1)(m — 2

3!

)23 /1 3(1—t)2(1 + 2t)™3dt

elde edilir. Bu iglemin (s — 2) i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani,

$—2

(14 2)™ = ; T!Flgr(nm_tli 1)z’ +R,_, (3.2.4)
ve
R,_, = = 1%?2;?3 2) 2! /0 (s — 1)(1 = t)*72(1 + 2t)™*+dt

olsun. R;_:l esitligine kismi integrasyon uygulayalim.

(1+2)"*ldt =u wve (s—1)(1-1)"2dt=dv
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denirse.

b I'(m+1)
=L (s=DIM(m—s54+2

~ /1 —(1 =) (m — s+ 1)(1 + 2t)™ 5 2dt
0

)fﬁ[_a+aw*“u—ﬂk1:

_— I'(m + 1) ot I'(m+1) 5/1 ot s
By = (s—DI'(m —s+ 2)z + sill(m — s + 1)2 0 sl =8 {1+ 2"

olur. R._, degeri (3.2.4) esitliginde yerine yazilirsa,

s—1

m 'm+1)
(1+2) :;Tlr(m—T+1)z +

elde edilir. Burada

R - '(m+1)
ST slM(m—s+1

1
z“’/ s(1— 1) (1 + 2t)™*dt

) Jo

dir. Bu ise istenilendir.

3.2.1 Tamm:(Asimtotik Agihim)

Sonlu sayida terim ve kalan terimden olusan bir seride, kalan terim degigkenin
yeterince biiyiikk degerleri igin yeterince kiiciikk yapilabiliyor ise bu tiir seriye
asimtotik seri yada asimtotik agilim denir.

3.2.2 K,(z) Degistirilmis Bessel Fonksiyonu icin Asimtotik Acgilim

(1+ 5"5)”‘% ifadesinin binom agihmi (3.2.2) den yararlamlarak yazilirsa,

_1 1 =1 ) ,
1+ 'Q%)n S = T!F(T(ln— %2—+r1—l— 1) (%)T A

r=0
1 T(n+1d) uNT
- ; ril(n - r2+ 2) (%) + £

olur. Burada
, Tn+3) [uys [ 1( m)““%
= — 1—-8° 14+ — dt
B, sil(n — s+ 3) (21:) /0 s ) 2z

77




dir. (1 + 21‘5)”“% ifadesinin binom acilimi (2.8.6) esitliginde yerine yazilirsa,

1

e ® T — (n+ 3% ) u\T
Kl = et ¢ 1‘2§;ﬂr L (5) @
* —u n—% !
+ /0 e “u deu}

elde edilir. Toplam sonlu oldugundan integral ile toplam yer degistirir ve R,
degeri yerine yazilirsa,

_ s—1 1 T
) e " T I'(n+3) 1 o0 y
Kn — e 2 it —-u n+r——d
(@) I'(n+1) 2m{§r!F(n——r+%) (2:5) /0 e rae
o i1 D(n+3) u\s [! ut "0
Tty — 1—t¢ 1 dt|d
* /0 © 2[5!I‘(n——s+%) (237) /Os( " ( +2x> ] v
olur. Burada I'(z fo t*"le~tdt oldugu gozoniine alindiginda,

e [r S T(+d) Tn+r+)
Kn(z) = m\/;;{;:r!f‘(n—r+%) (2z)

=0

Tn+d) 1 [ o [ AN
Ut T2 d 1-1¢ 1 dt
sil(n—s+ %) (2$)3/0 i 4 u/o s( )" ( +2x>

yazilabilir. Bu esitligin ikinci tarafindaki son ifade

1 1 [ L ut\" 2
R, = TR Y / 1-1t 1 dt
s!F(n—s—!—%) (236)3/0 ¢ rou 0 s( )" ( +2x)
(3.2.5)

ile gosterilirse,

elde edilir. Burada z > 0 dir.

K,(z) in asimtotik agihma sahip oldugunu gostermek igin |Rg| nin sonlu
kaldigimi gosterelim.
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1+ 2 > 1 oldugunda s indisi, n — s — % indisi negatif olacak sekilde secilmelidir.
Burada x reel ve pozitif bir say1 oldugundan,

wt\"
(1 N _) <1
2z

olur. Bu durumda,

1 1 [ Lo AN
Rs — —-u n+s—§d 1—1 s—1 1 et
1| sif(n—s+3) (2:10)3/0 € u/o s(1=%) ( +2x> at
1 1 0 1
< —u n+s—3 d
8T (n—s+1)||(2z) /0 ’e U Y|
1 s—3
< [llla-o) (1+2) e
0 2z

ol
bulunur. (1+ £)*7°72 < 1 oldugu igin,

1 1 oo 1
R < e~turteTi g / 1—t)"tdt
| I'"s!l"(n—s+-§-)(23:)3/0 u @ s( )

halini ahr. ['(z) = [X¢*~letdt; B(z,y) = [, t*71(1 — t)¥"'d¢ olduklan
gozoniinde tutulursa,

1 1

IRl < siT(n — s+ 3) (2z)°

Fin+s+ %)sB(l, s)

elde edilir. B(z,y) = %z)i%l ifadesinden yararlanilirsa,

Fn+s+3) 1 sO(1)I(s)

Rl S =5+ @) To 1)

dt

bulunur. I'(z) = (z — 1)! ve 0! = 1 olduklar1 gézoniinde tutulursa,

I'n+s+3) 1 s0(s—1)

| < sif(n—s+3)(2r)* s

Fn+s+3) 1

Rs| <
1Bl sil(n — s+ 3) (2z)*

(3.2.7)
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olarak elde edilir. x yeteri kadar biiyitildiginde, bu kalan ifade istenildigi
kadar kiiciik yapilabilir. Bu ise |R;| nin sonlu kaldigini gosterir.

(3.2.6) deki seri acilirsa,

_ [T+ Lintity) 1
Kalz) = e \/—[O'F(n~0+ ) (2z 1'F(n—1+ 7) (22)!
Fn+2+3)
2 (n—2+3)
[T F(n+ 1 T(n+3) 1
= e 5;[1 1'F(n—-)§— 2'F(n——)@+ ]

olur. Burada I'(z) = (z — 1)I'(z — 1) oldugu gozdniinde tutulursa,

Kn(x) — @ . 14+ (n 2)( 2) 1(77' 2) _l_
2z 1I'T(n - 3) 2z
, 0 DE e -PE-Pro-3 1
210(n — 3) 42
po (2n+1)(2n-1) (2n+3)(2n+1)(2n—1)(2n—3)
= e 1 - -
Vo | T T T 2472 + }

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse,

K, (z) =€ % {1 + 4"12!8; S _21!2(;1)22 mki S (3.2.8)
olarak bulunur.
K, = K_, oldugundan bu agilim n in negatif degerleri icin de gegerlidir.
3.2.3 Gn(z) Bessel Fonksiyonu igin Asimtotik Agihm
(2.3.5) esitliginde t = —ix alir ve —i =cos§ —isin§ = e i oldugu gozoniine
alinirsa,
Gn(z) = e 2" K, (e 2% ) (3.2.9)

yazilabilir. Bu esitlik kullanilarak (3.2.8) den,
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o~

K, (e”

li%) _ / |1 4n? —'1 4 (4n? — 12)(4'1n2 - 3?)
2ze” 2 118(—ix) 2!(—8iz)?

(4n? — 12)(4n? — 3%)(4n? — 52)

3!(—8ix)3
(4n? — 1%)(4n® — 3%)(4n? — 5%)(4n? — 7?)
1(—8iz)! +

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi e~ ile carpilirsa,

2 _ 2 _ 12\(4n2 _ 92
e ¥R (7)) = eminT /;_xeg-ieiz [1 _4n ' 1 N (4n? — 1°)(4n® — 3%)

118iz 2!(8ix)?
(4n? — 1%)(4n? — 3%)(4n? - 5?)
a 31(8iz)?
(4n? — 12)(4n? — 3%)(4n? — 5%)(4n® — 77)
+ e o]

olur. (3.2.9) den esitligin sol tarafi G, (z) fonksiyonunu verir, sag tarafdaki seri
paydanin tek ve ¢ift kuvvetlerine gore iki seri bi¢iminde yazilirsa,

2 _ 12\(4n2 _ 32
Gulz) = ., 2m1r+z(z+4){ [1 i (4n* — 1°)(4n° — 3%)

27 2112(8z)?

- (4n2 — 12)(4n? —4 ':jz)(g)zz — ) -7) ]

|- - R

_ 27; e——‘imn+2(z+§){ [1 _ (4n? —21!2(;;4)22 - 3)

I o [ 32(251;2 ~F)4n?-7) ]

R

elde edilir veya ikinci bir yol olarak K,(z) Bessel fonksiyonun asimtotik
aciliminda izlenen yol takip edilerek (2.2.19) dan G,(z) Bessel fonksiyonu icin
(3.2.10) asimtotik agihm elde edilebilir.
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3.2.4 J,(z) Bessel Fonksiyonu igin Asimtotik Agihm

(1.3.7) ve (1.3.6) esitliklerinde x yerine ze'™ alimir ve gerekli iglemler yapihirsa

iy _ = (-1)" ze ™\ T
Jon(ze™) =) rID(-n+71+ 1) ( 2 )

r=0

=2 r!F(—(; i) 7" +1) (3) T ey

r=0

i (=1 T\
—° Zr!f‘(—n—lkr+1) (5)

=0

J_n(ze™) = e J_p(x)

ve

in _\ (=1) ze™\ "
JIn(ze )_ZT!F(n+T+1)( 2 )

r=0

- - (_l)r AN im\n+2r
_;T’!F( +r41) (5) @

imy . inT = (_1)T T\"+2r
laeT)=e Z;T!T(n—l—r-{—l) (5)

Jn(ze"™) = €™ J, (z)

olarak bulunurlar. (1.10.1) esitli§inde x yerine ze'™ alinirsa,
s

Gn(ze'™) = {Jon(ze™) = e Ty (z€™) }

2sinnmw

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

olur. (1.10.1) , (3.2.14) egitlikleri taraf tarafa gikartilir ve (3.2.11) , (3.2.13)

esitlikleri kullanilirlarsa,
s

Gn(z) — €™ Gy(ze™) = S {J-n(z) — e Jn(z)}
,n_eimr i —inT T
Ty {J-n(ze'™) — ™" Jp(ze )}
m nw T
~ 2sinnw {J_n(a:) — " Jon(2e)
— e—i'mrJn(x) + Jn(meiw)}
m T _—Iinmw
~ 2sinnw {J—"(m) e n(z)
— e—inWJn(x) 4 eimrJn(x)}
_ 7TJn(.'IT) inmT —in®
© 2sinnw {e ¢ }
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elde edilir. €¥* = cosz + isinz ve e = cosz — isinz olduklari gdzoniinde

tutulursa,

imdn(z2) = Gu(z) — €™ Gyp(ze™) (3.2.15)

bulunur. (3.2.10) asimtotik agihminda x yerine ze®™ alinir ve e = —1 oldugu
gozoniinde tutulursa,

— T e—%mri%—i(ze""-l—%w) {1 _ (47’),2 - 12)(477‘2 - 32) + }
V 2zeim 2!(8(zei))?

(4n? -1 (4n? - 1%)(4n® — 3?)(4n? — 52)
+Z{1!8(.’Eei") - 31(8(ze))3 + }}
_ —Zi 2 nriti(—z %w _ (47’1,2 - 12)(4TL2 — 32)
_\ﬁe d : )[{1 21(8z)2 +}
4n? — 12 (4712 — 12)(4n? — 3%)(4n? — 5?)
+z{ 1182 31(82)° —}}

(3.2.16)

ML

olur. (3.2.10) ve (3.2.16) degerleri (bvgftr543.2.15) de yerlerine yazilir i = e
oldugu gozoniinde tutulur ve her iki taraf we?ile béliiniirse,

1 —Lnmiti(z—Lm) lnwi_i(z+§ﬂ)J [ (4n2 - 12) (4n2 — 32) }

- oz ’ ! - 2 ‘ 1 - . e

(@) 2rz { [e € 5(8z)? +
2 _ 12
2| g~ gnmiti(z—§7) lnvrz'—z‘(a:—i—é«,r)] [471 ~1
+ z[e ’ ite ' 118z
. (4n2 _ 12)(4712 _ 32)(477,2 _ 52) N ]
3!(8z)3 e

olur. e~ 7% = ¢il5=™) = —¢%? oldugu dikkate alnirsa,

J (x) _ 1 [26—%n7ri+i(x—%7r) + e—%nm'—i(z—%w)] [1 _ (4n2 _ 12) (4n2 _ 32) N
" V 2rz 2 2!(8z)2

T e—%nﬂiﬂ'(z—%w) _ e%nm—z‘(z—;-w) 4n? — 12
+ ’[2’ % ] [ 118z
_ (n? - 1)(an® —3)(n? —5) ] }
31(8z)3
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- 2 —i . iz__p—iz v ae e
halini alir. cosz = 9w+—2‘3'i ve sinz = “—=7— olduklan gézoniinde tutulursa,

Jo(z) = \gjr—;cos(a: - % ~ 7T){1 _ @ —21'2()8(;1)22 = %) +.. }

1
an
_ 1/_1_5111(35 _T_ lmr){flfﬁf_lj
2mx 4 2 1'8z

(4n? — 12)(4n? — 3%)(4n? — 5%)
31(8z)° o

asimtotik acilimi elde edilir.

(3.2.17)

3.2.5 I,(z) Degisgtirilmis Bessel Fonksiyonu igin Asimtotik Ac¢ilim
(3.2.15) da x yerine it alinirsa,
inJy (it) = Gp(it) — €™ Gp(ite'™)
olur. (2.3.4) ve (2.3.5) degerleri yukarida yerlerine yazilirlarsa,
i,ﬂ_e%n'niln(t) _ e—%n‘m’Kn(t) r ein—/re—%nwiKn(teiw)
olur. Burada t yerine x alinir ve esitligin her iki tarafi e ile boéliiniirse,

inly(z) = e " K, (z) — Kp(ze'™) (3.2.18)

elde edilir. (3.2.8) serisinde x yerine ze™ alinir ve €™ = —1 oldugu gozoniinde
tutulursa,

, m 4n* — 12 (4n? - 12)(4n? — 3?)
Kn i — i —(~z) 1 e
(ze7) = {5 { T 21(—8z)? * }
B /161‘%1‘ - 4n? — 12 N (4n® —1%)(dn* -3%)
T oVz 118z 2!(8z)? o

olur. Bu seri ve (3.2.8) deki seri (3.2.18) da yerlerine yazilirlarsa,

: T 4n? — 12 (4n% - 1?)(4n? - 3?)
i, = eminm, [~ -z )y o
inl(z) = ey /55e { g T 21(82)? * }

TR E 4n? — 12 (4n? —1?)(4n? - 3?)
— e72 [ —e" {1 — + — ...
118z 21(8x)?

bulunur. Bu esitlik i = e? oldugu gézoniinde tutularak ir ile béliiniirse I, (z)
fonksiyonunun asimtotik agilima,
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- 4n? — 12
In(x) —_— e_z(n—*-%)" Le_z{l + _TL—

2nx 118z
2 _ 12)(4n2 _ 22
(4n® — 1%)(4n 3)+“‘}
2!(8z)?
1 4n? - 12 (4n? - 1%)(4n? - 3?)
"1 — - 2.
2nz { 18z 2!(8z)? } (32.19)

olarak elde edilir.

3.3 Lommel integralleri
20 +zu + (W2? - mPu =0 (3.3.1)

2" + v + (P2 — P =0 (3.3.2)

denklemlerinin ¢6ziimleri sirasiyla u ve v olsun. Bu denklemler sirasiyla s ve ¥
fonksiyonlariyla carpildiktan sonra taraf tarafa cikarilirsa,

2 2

" " ’ ' m
z(uv —vu ) +uw —vu + (u? = Xzuv + (

2 2

[x(uv’ - w')] = {(/\2 e+ ;m } w

bulunur. Esitligin her iki tarafimin a dan b ye kadar integrali alinirsa,

a
dz

n? — m?2

Juvdz

b b
/a %[x(uv' —vu))dz = /a (A2~ u®)z +

2 b

]uvd:z: = [:c(uv’ - bul)] (3.3.3)

a

b 2 _
/ [(/\2 L
e T
elde edilir.
n > —1 igin kabul edelim ki m = n, u = J,(A\z), v = J,(uz) ve a = 0,b =
olsun. Bu durumda (3.3.3) esitligi,

(A2 — 12) /Oz zdn(A2)J, (pz)dr = x[u,]n()\x),],'l(ua:) — M ()T, (Az)| (3.3.4)
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olarak veya (1.4.2) bagintis1 kullanilarak

(N — 1?) ‘/05c 2Jy(A2) I (ux)dz = J,(Ax) pzd, (ux) — Jo(ux) iz, (Ax)
= Jo(\x) [an(u:c) - u:anH(,ux)]
— Jn(pz) [an()\m) - AmJnH(Ax)}
02 = 2) [ 2 (0) ) = = w3 s )
- /\Jn(.u'z)‘]n—l—l (/\.'I))] (335)

seklinde yazlabilir. (3.3.4) esitliginin her iki tarafi A2 — p? ile boliiniir ve A — p
icin limit alimirsa,

/m zdn(Az) Iy (pz)ds = F—i——zx [/J,Jn()\x)J;z(u:z) - )\Jn(,ua:)J;(Aa:)}
0 H©

T

: Y 4 ; .
lim | 200 n(ue)da = lim 55— MQa:[an()\x)Jn(uaz) . AJn(ug;)Jn(m]

/ zJ2(\z)dr = 0
0 0

belirsizligi ortaya ¢ikar. Bu belirsizligi kaldirmak icin L’Hospital kurali uygu-
lanirsa,

/z rJ2(Az)dr = lm {—l—m [Jn(/\a:)J;(yx) + px,(\z)J, (uz)

0 A—=p ——2/1,
~ el (un)J, ()| }
= %[(J;(A:v))"’ - 3\51;5]”(/\:6)(/\23:2,]; (Az) + /\a:J,;(Ag;))}

bulunur. (1.3.1) Bessel denkleminden dolay:
2y’ +ay = (n® — 2Py
dir. J,(Az) Bessel fonksiyonu oldugundan,

A2 (Az) + Axd, (Az) = (n? — A22%)J,(\x)
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ifadesi gerceklenir. O halde,

T 2
2 _ Ty 2 1 2,2
/0 2200z = 2 [(J,00)) ~ 5gdn(0)(n? ~ X2 T
2 n?
Ty 2 _ 172
= T (1 02) = (5555 — D2 0)]
T 2 2
2 _ T 2 2
/0 w70z = T [(7,00)) + (1 - 55) 72 0a)] 536
bulunur
m+mn >0, m # n igin kabul edelim ki (3.3.3) ifadesinde p = A\u = J,(A\z) ,
(Az),a =0 ve b = 1 olsun. Bu durumda,

v = Jn
/ T Q) Az = [ ()M 0) — 2 (AT (00)]

olur. Bulunan ifade diizenlenirse,

4 2

/ Lm0 00) % = AL OVL0) - L] (337

T m? — n?

elde edilir.

Eger n > 0 ise (3.3.7) ifadesinde m — n igin limit alinirsa,

im [ Lo L00%E = hm—A—{ TN a(A) = (A4 (V)]

m—n J, T m—n m2 — n2
0

0

belirsizligi ortaya cikar. Bu belirsizligi kaldirmak i¢in L’Hospital kurali uyvgu-
lanirsa,

! dz . A Jd : 0
/ zJ3(a) = = lim ——[Jn()\)%Jm()\) - Jn(A)gT—ﬁJm(A)]

m-n 2m
0

) dac _ _8_ "IN — T ()
/ Te) [J( )871J"(/\) J”()\)c?n‘]"()\)] (3.3.8)
bulunur.

I.(z) fonksiyonu i¢in Lommel integralleri benzer volla n > —1 i¢in
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o= | " L0 () = — WL (00) s (12)

0

(82T (0)] (3.3.10)
[[erz0mia = 5 [(L0 ~ 0 TROD]
m +n > 0 igin
1 dzr A ' :
[ 1001005 = 2= 1OV = LOLW]  @312)
[ BoaT = SO ) = L) (8.3.13)

olarak bulunurlar.

Son olarak K,(z) fonksiyonu icin Lommel integralleri benzer yolla RA+u)>0
icin

00 =) [ alaNa) sz = [ () € 42

K (u3) K;(Ax)} (3.3.14)
ve R()\) > 0 i¢in
00 512'2 / ’I’L2
/ oKZ () = | (K (ha)” = (1+ s K03 (3.3.15)

olarak bulunurlar.

(3.3.3) denkleminde
u = Jo(az)Gn(pz) — Jn(pz)Gnlaz)

v = Jo(ay)Gnlpy) — Ju(py)Galay)
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olsun. Burada a ve b pozitif reel sabitler , u ve v ise p nun fonksiyonlaridir.
(3.3.3)denklemi A=z ,u=y,z=p,n=mign

b ov  Ou
2 2 — Sl
(z* — %) /a puvdp [p(u 3 3 ]Fb
b 1 ov ou
L puvdp = m [p(ua-—p — ’Ugl—)):l _ (3316)

olur. (3.3.16) esitliginde y — z igin limit alinirsa,

. b 1 ov ou
olur.

limv = lim(Ja(ay)Kn(py) — Ju(py)Gnlay))

y—oz Y-z

(a
Jn(az)Gn(pz) — Ju(p2)Gr(ax)

= u

olup bu durumda (3.3.17) esitliginin ikinci yaninda % belirsizligi ortaya gikar.
Belirsizligi kaldirmak igin L’Hospital kurali uygulanirsa,

Py Oudu
2do = lim —— L e
/ pudp yl—rgc —2y[ (“apay dy dp Jp-b
9, 1 0%y _ Oudu
/a pude = —233[ ( Opdx Oz 6p)]p=b (3.3.18)

bulunur. Benzer gekilde

u = I(az) Kn(pz) — L(pz) K, (ax)

v = In(ay)Kn(py) — In(py) Kn(ay)

fonksiyonlar: igin

b 1 ov ou
wdp = ———— [ p(u= — v=—
/a PP =" =2 [p( dp 5/))] (3.3.19)

b 1 0u  Oudu
2 = — —_— ———
/a pu’dp = 2 [p(”apax Ox (?p)} (3.3.20)

egitlikleri elde edilir.
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3.4 Bessel Fonksiyonunun Sifirlar:

Bu kisimda verilen teoremler Bessel fonksiyonlarinin sifirlari hakkinda bilgi
vermektedir.
Teorem 3.4.1 Eger y,

ay +by +cy=0 (3.4.1)

lineer diferensiyel denkleminin herhangi bir ¢ézimiu ise, a # 0 olmak izere
y fonksiyonu tekrar eden sifir yerine(katli-koke) sahip degildir. Burada a,b,c
fonksiyonlar © in fonksiyonlars olup kendileri ve tirevleri sirekli olan fonksiy-
onlardar.

Ispat: Kabul edelim ki y nin sifirlan tekrar etsin. Bu durumda y ve y sifirlan

esit olup (3.4.1) diferensiyel denkleminden a # 0 i¢in y' =0 olmak zorundadir.
Simdi (3.4.1) diferensiyel denkleminin x e gore tiirevi alinirsa,

ay" +by +cy=0

ay” + (@ +b)y + (b +c)y +cy=0 (3.4.2)
bulunur. Bu denklemde y = 0, ¥ = 0 ve y' = 0 dir. Bu durumda (3.4.2)
diferensiyel denkleminden ay” = 0 dir. Bu ise a # 0 icin 4" = 0 olmasi
demektir. Isleme bu gekilde devam edilirse, y nin diger tiirevleri de sifir olmak

zorundadir. Bu ise Taylor teoreminden dolayr y nin 6zdeg olarak sifir olmasi
demektir. Bu durumda agikar ¢6ziim elde edilir. Bu ise teoremi ispatlar.

Sonug 3.4.2 z # 0 olmak tzere Bessel fonksiyonunun biutin sifirlars basittir.

Ispat: (3.4.1) denkleminde a = z® , b = z ve ¢ = 7% — n? alinirsa ispat agiktir.
Sonug 3.4.3 J,(z) ve J.(z) fonksiyonlart = # 0 icin ortak sifir yerine sahip
degildir.

Ispat: Teorem(3.4.1) in ispatindan dolay: ispat agiktir.

Teorem 3.4.4 Bessel denkleminin iki lineer bagimsiz ¢ozimi P ve Q ise bu
durumda x # 0 olmak izere bu ¢ozimler ortak sifir yerine sahip degildir.

90




ispat: Bessel denkleminin iki lineer bagimsiz ¢ozimi P ve Q olsun.(1.12.1) den
PQ -PQ="<

x

oldugunu biliyoruz. Kabul edelim ki P ve Q ¢oziimleri x in aym degerleri icin
ortak sifira sahip olsun. Bu durumda,

1 '

P(z,)Q (1) — P (z1)Q(z1) = <

I

c=0

bulunur. ¢ = 0 degeri (1.12.1) denkleminde yerine yazilirsa,

PQ —PQ=0
olur. Her iki taraf PQ ile boliiniir ve diizenlenirse,
PI Ql
P Q

elde edilir. Bu ise P fonksiyonu Q nun sabit bir kat1 ise gegerlidir.O halde P
ile Q lineer bagimhdir. Bu da kabuliimiiz ile celisir. Yani; lineer bagimsiz iki
¢O6zlimiin ortak sifir yeri(kokii) olamaz.

Ornegin; J,(z) ile Y, (x) in ortak sifir yeri(kokii) yoktur.

Teorem 3.4.5 J,(z) ve Jyi1(z) fonksiyonlar x # 0 icin ortak koke sahip
degildir.

Ispat:(1.4.2) indirgeme bagintisindan,

Jn(z) — 710 = Jni1(z)

dir. Kabul edelim ki J,,(z) ve Jn41(z) fonksiyonlar ortak koke sahip olsun. Bu
durumda J,,(z) ve J,(z) fonksiyonlan ortak kéke sahiptir. Bu ise Sonuc3.4.3 ile
celigir. Boylece teorem ispatlanmig olur.

Teorem 3.4.6 n reel olmak tizere K, (x) in reel pozitif sifirr yoktur.

ispat: (2.8.6) ifadesinden lim;_,ooKn(z) = 0 oldugunu biliyoruz. Bu ise bize
x in herhangi pozitif reel degeri igin K,(z) in sifir olmamasini verir. (2.3.6)
esitliginden K, (z) icin gegerli her durum K_,(z) icin de gegerli olacagindan
z € R* i¢in K_,(z) # 0 dir. Bu da reel n ler i¢in K, (z) in pozitif reel sifirlarinin
olmamas)1 demektir. Bu ise ispat1 tamamlar.

91




Teorem 3.4.7 n reel sayr olmak tzere G,(x) fonksiyonunun reel sifir yoktur.

Ispat: Kabul edelim ki = € R igin G,,(z) = 0 dir. (1.10.6) egitliginden

1
Gn(z) =0= ~Y,(z) + (In2 — vy — §z7r)Jn(3:) =0
olur. Bu ise reel ve imajiner kisimlarin sifir olmasi demektir. Yani, Y, (z) = 0

ve Jp(z) = 0 olur. Buda Teorem(3.4.4) ile geligir. O halde G,(z) fonksiyonunun
reel koki yoktur.

3.5 Fourier-Bessel Acilimlar:

(0, a) araliginda Dirichlet kogullarim saglayan bir f(z) fonksiyonu,

o0

f@) =" Ada(A) (3.5.1)
r=1
seklinde seriye agilabilir.Burada n > —1 ve Ay, Ag,...  porzitif sayilan J,(Aa)

nmn siral sifirlandir.

(3.5.1) ifadesinin her iki yam zJ,(Axz) ile carpilir ve 0 dan a ya kadar integral
alinirsa,

/xf(x)Jn()\kx)dxz/ ZAT:an(/\,x)Jn(/\km)dx
0 0 =1
::/ Az dn(Aez) I (Axz)dz
+ / > Azda(Mz)Jn(Nez)dz
0 =1,k

=Ak/ zJ2(Mpz)dz
0

+ Y A / 2 Jn(Ae) Jn (M) d
e (3.5.2)

bulunur. (3.3.4) ifedesinde A = A, u = Ay ve z = a alinrsa,

(A2 — )% /Oa T (M) Jn(Mez) = a[AkJn()\Ta)J;()\ka) — /\TJn(/\ka)J;L(/\ra)]

olur. Aj, g, ... pozitif sayilari J,(Aa) min sifirlan oldugundan,

92




/ 2 (u) Jn () = 0 (35.3)

elde edilir. (3.3.6) denkleminde A = )\; , £ = @ alinirsa,

/a.’II(Jn()\kLL‘))zdIE = %—2[(‘];()\190,))2 + (1 —
0

n2
2.2
ALa

)JZ(Aka)}

- %[J,’,(Aka)r (3.5.4)

bulunur. (3.5.3) ve (3.5.4) ifadelerinin (3.5.2) esitliginde yerlerine konulmasiyla,

/a zf(z)Jn(Mkx)dz = A /a rJ2(M\pz)dz + Z A, /a zdn(Arz) Jn(Arz)dz
0 [

r=1rxk 0

(12 ' 2
= Ak? [Jn()\ka)]
olur. Burada k indisi yerine r indisi alinirsa,
¢ a? ) 2
/ of(5)Ja(Mrz)de = A, [Jn(ATa)]
0
elde edilir. Bu egitlikten A, katsayilar
4 _2_]0“ zf(2)Jn(Arz)dz
=2 2
S PAONS]

olarak bulunurlar. x=a oldugunda seri agikar olarak sifir degerini alir.

(3.5.5)

r

Simdi de ), ler AJ, (Aa) + hJ,(Aa) nin pozitif kokleri olsunlar. Buradan

Mds (Ara) + B (Ma) =0 = J (\a) = —/\ﬁ.]n()\,a)

T

dir. Bu esitlik ve (3.3.4) egitliginden

a

a h
/0 O [AkJn()\,a)( - X;Jn()\ka))

- )\T.In()\ka)( - %Jn()‘ra))]
0 (3.5.6)
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elde edilir. (3.3.6) ifadesinde A = A\ ve z = a alinirsa,

n?

/Oaa:(Jn()\kx))zdx - g[(J;(Aka))z + (1 > 2>J2()\ka)]

k%

olur. Bu esitlikte yine,

!

h
Jn()\,.a) —:\—J ()\ a)
oldugu gozoniinde tutulursa

2

2 a_ _h 2 __n 2
/0 sBwe)ds = 5 [ 3 u) + 1 Akzaz)Jn()\ka)]
2h2 2y 2 2
R R
2 a® A (3.5.7)
bulunur. (3.5.6) ve (3.5.7) ifadeleri (3.5.2) de yerlerine konulurlarsa,
a CL2 a2h2 + (a2)\k2 r TLZ) 0
/0 of(@)aea)ds = S A & | 72(0)
olur. Burada k indisi yerine r indisi alinirsa,
a 2 22 2y 2 _,2
/ zf(z)Jn(Arz)dz = a_Ara *(a /\; o )Ji()\ra)
0 2 az)\'r
elde edilir. Buradan katsayilar,
a?\,? n(Arz)d
_ 2 Jy 21(2)n(\,2)dz (3.5.8)

a? (a2h? + (aQ)\,2 ))J,% (Ara)

olarak bulunurlar. Ozellikle h=0 iken X lar (A, Ay, ...)J,(Aa) mn sifirlandir.
(3.5.8) ifadesinde h=0 alinirsa,

a a2 0,2)\ 0
/0 (@) a(ha)ds = 5 A0 ™ 72(0a)
a2 2 5
- 7Ar(l - )J (Ara)

bulunur. Buradan
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2 [y zf(2)Jn(Ma)dz
A,- = —5 5
a (1 - ;T.)Jg(x,.a)

a

(3.5.9)

olur. Bu agilimlar 0 < z < a i¢in gegerlidir.
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4 BESSEL FONKSIYONLARININ UYGULAMALARI

4.1 Girig

Bu béliimde Dairesel zarin titregimi incelenecektir. Daha sonra ise baglangic ve
sinir kosullar: altinda 1s1 denkleminin ¢6ziimleri bulunacaktir.

4.2 Dairesel Zarin Titregimi

Zarn titregimi denklemi, matematiksel fizigin problemlerinin ¢6ziimlerini bul-
mak icin kullanilir. Dairesel zar yiizeyinin titregim doniigiimii, Bessel fonksiyon-
larinin uygulama alanlarindan biridir.

Buradaki zar ince esnek tabaka olup, yogunlugu diizgiin olsun.

Zarn agirhig zardaki gerilim kuvvetini hissettirmeyecek kadar kiiciik olsun.
Yer degigtirmis zarin herhangi bir noktasindaki egimi daha kiigiik olsun.
Son olarak kabul edelim ki zar, kusursuz titregimler yapsin.

Bu kabuller altinda zarin kiigiik bir pargasim diiglinelim. Sapma ve yiizey egimi
kiigiik oldugunda alan elemam yaklagik olarak AzAy ye egittir. Eger T birim
uzunluktaki gerilim kuvveti olarak alinirsa, kenarlardaki hareket eden kuvvetler
TAz ve T Ay dir.

A T
y o
| ,
_/ |8
2 |
TAX i |
i IR s
| ll ™ Il '
! | 1 , —
| i ! ; y
o
]
X —————f—ﬁ————f—%
e Pa
x+A /L _i/_’____z_v_____{/

Telin biitiin y6nlerdeki diisey gerilim kuvvetlerinin bilegkesi,
TAzsin 8 — TAzsina + TAysind ~ TAysiny

dir. Yiizeyin egimi miimkiin oldugu kadar kiigiik oldugundan, agilarn siniisleri
yerine tanjantlar alhnabilir. Dolayisiyla,
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TAz(tan § — tana) + TAy(tand — tan )

bulunur. Newton'un 2 inci hareket kanununa gore Kuvvet=Kiitlex Ivme dir.
Yani,

TAz(tan 8 — tana) + TAy(tand — tany) = pAAzy (4.2.1)

dir. Burada p yogunlugu ve AA = AzAy seklinde olan alan elemanini goster-
mektedir. Analizden biliyoruz ki,

tana = zy(z1,y)
tanf = 2y(z2,y + Ay)
tand = z.(z,y1)

tany = z.(z + Az, ys)
dir. Burada z; ve z5 x in x ile z + Az arasindaki degeridir. y; ve y» de benzer
sekilde y in y ile y + Ay arasindaki degeridir. Bu degerler (4.2.1) de yerlerine
konulurlarsa,

TAz l:zy($2a Y+ Ay) — z,(z1, y‘)] +TAy [Zz(f + Az, y0) — z(z, yl)] = pATAYzy

bulunur. Bu egitlik pAzAy ile boliiniirse,

T [zy(xz,y + Ay) — zy(z1,9) iy 2:(z + Az, yp) — zm(rc,yl)] b,

P Ay Ay

olur. Burada Az — 0 ve Ay — 0 i¢in limit alinirsa,

'; [Zyy + sz:l = 2
elde edilir. % = ¢? denilirse,

2 = C [zyy + zm] (4.2.2)

denklemi bulunur. Bu denklem Dalga denklemi olarak bilinir. (4.2.2) dalga den-
kleminde,

z=rcosf , y=rsind
doniisiimleri ile kutupsal koordinatlara gegilirse,
Oz 02[622 10z 1 322]

a2 = “lare Trar TrEom (423)
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elde edilir. Bu denklemin

2(t,r,0) = T(t)R(r)O(6) (4.2.4)
seklinde degigkenlerine ayrilabilir ¢oziimlerini arayalim. Buradan tiirevler,
0%z  d°T 0z dR 0%z d*R 0%z  d*O
— = —=—T0 |, — =— L === =
otz dt? RO or dr ©or2 dr? To 06%  dp? TR

olup, bu tiirevler (4.2.3) denkleminde yerlerine yazilir ve elde edilen esitligin her
iki yam T'(t)R(r)©(0) ile béliiniirse,

lfﬁﬁ_f(fﬁ 1§5)+£1f@ 4.2.5)
T dt2  R\dr? rdr r20 d6? (4.2
elde edilir. Bu denklemde son terim diger terimlerden bagimsiz oldugundan,
120
© dp?

degeri sabittir. Burada © periyodiktir ve periyodu 27 dir. n keyfi tamsay1 olmak
uzere,

180 o,
0de
denilirse,
d?
ag=—ﬁe (4.2.6)
olur. Bu denklemin ¢6ziimii,
©(#) = Acosnb + Bsinnd (4.2.7)

seklinde bulunur. Burada A ve B keyfi sabitlerdir.

Yine (4.2.5) egitliginin sol tarafindaki terim bir sabite egit olmahdir. Bu sabiti
de —p? ile gosterelim. Bu durumda,

T 9
— = -—pT 2.
e p (4.2.8)
olur. Bu denklemin ¢ézimii ise,
T(t) = Ccospt + Dsinpt (4.2.9)
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dir. Burada C ve D keyfi sabitlerdir.

(4.2.6) ve (4.2.8) degerleri (4.2.5) de yerlerine konulurlarsa,

2, 12
2 C(FR 1dR\ &,
p_R<dr2 rdr)+r2( n’)

bulunur. Bu esitligin her iki tarafi r2R ile garpilir, ¢? ile bliiniir ve 2 = k alinirsa,

d’R  dR
s +7 - + (k*r* =n")R=0 (4.2.10)

olur. Bu denklemde kr =t bagimsiz degisken degistirmesi yapilirsa

Bessel diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimiinden yarar-
lanilarak (4.2.10) denkleminin ¢6ziimi,

R(r) = FJ,(kr) + GY,(kr) (4.2.11)
seklinde yazilabilir. Burada F ve G keyfi sabitlerdir.

(4.2.7), (4.2.9) ve (4.2.11) ¢oziimleri (4.2.4) de yerlerine yazilirlarsa,

z = {A cosnf + B sinnB}{C cos pt + Dsinpt}{FJn(lcr) + GYn(kr)}
(4.2.12)

olur. Burada A,B,C,D,E,F ve G keyfi sabitler, n herhangi bir tamsay: ve p = kc
dir.

Zar r = a ¢emberi ile sinirh ise G sifir olmak zorundadir. Ciinkii 7 = 0 degeri igin
Y, (kr) sonsuz degerini alir. z(a) = 0 simir kogulundan 6 ve t nin biitiin degerleri
icin J,(ka) sifir degerini alir. Buradan (4.2.12) ifadesinin yerini,

z= {A cosnf + Bsin n@}{C cospt + DSinpt}Jn(kr) (4.2.13)

ifadesi alir. Burada J,(ka) = 0 dir. Eger titregim simetrik ise ¢6ziim 6 dan
bagimsiz oldugundan n = 0 ise (4.2.13) ifadesi,

z = {C cospt + Dsinpt}Jo(kr) (4.2.14)

99




ifadesine donigtr.

Zar eger durgun halden harekete baghyor ise ilk olarak %(O,T, §) = 0 dir. Bu
kosul (4.2.13) de yerine yazilirsa D = 0 olur. Bu durumda dalga denkleminin

¢ozumii,

z= i Cm, €0S(Dmt) Jo (kmT) (4.2.15)

m=1

dir. Burada p,, = cky olup, ¢t = 0 i¢in 2(0,7,8) = f(r) saglansin. Bu kogul
(4.2.15) de yerine yazilirsa,

Fr) =" cmdo(kmr) (4.2.16)

olur. Buradan c,, Fourier katsayilarim belirleyelim. Yukaridaki esitligin her iki
tarafi rJo(ky,7) ile garpihr 0 dan a ya kadar integrali alimir ve (3.5.5) esitligi
kullanilirsa,

2

/a rf(r)Jo(kpr)dr = %—cm{J(')(kma)}2

0

elde edilir. Buradan ¢,, katsayilari,

_ 2 Iy mf(r)Jo(kmr)dr
a*{Jo(kma)}?

olarak bulunur.

Bagka bir durumda zarin titregim hareketi simetrik olmasin. Bu durumda (4.2.2)
dalga denkleminin benzer gekilde

2(¢,0,6) =0 , =z(t,a,0)=0 , 2(0,r,6)=0

baglangic ve sinir kogullarim saglayan ¢oziimii,

z= Z Z {An,m cosnd + B, n, sin nB} cos(pmt) In (k) (4.2.17)
n=0 m=1
seklindedir. Burada ki, ko, k3, ... ler J,(ka) Bessel fonksiyonunun sirali pozitif

sifirlandir ve p,, = cky, dir. z(0,7,0) = f(r,8) kosulu (4.2.17) da yerine yazilirsa,
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f(r,0) = i i {An,m cosnf + By, sin n@} In(kmr) (4.2.18)

n=0 m=1

elde edilir. (4.2.18) nin her iki yan r cosv8J,(k,r) ile garpilir ve daha sonra 0
dan a ya ve 0 dan 27 ye kadar integraleri alimirsa,

2T pa © 2n  pa
/ / f(r,0)J,(ksr) 7 cosvBdrdd = Z Z {An,m / / cos nf cos v
o Jo o Jo

n=0 m=1

X 1TJp(kmr)d,(ksr)drdd
2w pa

+ Bn,m/ /sinn@cosvﬁrJn(kmr)J,,(ksr)drdB}
o Jo

olur. Siniis ve cosiniis fonksiyonlarinin ortogonallik 6zelliginden,

2
/ sinnfcosvidf =
0

0
X T n=vise
/0 cosnf cosvhdf = { 0 n v ise (4.2.20)

(4.2.19)

dir. Bu 6zellik kullanilirsa yukandaki esitlik,

27 a 0 e 27
/ / f(r,)J,(kst) 1 cosvBdrdd = Z Z {An,m / cos nd cos v6do
o Jo 0

n=0,+, m=1

« /0 ) (ki)

27 a
+ Aum / cos? v9df / rJ,,(kmr)J,,(k:sr)dr}
0 0

—N—

1l
x|
(e
—
N
X
3
\g
ﬁ
=
=
3
2
=
&
=
&
——

= T Z {A,,,m/Oa'rJ,,(kmr)J,,(ksr)dr}

m=1p, 4,

+ w{A,,,s /Oa rJ,,(ksr)J,,(ksr)dr}

seklinde yazilabilir. Bu esitligin sag tarafinda (3.5.3) ve (3.5.4) egitlikleri kul-
lanilirlarsa,

2 a 2
/ / §(r,0) 1 (kur)r cos vdrdd = 74, (J1 (ki)
0 0
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olarak bulunur. Burada v yerine n, s yerine de m alinirsa A, ,, katsayilar

L2 ST [ £(r,8) Tkt cOS nfdrdf
o 1a?{J! (kmr)}?
olarak elde edilir. Benzer gekilde (4.2.18) esitliginin her iki yani r sin v8J, (k,r) ile

carpilir ve 0 dan a ya 0 dab 27 ye kadar iki kath integral alinirsa B, ,,, katsayilar
ise,

(4.2.21)

B = 2 fo% Js F(r,0)Jn(Emr)r sin nfdrdd
. ra{ T, (k) }2

olarak bulunur. A, ,, ve B, katsayilar (4.2.17) esitliginde yerlerine yazilirlarsa
istenilen ¢oziim elde edilir.

4.3 Dairesel Silindirde Is1 Akis1

Isinin akig denklemi

(62V 0%y 621/) (4.3.1)

522 o2 82
olarak bilinir. Buradaki x sabiti " maddenin 1s1 iletkenligi” dir.
(4.3.1) ile verilen 1s1 denklemi igin,

z =71cosf , y=rsinf , z2=2z

silindirik koordinatlarina gecerek tiirevler alimip (4.3.1) denkleminde yerlerine
yazilirlarsa,

v 0%v 10v 108* 0%
AT (A AR 4.3.2
ot X<6r2 ror 1?2002 8z2) (432)
denklemi elde edilir. Simdi dairesel bir silindirdeki 1s1 akigim1 agagidaki durum-
larda inceleyelim.

Durum 1:(Sonsuz-silindirdeki Degigen Is1)

r = a ile sinirlanan silindirin yiizeyindeki 1s1 sifir olsun ve ilk 151 v = f(r) olsun.
Bu durumda 1s1 0 ve z den bagimsizdir. Buradan (4.3.2) denklemi

161/__621/ 10v

;_6_1& = bﬁ + ;E (4.3.3)
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halini alir. Bu denklemin v(¢,7) = T(t)R(r) bigiminde degiskenlerine ayrilabilir
¢ozlimlerini arayalim. Turevler alinirsa,

ov _dT v _dR v &R

ot dtT 0 or dr ’ orr  dr?

olur. Bu tiirevler (4.3.3) denkleminde yerlerine yazilir ve elde edilen denklem
T(t)R(r) # 0 ile boliiniirse,

1dl' 1/d?R 1dR
T@ -~ wlartra) (4.3.4)
elde edilir. Bir tarafi sadece t-ye diger tarafi sadece r-ye bagli olan béyle

bir egitligin saglanmas: ancak her iki yamin ortak bir sabite egit olmas: ile
miimkiindiir. Bu ortak ayirma sabitini C olarak alirsak (4.3.4) esitligi

1 dl' 1/d*?R 1dR
_af _(__ _._) _C
xT' dt R\dr? rdr

olarak vazilir. Buradan

aT

= &

i~
denkleminin ¢ézimii,

T = Eex°t
geklindedir. Kabuliimiiz geregi 1s1 t — oo i¢in T = 0 olmalidir. Bunun saglanmasi
icin C ayirma sabiti negatif olmalidir. C = —)? denirse ¢oziim,

T = Ee™ X (4.3.5)

gekline doniigiir. (4.3.4) esitliginden

S+t MR- (4.3.6)

yazilabilir. Bu denklemin her iki yam 72 ile garpilir ve Ar = t bagimsiz degigken
degistirmesi yapilirsa,

2
t2%+t%§+t2R:O
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sifirinci basamaktan Bessel denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii ise,

R(r) = BJo(t) + DY, (1)

dir. t = Ar degerini yerine yazarsak

R(r) = BJy(Ar) + DYy(Ar)
olur. 7 = 0 icin ¢oziimin sonlu kalmasim istedigimizden D = 0 almaliyiz.

Ciinkii r — 0 i¢in Y(\r) fonksiyonu sonsuz degerini alir. Buna gore

R(r) = BJy(Xr) (4.3.7)
olur. Burada Jy(Ar) sifininci basamaktan birinci gesit Bessel fonksiyonudur.
v(a,t) = R(a)T(t) =0 = R(a) =

siir kogulunu (4.3.7) denklemine uygularsak

R(a) = BJy(Aa)

olmasini gerektirir. Bu denklem sonsuz tane A, sifirina sahiptir. (4.3.5)
egitliginden dolay:

To(t) = E,e X st
dir. Dolayisiyla (4.3.6) min ¢oziimi v(r,t) = R(r)T'(t) den

Vn(7, 1) = EpBpe X Jo(Anr) (4.3.8)

olur. Biliyoruz ki denklem lineer oldugundan siiperpozisyon geregince,

=" Ane My (Aar) (4.3.9)

n=1

de aym1 denklemin ¢ozimiidiir. Burada £,B, = A,dir.

Simdi A, katsayilarim1 bulmak igin v(r,0) = f(r) baglangic kogulundan yarar-
lanabiliriz.

v(r,0) = ZA Jo(An) (4.3.10)

104




olur. (4.3.10) esgitliginin her iki yan1 rJo(A,7) ile ¢garpilir, 0 dan a ya kadar inte-
grali alinir ve (3.5.5) esitligi kullanihrsa

_2 Jo 7 (r)Jo(Anr)dr
@2 {Jj(Aa)}?

seklindedir. Burada Jy = —J; oldugu gozoniinde tutulursa

An

_ 2 Jorf(n)Jo(Aar)dr
a2 {A(Am0)}?

olur. Bulunan bu katsay1 (4.3.9) esitliginde yerine konulursa denklemin kogullar
saglayan ¢ozimd,

An

2 o [ zf(z)Jo(Anz)dz
V= &5;6 X JO(/\nT) : {Jl()\na)}z

(4.3.11)

olarak bulunur.
Durum 2:(Yari-sonsuz Silindirde Kararh Is1)
Silindirin eksenini z-ekseni ve tabanini da z = 0 diizlemi olarak alalim. Taban

v = f(r) 1sisinda tutulurken 1si akig1 7 = a yizeyinden sifir 1s1li ortama dogru
yayisin. Boylece v, 6 dan bagimsiz olur. Bu durumda (4.3.2) denklemi

o*v 1ov o
dir. Bu durumda sinir kosullan
v = f(r) z=0ise (4.3.13)
g—l; +hyr=0 r=aise (4.3.14)

seklindedir. (4.3.12) denkleminin v(r,z) = R(r)Z(z) biciminde degigkenlerine
ayrilabilir ¢éziimlerini arayalim. Tiirevler,

dv _ ,dR v &R v 27

or “dr oz Tdrr 0 922 Td?

olur. Bu tiirev degerleri (4.3.12) denkleminde yerine yazilir ve her iki tarafi
R(r)Z(z) ile boliiniirse,
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YRR R

bulunur. Birinci terim sadece r-ye, ikinci terim sadece z-ye bagh olan b&yle bir
esitligin saglanmasi icin

1 (R 1dRy 1d°Z
{ &z =0 (4.3.15)

167
Z dz?
terimi bir sabite esit olmalidir. Bu sabiti C ile gosterelim. Bu durumda

&z
dz?

=07

olur. Bu denklemin ¢éziimii ise

Z(z) = FeVC* + Ge=VCs

seklindedir. 2 — oo icin Z sifir oldugundan F sabiti sifir ve C sabiti pozitif
olmahdir. C = \? denirse ¢oziim

Z(z) = Fe™™
olur. Burada A pozitiftir. Bu durumda (4.3.15) denklemi

1 (&R 1dRy .,
g tra ) tA =0

halini alir. Bu denklem R ile ¢arpilirsa,

#R 1dR
W“F;EIF-{-)\R—O

bulunur. Bu denklemin ¢ézimi

R(r) = DJy(Mr) + EYy(Ar)

dir. r — 0 igin Y5(Ar) sonsuz degerini aldigindan E sifir olmalidir. Dolayisiyla

Um(r, 2) = GmDme"\’”zJo(/\mr)

olarak bulunur. Biliyoruz ki denklem lineer oldugundan siiperpozisyon prensibi
geregince
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v(r,2) = Ane ™ Jy(Amr) (4.3.16)

m=1

de aym denklemin ¢oziimiidir. Burada G,,D,, = A, dir. (4.3.13) baglangic
kosulundan dolay

F(r) =" Ando(Amr)

dir. (4.3.14) sinir kosulundan dolay:

Mg(Aa) + hJy(Aa) = 0 (4.3.17)

olur. Burada A1, Ag, Az, ... lar AJj(Aa) + hJo(Aa) nin sifirlanidir. (4.3.14) egitligi
gozoniinde tutulursa A,, katsayilar (3.5.8) esitliginden

W Am? [3 7 £ (1) Jo(Amr)dr
™ a2 (h2 + >‘m2){JO()\ma)}2

seklinde bulunur. Bu katsayilar (4.3.16) esitliginde yerine yazilirsa,

2 N e A [y 2f (x) Jo(Am)da
V= — e "2 Jo(Amr g 4.3.18
at r; g (A2 + A" ){ Jo(Ama) }2 (43.18)
¢oziimii elde edilir.
4.4 Kiiredeki Is1 Akis1
(4.3.1) 1s1 denkleminde (r, 6, ¢) kiiresel koordinatlarina
x =rsinfcos ¢ , = rsinfsin¢ , z =rcosf
dontigiimleri ile gecilirse,
v 0%v  20v 1 0 v 1 &%
= et e+ o (SN ) + —— 4.1
ot X{ or?2  ror r? sinH@O(Slneae) + sin298¢2} (4.4.1)

denklemi elde edilir.
Durum 1:(Kiiresel Bosluklu Bir Bolgede Kararh Is1)
Kabul edelim ki kiirenin i¢ ylizeyi r = a , dig ylizeyi r = b ve yiizeylerdeki

sicakhiklar sirasiyla v; ve v, olsun. Bu durumda sicaklik t,8 ve ¢ den bagimsizdar.
Buradan (4.4.1) denklemi,
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v 20 _
or:  ror

halini alir. Bu denklemde v = ¥ doniiglimii yapilirsa tiirevler,

(4.4.2)

ov u  10u

or r2 ' ror
Pv 10w 200
or2  rdr2 r29r 3

olur. Bu tiirev degerleri (4.4.2) denkleminde yerlerine yazilir ve elde edilen den-
klem r ile garpilirsa,

%u
orz
denklemi bulunur. Simir kogullar ise
U = aly T =@ ise
u = by r =bise
olurlar. Bu sinir kosullar altinda denklemin ¢éziimii

na(b —r) + wbd(r — a)
u =
b—a

olarak elde edilir. Buradan (4.4.2) denkleminin ¢6ziimii,

_ viab— 1) + vb(r — a)
r(b— a)

(4.4.3)

olarak bulunur. Bu ¢6ziim zamandan bagimsiz kararli ¢oziim olarak bilinir.
Durum 2:(Kiiresel Bogluklu Bir Bolgede Is1 Degigimi)

Kabul edelim ki kiirenin i¢ yizeyi r = a, dig yiizeyi r = b, ylizeydeki sicakliklar
sirasiyla vy , v, sabit 1silarinda olsunlar. Ayrica ¢ = 0 igin ¥ = f(r) olsun. Bu
durumda sicaklik 6 ve ¢ den bagimsizdir. Buradan (4.4.1) denklemi,

G v 20
a5 *7a)

olur. Bu denklemde v = * doniigiimii yapihirsa

(4.4.4)
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Oou 0%u
5{ = Xb—ﬁ (4.4.5)

denklemi elde edilir. Baglangi¢ ve sinir kogullan ise

u = av; ;T =aigin
u = bvy ; T = b igin
u=rf(r) ; t=0Iigin

olarak bulunurlar. (4.4.5) denkleminde

u:avl+(bu2—av1)z_a+z
doniigimii yapilirsa (4.4.5) denklemi
0z 0%z .
5 = X2 t>0vea<r<bigin (4.4.6)
sekline doniigiir. Baglangi¢ ve sinir kogullar ise
z=0 r=aver=bigin (4.4.7)
z=rf(r) —av, — (b — avy)—— ¢ =0 igin (4.4.8)

b—

halini alir. (4.4.6) denkleminin z(r,t) = R(r)T(t) seklinde degigkenlerine
ayrilabilen ¢6ziimiini arayalim. Tiirevler alinirsa,

2 2
9z _ pdl 0z dR &Pz &R

ot dt or  Tdr °  9r? " dr?

olur. Bu tiirev degerleri (4.4.6) denkleminde yerlerine yazilir ve xRT ile
béliintirse,

1dr_1&R
xT dt R dr?
denklemi elde edilir. Bir tarafi sadece t-ye diger tarafi sadece r-ye bagh olan

boyle bir esitligin saglanmas: ancak her iki yanin ortak bir sabite esit olmas ile
miimkiindiir. Bu ortak ayirma sabitini C olarak alirsak

(4.4.9)

dTl’
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olur. Bu denklemin ¢oziimii

T(t) = X!

dir. ¢ — oo i¢in z = 0 kosulundan dolay1 T = 0 olmalidir. Bu ise C < 0 olmasi
demektir. C = —\? secilirse

T(t) = e (4.4.10)
olur ve (4.4.9) denkleminin sag tarafl
d’R

— 2
- TR

seklinde yazilabilir. Bu denklemin ¢6ziimii

R(r) = Acos Ar + Bsin Ar

dir. (4.4.7) sinir kogullarindan dolayt R(a) = 0 ve R(b) = 0 olur. R(a) = 0
kogulundan

R(r) = Asin(r — a)A (4.4.11)
elde edilir. R(b) = 0 kogulu (4.4.11) denklemine uygulanirsa

nw

An =

b—a

ozdegerleri bulunur. Bu A, degerleri (4.4.10) ve (4.4.11) da yerlerine yazilirlarsa
sirastyla

n2x2

To(t) = e X-or?! (4.4.12)
ve
Rn(r) = Asin 5‘% (4.4.13)

halini alir. (4.4.12) ve (4.4.13) ifadeleri z(r,t) = T(t)R(r) esitliginde yerlerine
yazilirlarsa,

nr(r — a)
b—a

olur. Siiperpozisyon prensibinden verilen denklemin kogullan saglayan ¢ozimii,

—x n2q2 t
2y = Ape “T-a7"gin
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z= ZA X sinT—lEb(—ﬂ (4.4.14)

—a

olarak bulunur. A, katsayilarmmi belirlemek icin (4.4.14) denklemine (4.4.8)
basglangi¢ kosulu uygulanirsa,

rf(r) —av — (bvo — az/l);:z = ZAnsinmrb(%Q
n=1

> nw(r —a
g(r):ZAnsm b(—a )
n=1

olur. Yukaridaki egitligin her iki tarafi sin —b(ii) ile carpilir ve a dan b ye kadar
integrali alinirsa,

/bg(r) sin Mdr = ZA / sin mr('r - a) sin km(r — a) dr

b—a b—a b—a

_ Z A / A mr(r —a) sin km(r —a) g

b—a b—a
n= l'n,;f:k

b —_—
+ Ak/ sin? Mdr
a

olur. Yukaridaki esitlikte

nnfsinkd = 4 3 n =k ise
e )0 n # k ise

oldugu gozoniinde tutulursa,
b
. kn(r—a) b—a
/a g(r) sin —b—_—a—dr = A 5

bulunur. Burada k indisi yerine n indisi , r yerine x ve g(z) yerine de degeri
yazilirsa A, katsayilar

2 b z—aYy . nr(z—a)
A, = P ) {:cf(x)—al/l—(bug—ale)b_a}sm—b—:a—dm
2 b . nr(z — a) 2 b-a nm(z—a)pb
= bﬁaﬁxf(x)sm P da:+b_al/1 08— ———|

2bv, —av) Pz—a . nn(z —a)
b—a . b—a b—a
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halini alir. Bu esitlikteki son integrale kismi integrasyon uygulanirsa,

2 b . nr(z —a) 2a
A, = b_a/axf(x)31n———6—_~—a—dx+5;u1(cosn7r—1)
2(b1/2—ay1)[_x—ab—a nr(z — a) b
b—a b—a nm b—a |la
b —_— -—_—
+ /b acosmr(a: a)d:c]
o N7 b—a

“olur. n tamsay1 iken cos nw = (—1)™ oldugu gézoniinde tutulur ve gerekli islemler
yapilirsa,
2(—1)"

9 b
= _b - i
An — (avy — buy) + b—al, zf(z)sin

nm(z — a)

d
b—a 7

olarak elde edilir. Buradan (4.4.4) denkleminin baglangic ve simir kosullarm
saglayan ¢ozimi,

av bus —an T —a 1e= (2(—1)"
v = —1—|— 2 ! —a‘l’;zl{( )(al/l—bz/2)

r T b T

nr(z — a) dz}e_x(zﬁzf nr(r — a)

9 b
+ —— [ zf(z)sin -a)? sin
—a

b—alJ, —a
olarak bulunur.

Durum 3:(Simetrik olmayan Is1 Degerli Kati-kiire)

r = @ ylzeyindeki 1s1 sifir olsun. ¢ = 0 da v = f(r, 8, ¢) olmak lizere (4.4.1)
denklemine

cos=p wve v=e Xy, p,¢)

doniigiimlerini uygulayalim. Tiirev degerleri,

Z—It/ = —x ANy
o0 _ ouds
00 — Ou ol

= —sin 96_’"\2”2—2
0%y 2 ou 0%u
el —xA%tf it 207 @
502 e ( cosﬁaﬂ-{—sm 06u2>
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d¢ 8¢
Prv ol
0p? 00?

olur. Bu tiirev degerleri (4.4.1) denkleminde yerlerine yaziir ve e Xt ile
boliniirse,

o*u  20u 1 ou
—x/\2uzx{53+ +—(—M—+(1—H2)

L - 82u) i Ou 1 82u}

a2) " Pop TR - 2) e
olur. Bu esitligin her iki tarafi x ile boliiniir ve diizenlenirse,
Pu 20u 1 0 ou 1 o%u
i e R 3 § IY S 4Ny = 4.
5r2+r6r+r26u{( “)au}+r2(1—u2)a¢2+’\u 0 (4.4.15)

denklemi elde edilir. Bu denklemde u(r,p,¢) = R(r)O(u)®(¢) seklinde
degigkenlerine ayrilabilen ¢oziim arayalim. Buradan tiirevler,

ou dR 0?u d’R ou do 0*u d?®

—_— = _ _ = @———- = —_— —_ = _

ar o dr ' Or? © dr? ' Ou ke dd ’ 8¢? kO dg?
olur. Bu tiirev degerleri (4.4.15) denkleminde yerlerine yazilir ve R(r)©(6)®(¢)
ile boliiniirse,

17d?R 2dR 111 d N 1 1d*® 5
alae tra) el - A+ 2@ adge TN =0
(4.4.16)
elde edilir. Burada,
10
O do?

terimi diger terimlerden bagimsiz oldugundan (4.4.16) esitliginin saglanabilmesi
icin bir sabite esit olmalhdir. Bu sabit —m? olarak alinirsa,

d*® 9
ag e
denklemi bulunur. Bu denklemin ¢éziimii
®(¢) = C cosm¢ + Dsinmg (4.4.17)

seklindedir. Burada C ve D keyfi sabitlerdir. Buradan (4.4.16) denkleminin son
iki terimi




seklinde yazilabilir. Bu denklemde K = —n(n + 1) alimr ve denklemin her iki
yam O ile carpilirsa,

du{ } { (n+1) - u}e:o

denklemi elde edilir. Bu denklem gelistirilmis Legendre denklemi olarak bilinir.
Bu denklemin ¢6ziimii ise

O(n) = AT (u) + BQ (1)

seklindedir. Burada A ve B keyfi sabitlerdir. n tamsay1 olmak fizere u = F1 icin
© sonsuz degerini alir. Dolayisiyla B = 0 olmahdir. Buradan ¢oziim

O(p) = AT (1) (4.4.18)
olur.
1d doe m?
@du{( —p )du}+ = nn+ D)

oldugu goézoniinde tutulursa (4.4.16) denklemi

2
gg" ZdR] ——Tl—n(n+1)+)\2—0

R [er—z + r dr
halini alir. Bu denklemin her iki yam 7%R ile carpilirsa,
4 d’R dR

2 —
r? P + (X’ —n(n+1)R=0 (4.4.19)

bulunur. Burada R = r‘iy doniiglimi yapilirsa tirevler,

d—Ri = —lr 2y+r- éfi—y—
dr 2 dr
d2R 3 _5 3dy 1d2y
PR U A mi

olur. Bu tiirev degerleri (4.4.19) denkleminde yerlerine konulur ve r? ile
carpilirsa,

d2y dy 9 2 o 1
d2+r(—i— + (A*r* —n —n—Z)y—O

halini alir. Bu denklem diizenlenirse,
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dy dy 1
207y 4y 2.2 1l
Td'r2+rdr+{)‘r (n+2) }y 0

elde edilir. Burada Ar = ¢ seklinde bagimsiz degigken degistirmesi yapilirsa,

d’y . dy 1
207y L0y 2 el
tdt2+tdt+{t (n+2) }y 0

Bessel denklemi elde edilir. Bessel denkleminin ¢oziimii,
y=EJ () + EJ__;(8)
geklindedir. Burada E ve F keyfi sabitlerdir. Bu durumda (4.4.19) denkleminin

¢Ozlimii,

R(r) = Er-3J,, 1 (\r) + Fro3J__,(Xr)

1 i
2 2

olarak bulunur. Burada r — 0 icin 'r‘%J_n_ %(/\r) fonksiyonu sonsuz degerini
alir. Bu nedenle F' = 0 olmalidir. Buradan ¢6zim

R(r) = Er~3J,,1(\) (4.4.20)

olur. (4.4.15) denkleminin ¢éziimi (4.4.17),(4.4.18) ve (4.4.20) dan

u= r‘éJn_F%(/\r)T,Z”(u){A cos m¢ + Bsin m¢}

_ 2 o RTT
bulunur. v = e X"ty oldugu gdzoniinde tutulursa,

v= e"x’\zt(/\r)‘% et (/\r)T;”(u){A cosm¢ + Bsin mqb}

elde edilir. Burada v(t, a, 8, ¢) = 0 kogulu yiiklenirse J, 1 (Aa) = 0 olur. Buradan
genel ¢oziim

v = i z": i e—xA%t()\pr)‘% Jnsl (Apr) T () {An,m,p cos me

n=0 m=0 p=1

+ Bpmpsin m¢} (4.4.21)

seklindedir. Burada Aj,Ag,A3... ler J,, 1 (Aa) fonksiyonunun sifirlandir.
v(0,1,6,¢) = f(r,0, ¢) kogulundan (4.4.21) ¢6zlimii
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n o0

(r,0,¢) = 2 Z %JM; (Apr) T (,u){An,m,pcosmgb

n=0 m=0 p=1

+ Bpm,pSIN mgb} (4.4.92)

halini alir. Bu esitligin her iki yam 72 J, ! (A7) T} (1) cos ¢ ile carpilir ve 0 dan
aya-1den1e, 0dan 27 ye kadar fic-kath integral almr ve (4.2.19) , (4.1.20)
esitlikleri gozoniinde tutulurlarsa,

27 1 a
/0 /_1/0 r%f(r,9,¢)Jk+%()\3r)T,i(u) cosl¢g

_ZZZ)‘“A“"”’/%/ / 1y 1 (A7) Jegs (AsT)

n=0 m=0 p=1

x T™ ()T (1) cos me cos lpdrdpdé

oo n o0 2w 1
=D N Ay [ cosmocostoas [ TRGiT(an

n=0 m=0 p=1

/ Py O ey (A )dr
0

1 2
=3 > D Xt Anms /0 cos me cos lpde / IT,:”(,u)T,i(u)du

n=0 m=0p,x p=1
/ Py O) ey ()
0
o0 0o 1 27
+ZOZA,,2AW /O cosl¢ cos lpdop / 1Tfl(u)T,ﬁ(,u)dp,
n=0 p=1 -

/a rdo. (/\,,r)Jk+ (AsT)dr

ZWZZ)\——AMP/ * )T,é(u)du/oarJn+%()\p7")Jk+%(/\sr)dr

— Z/\;_Anl,p/ T ()T )du/ P Opr) T r)d
n=0n2k p=1
00 1 Q

r 325wy [ T [ Oy (ur)d
p=1 -
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bulunur. Burada

! (k+0)! .
/ T (W)Ti(p)dp = { &0 T n =k ise
= 0 n =k ise

egitligi kullanmilirsa,

27 1 a
| [ 6.0, 0i i cosls
0 -1J0

k+Dl 2
F—DI2k+14

Z /\"A,c l,p/ er+%()\pr)Jk+%()\sr)dr

k+ 0!
k}—l ‘2k+1 Z AP Aklp/ TJk+%()\plr)Jk+%()\sr)dr

"“lmﬁs

0

L
"
iy
"

7T(k+l)! 2
(k- D!12k+1

olur. Yukaridaki esitlikte (3.5.3) ve (3.5.4) esitliklerinden yararlanilirsa,

[ [ o8 o naonmi s

(e 2 1
“”(k—l)'2k+1 Actsy { 1)}
a*m __(k+l)

~ % + 1 (k l)l{ (Asa)}ZAk,l,s

bulunur. Burada k indisi yerine n indisi , 1 indisi yerine m indisi ve s indisi yerine
p indisi alinirsa A, ., katsayilarn,

an 1 (n—m)t o S, Jo @372, 8) s Qo) 1) cos mbdrdpds
a?m ), ? 7 (n+ m) {J;H%(/\pa)}?

An)m’p

(4.4.23)

olarak  bulunur. Benzer gekilde (4.4.21) esitligin  her iki yam
rng+%(/\sr)T,ﬁ(p,) sinl¢ ile carpilir ve 0 dan a ya -1 den 1 e, 0 dan 27 ye
kadar tg-kath integral alimirsa B, , , katsayilan da

2n+1 (n— 27r f—ll Jo x5 f(x,0, ¢)Jn+%()‘pT)T1:n(N) sinm@drdude
a’rhp ? i (n+ m) {J:H%()\pa)}?

olurlar. Ay mp Ve Bpmp katsayilar (4.4.21) esitliginde yerlerine yazilirlarsa iste-
nilen ¢6ziim elde edilir.

B’n,,m,p
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