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1. GIRIS

Fuzzy kiime teorisi, klasik kiime teorisine alternatif olarak ilk kez L.A. Zadeh

tarafindan 1965 yilinda ortaya atilmistir.

Zadeh’e gore gercek diinyada bir kiimenin elemanlar1 arasindaki iligkiler kesin olarak
tanimlanamamaktadir. 1965 yilina kadar matematikte incelenen konularin dnceden
belirlenen kurallara kesin olarak uyup uymadigi arastirilmig, bu incelemelerde her
zaman bir kesinlik aranmistir. Aristo mantig1 iizerinde temellenen klasik kiime teorisi,
verilen bir alana ait tiim bireyleri incelenen 6zellige gore ikiye ayirir. Bu teoriye gore
bir Onerme belirlenen kurallara uyuyorsa dogru, uymuyorsa yanlistir. Ancak
yasadigimiz diinyada bir ¢ok olay vardir ki kesin olarak dogru ya da yanlis oldugunu
ifade etmek zordur. Bu sebeple klasik kiime teorisi uygulamada esnek olmamaktadir.
Bu problem, klasik mantiin kabulii olan var-yok ¢iftinin ara degerlerini tanimlamakla
giderilebilir. Fuzzy kiime bu karmagikligi azaltmak icin dogru ile yanlig1 birbirinden

ayiran kesinligi ortadan kaldirmaktadir.

Klasik kiime teorisinde bir karakteristik fonksiyon, gdz Oniine alinan bir evrensel kiime
icinde herhangi bir elemanin 0 veya 1 degeriyle kiimeye ait olup olmadigim
belirtmektedir. Zadeh, calismasinda bu fonksiyonu, evrensel kiimedeki elemanlarin
gercekte bu kiimeye ait olabilme siddetiyle veya yogunluguyla orantili olarak
genisletmis, deger kiimesini [0, 1] kapal1 aralig1 olarak almis ve elemanlarin kiimeye ait
olma derecelerini de O ile 1 arasina yerlestirmistir. Boylece elemanlar aldiklar1 tiyelik
dereceleriyle kiimeye ait olurlar. Olas1 bir elemanin iiyelik derecesinin 1’e daha yakin
olmasi kiimeye daha fazla ait olmas1 anlamina gelir. Bu sekilde genisletilmis fonksiyon
ile karakterize edilen kiimeye fuzzy kiime denmistir. Tam iiye olma ve iiye olmama
durumu fuzzy kiimede sirasiyla 1 ve O degerleriyle karsilanir. Bu yiizden klasik kiime
kavrami fuzzy kiime kavraminin bu iki degere kisitlanmis Ozel bir sekli olarak

goriilebilir.



Fuzzy kiime iizerinde yapilan arastirmalar, ortaya ¢iktigi giinden bu yana hizla
bliyiimiistiir. Olusturdugu kavramsal ¢erceve ve sonuclart itibariyla su anda oldukga
genis bir perspektife sahiptir. Klasik mantiktan farkli olarak problemin tam olarak tarif
edilmedigi, problemle ilgili bilginin yetersiz veya belirsiz oldugu durumlarda
kullanilabilir olmas1 bu biiyiimenin temel nedenidir. Bilinen yOntemlerle yeterli
dogrulukta modellenemeyen karmagik sistemlerde, baglangic kosullarinda veya
tanimlarinda belirsizlikler olan sistemlerde kullanilmasi en iyi ¢Oziimii verir. Bu
modelleme degerlendirme, optimizasyon, karar verme, denetim, teshis ve bilgi gibi
uygulamalar olabilir. Ayrica matematiksel olarak ifade edilemeyen sadece girdi-¢ikt1
iligkisi bilenen fonksiyonlarin tahmininde de kullanilir. Bu iligki matematiksel denklemi
bilinmeyen herhangi bir fonksiyonun 6zelliklerine yakin 6zellikler gosteren bir model

olusturulmasina imkan verir.

Uygulama alanlarinin  genisligi ve bu alanlarda olusturdugu sonuglarm etkisi
bakimindan fuzzy kiime teorisi bugiin bilimsel ¢calismalarda 6nemli bir yer tutmaktadir.
Uluslararas1 bilim kuruluglar1 tarafindan desteklenip bircok {iniversitede ders olarak
okutulmaktadir. Bunlarin yani sira teori, endiistriyel sahalarda uygulanmaya baslamistir.
Gelistirilen son teoremler, fuzzy mantig1 ilke olmak iizere miihendislik, fizik, kimya,

biyoloji, ekonomi gibi konularda sistemleri modellemek tizere kullanilmaktadir.

Fuzzy kiime teorisi Rosenfeld (1971) tarafindan fuzzy cebirsel yapilara taginarak bir
grubun fuzzy alt grubu tanimlanmistir. Das (1981) seviye alt gruplar1 {izerine
calismistir. Daha sonra bir¢cok bilim adamu tarafindan fuzzy kavrami gelistirilmistir.
Mukherjee and Bhattacharya (1984) fuzzy normal alt gruplar1 ve fuzzy yan ctimleleri,
Mukherjee and Sen (1987) fuzzy idealleri, Malik and Mordeson (1990) fuzzy asal
idealleri tanimlamiglardir. Dixit et al. (1992) fuzzy halkalari, Kuraoka and Kuroki
(1992) fuzzy boliim halkalarimi incelemistir. Ersoy (2003) fuzzy alt gruplarin ve fuzzy

ideallerin kartezyen carpimi iizerine ¢aligmistir.



2. FUZZY KUMELER

2.1 Fuzzy Kiimeler ve Ozellikleri

Bu boliimde fuzzy kiimeler, fuzzy kiimelere genisletilmis kapsama, birlesim, kesisim,

tiimleyen, bagint1 gibi kavramlar ve bu kavramlarin ¢esitli 6zellikleri tanimlanmistir.

Fuzzy kiime teorisi kesin olmayan, belirsiz faaliyet ve gozlemlerin tanimlarinin gectigi
problemleri ¢dzmek i¢in gelistirilmistir. Bir fuzzy kiime siirekli iiyelik dereceleri olan
nesneler sinifidir. Bu kiime, her bir elemani O ve 1 arasinda degisen bir iliyelik

derecesine tayin eden tiyelik (karakteristik) fonksiyonu tarafindan karakterize edilir.

Tamm 2.1.1: X bos olmayan bir kiime ve J = [0, 1] < (R olsun.
Mta: X — [0, 1] fonksiyonu tarafindan karakterize edilen,
A={x )| xe X} cXx]J
kiimesine X de bir fuzzy kiime denir. Vx € X icin pa(x) degerine x in A ya ait olma

derecesi denir. pa(x) in 1 e yaklasmasi x in A ya daha fazla ait olmasi anlamina

gelmektedir (Zadeh 1965).

Klasik kiime teorisinde A bir kiime ise iiyelik fonksiyonu pa(x), x € A oldugunda 1,
x ¢ A oldugunda 0 olmak iizere iki deger almaktadir. Bu sekilde iiyelik fonksiyonu

sadece 0 ve 1 degerini alan kiimelere adi kiime veya basit kiime denir.

Ux: X — [0, 1] fonksiyonu Vx € X i¢in pa(x) = 1 olarak tanimlanirsa X kiimesi,
X={(x, 1| xe X}

fuzzy kiimesi olarak yazilabilir.

Uz: X — [0, 1] fonksiyonu Vx € X i¢in Uz(x) = 0 olarak tanimlanirsa bos kiime,
D=1{(x,0)] xe X}

fuzzy kiimesi olarak yazilabilir.



Uyelik fonksiyonu p olan X de bir A fuzzy kiimeye kisaca X in p fuzzy alt kiimesi denir
ve L = {(x, Wx)) | x e X} olarak yazilir.

X in tiim fuzzy alt kiimelerinin ciimlesini F(X) ile gosterelim.

Tanim 2.1.2: Bir X kiimesinin 1 ve 1 fuzzy alt kiimeleri verilsin. Eger Vx € X icin,

1(x) = n(x)

ise W ve M fuzzy alt kiimeleri esittir denir ve iL =1 yazilir.

Tanim 2.1.3: p ve 1 bir X kiimesinin fuzzy alt kiimeleri olsun. Eger Vx € X i¢in,

H(x) =Mx)

ise M fuzzy alt kiimesi 1 fuzzy alt kiimesini kapsiyor denir ve L € 1 ile gosterilir.

Tamm 2.1.4: Bir X kiimesinin p fuzzy alt kiimesinin i’ timleyeni Vx € X i¢in,

W) =1-ux

seklinde tanimlidir.

Tanim 2.1.5: p ve 1, bir X kiimesinin iki fuzzy alt kiimesi olsun. Vx € X i¢in,

B(x) = maks {u(x), N(x)}
seklinde tanimlhi B fuzzy alt kiimesine, | ve 1 fuzzy alt kiimelerinin birlesimi denir ve
B=pnun yazilir. Vx € X i¢in,

@(x) = min {U(x), N(x)}
seklinde tanimh ¢ fuzzy alt kiimesine i ve M fuzzy alt kiimelerinin kesisimi denir ve
¢ = 1 NN yazilir. Genel olarak p = {; liel W € F(X) } fuzzy alt kiimeleri i¢in,
B=u i ve @ =N fuzzy alt kiimeleri Vx € X igin,

iel iel
B(x) = sup {hi(x)}
00x) = inf (1)

olarak tanimlanir.



Ornek 2.1.1: X = {1, 2, 3, 4} olmak iizere X in p ve § fuzzy alt kiimeleri,
u(l) = &@) =07

n2)=09

HB3) =&1) =p4) =05

&2)=1

&3)=0

seklinde tanimlansin. Bu durumda,
n={(1,0.7),(2,0.9), (3,0.5), 4, 0.5)}
E=1{(1,0.5),(2,1),(3,0),(4,0.7)}

' ={(1,0.3),(2,0.1),(3,0.5), (4,0.5)}
€ =1{(1,0.5),(2,0), (3, 1),(4,0.3)}
nu&={(,07),2,1),@3,0.5), 4, 07)}
un&=1{(,0.5),(2,09),@3,0), 4, 0.5)}

olur.

Lemma 2.1.1: Bir X kiimesinin p ve 1 fuzzy alt kiimelerinin birlesimi, [l ve 1 yi iceren
en kiiciik fuzzy alt kiimedir. Eger B, X kiimesinin, [l ve 1 yi i¢eren herhangi bir fuzzy

alt kiimesi ise L U M yi de icerir.

Ispat: B, i ve 1 yi iceren herhangi bir fuzzy alt kiime olsun. Bu durumda Vx € X icin,
B(x) > w(x) ve B(x) = N(x) dir. Dolayisiyla B(x) > maks {u(x), N(x)} olur. @ = L UM
fuzzy alt kiimesi @(x) = maks {l(x), N(x)} seklinde tanimli oldugundan B(x) > @(x)
olup boylece @ < B dir.

Lemma 2.1.2: Bir X kiimesinin i ve 1 fuzzy alt kiimelerinin kesisimi i ve 1 tarafindan

icerilen en biiyiik fuzzy alt kiimedir (Zadeh 1965).



Teorem 2.1.1: X bos olmayan bir kiime ve W, M, B € F(X) olsun. Bu durumda,

i penencw

i) (pun)'=pnn
Nm)'=pun

i) PnEum=EnwuPnn)
puwnm=Buwn@Eun)

iv) unMnP=@nmnp
puMuP)=@un up

v W=nu

vy pnn=CZeucn

(vii) {wil ie L e F(X)} fuzzy alt kiimeleri icin,

(Vw)'=nu
iel iel
(NW)'=uw
iel iel

(vii) pcpunvencpun
(ix) pcPBvenchp=punch
dir.

Ispat:
(1) Vx € Xigin W'(x) =1 - u(x) dir. Bu durumda,
Hen e ux) <nX

Sl-ux)21-nx)

S P 2Nn'(x)

encp

olur.

(i) L un =P vepnnmn=e dersek,
B(x) = maks {u(x), N(x)}
@(x) = min {U(x), N(x)}
olur. iL(x) = Mn(x) olsun. Bu durumda p'(x) <1'(x) dir. Dolayisiyla,



MU' ®=1-(Lun)(x)=1-maks {Lx), N(x)} =1 - ux) =W'(x) ve
(W'NM)(x)=min {W'(x), N'(x)} = p'(x)

olur. Béylece Vx € X i¢in (L UM)'(x) = (W' N N')(x) dir. Dolayistyla
(Lumn) =W nNn)dir. Ayrica,

MNM)'®) =1-min {Kx), NX)}=1-n(x) =1'(x) ve

(LU N)(x) = maks {W'(x), N'(x)} =M'(x)

olur. Béylece Vx € X i¢in (L N M)'(x)= (W' U N')(x) dir. Dolayisiyla

(LNm)' =W oun’)dir.

(iii) w(x) £MN(x) < B(x) olsun. Bu durumda,

B (num =¢ e ¢(x)=min {B(x), maks {u(x), N(x)}} =N(x)

BNrpw)uPBnn) =0 ox)=maks {min {B(x), w(x)}, min {B(x), N(x)}}
=1n(x)

olur. Boylece Vx € XicinBnumn) = np u P nn)dir.

Aymi sekilde,

RSB <sMx) =>Pn@un=Enwu@Enmn)

N SUE <PE)=Ppn@un=EnwuPnn)

B s spx)=>Pn@un=Enwu@Enmn)

N <P <pu)=pnun=EnwuPnn)

B sux <N =>Pn@un=Enwu@Enmn)

dir.

Bu@mwnmn) =P uw NP un) oldugu da benzer sekilde gosterilir.

(iv) pNn (N NP)=E& e Vxe Xigin &(x) = min {u(x), min {N(x), P(x)}}
= min {f(x), N(x), Bx)} ve
MNM) NPB=y e Vxe Xigin x(x) =min {min {u(x), N(x)}, Bx)}
= min {K(x), N(x), Bx)}
olur. Bylece u m(n NP)=(unm) NP dr.
LUMUP) =8 Vxe Xigin §(x) = maks {pu(x), maks {n(x), B(x)}}
= maks {(x), N(x), B(x)} ve



(Hun) UP =L Vxe Xigin {(x) = maks {maks {{(x), N(x)}, B(x)}
= maks {{(x), N(x), B(x)}
olur. Boylecep u (M u B)=(pumn) updr.

(v) Vx € Xi¢in p'(x) = 1 - w(x) oldugundan,
W)y =1-wx
=1-(1-u(x)
= 1(Xx)
olur. Boylece (1')' = u dir.

Vi)(uNm) =Y e Vxe Xicin(uNnn)(x)=0

&< min {(x), N(x)} =0 dir.
1. Durum: Vx € X icin W(x) < N(x) olsun. Bu durumda Vx € X i¢in pu(x) = 0 olup
u=dir.n < Xoldugundan (i)den X'cn'J cn' < pucn olr.
2. Durum: Vx € X icin n(x) < w(x) olsun. Bu durumda Vx € X i¢in n(x) = 0 olup
n=Jdir. pnc Xve X="=1'"oldugundan p c 1’ dir.

(vii) ( U L )(x)=sup {Wi (x)} = (U W;)'(x)=1-sup {Wi(x)}

iel iel iel iel
=inf {1 - pi(x)}
iel
= inf {Wi'(x)}
iel
= (N ')

iel

olur. Boylece (U W) =N W' dir.

(_ﬁI Wi )(x) = i_nfe{lui (x)} I;I ( _ﬁIHi )(x)=1- 111{ {mi(x)}
i i i = S_ull;?l - Wi(x)}
= Sllelf (W'}
= (EJI Wi'(x))

olur. Boylece (N W;)'=w ' dir.
iel iel



(viil) Vx € X icin p(x) £ maks {pu(x), n(x)} oldugundan p c p U N dir. Benzer sekilde
N < wunolur.

(ix) u B ve n < B olsun. Bu durumda Vx € X i¢in,
H(x) < B(x) ve n(x) < B(x)
olacagindan maks {(x), N(x)} < P(x) dir. Boylece p UM P dir.

Tanim 2.1.6: X bos olmayan bir kiime olsun. r € (0, 1] ve Vy € X i¢in,

X (y) =
0 ,Y£EX

seklinde taniml X in x; fuzzy alt kiimesine X de bir fuzzy nokta denir.

Tanim 2.1.7: X bos olmayan bir kiime ve i, X in bir fuzzy alt kiimesi olsun. t € [0, 1]
olmak tizere,
M= {xe X [px 1)

kiimesine [ niin bir seviye alt kiimesi denir (Malik and Mordeson 1991).

Ornek 2.1.2: A = {a, b, ¢} olmak iizere A nin bir p fuzzy alt kiimesi,
u() =0.3, wb)=0.1, u(c)=04

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

0<t<0.licinp;={a,b,c}=A

0.1 <t<0.3 icin W = {a, c}

03<t<04icin W = {c}

04<t<licinu,=9

olur.



Lemma 2.1.3: p bir X kiimesinin fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda x € X ve
k € [0, 1] olmak iizere,

nx) =sup {k | x e
dir (Kumar 1992a).

Tanim 2.1.8: “-” bir X kiimesi {izerine tanimli ikili iglem ve p, 1 € F(X) olsun.

un garpimu,

sup {min (u(y), N(2)} ,y,z€ Xigin x = y-zise

X=y-z
un(x) =
0 ,Vy,ze Xigin X # y-zise

seklinde tanimlidir.

Ornek 2.1.3: <.~ islemi X = {a, b, ¢, d, e} kiimesi {izerinde,
a=b.c=e-d
c=a+b=c+b=e-a

d=c-c=d-a=b-a
seklinde taniml bir ikili islem olsun. X kiimesinin W ve § fuzzy alt kiimeleri,
H(a)=p(c) =&(d) =03
u(b) = u(d) = 0.4
H(e)=E&(a)=0.2
&b)=E&e) =038
E()=0.5
seklinde tanimlansin. Bu durumda,
(uE)(a) = sup {min {u(b), &(c) }, min {u(e), &d)}} (a=b-c=e-d)
=sup {min {0.4, 0.5}, min {0.2,0.3}}
=maks {0.4,0.2}
=04

10



WED)=0  (Vy,ze Xiginb#y-2)

(ME)(c) = sup {min {u(a), §b)}, min {u(c), &b)}, min {u(e), &(a)}}
=03

HE(d)=0.3
1)) =0

olur.

Tanim 2.1.9: X bos olmayan bir kiime, 1 ve 1, X in fuzzy alt kiimeleri olsun. 1L ve M

fuzzy kiimelerinin pL®n cebirsel carpim1 Vx € X i¢in,

uen(x) = ux) . nx)

seklinde tanimlidir.

Teorem 2.1.2: X herhangi bir kiime olmak {izere 1, n € F(X) icin p®n < p N n dir.

Ispat: Vx € X icin u(x), n(x) € [0, 1] oldugundan,
HeN(x) = u(x) . N(x) < min {u(x), N} = NN

olur. Boylece p®mn < u nn dir.

Tanim 2.1.10: X bos olmayan bir kiime, 1 ve 1, X in fuzzy alt kiimeleri olsun. L ve n
fuzzy alt kiimelerinin pu&n cebirsel toplam1 Vx € X i¢in,
(HeN)X) = ux) + M) - ux) . N(x)

seklinde tanimlidir.

Tanim 2.1.11: X bos olmayan bir kiime, 1 ve 1, X in fuzzy alt kiimeleri olsun. L ve n

fuzzy alt kiilmelerinin pon cebirsel farki Vx € X i¢in,

(nen)(x) =min {u(x), 1 -Nx)}

seklinde tanimlidir.

11



Ornek 2.14: B = {x1, X2, X3, X4} olmak iizere X kiimesinin ® ve & fuzzy kiimeleri,
W= {(Xl’ 03)’ (X2’ 01)’ (X3’ 08)’ (X4’ 05)}
€= {(x1,0.6), (x2,0.4), (x3,0.3), (x4, 0.6)}

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

(@&8)(x1) = o(x)) . &(x1) = 0.18

(0®E)(x2) = (x2) . E(x2) = 0.04

(0®E)(x3) =0.24

(0®8)(x4) =0.3

olur. Goriildiigii gibi ®®& cebirsel carpimi da X in bir fuzzy alt kiimesi olup,

O = {(x1, 0.18), (x2, 0.04), (x3, 0.24), (x4, 0.3)}
seklindedir. Benzer sekilde,
0®E = {(x1, 0.72), (X2, 0.46), (x3, 0.86), (x4, 0.8)}

0o& = {(x1,0.3), (x2, 0.1), (x3, 0.7), (x4, 0.4)}

olur.

Tanim 2.1.12: i, bir X kiimesinin fuzzy alt kiimesi ve f, X tizerinde tanimli herhangi
bir fonksiyon olsun. Eger Vx, y € X icin f(x) = f(y) olmas1 u(x) = ((y) olmasini ifade

ediyorsa | ye f-invaryanttir denir.

2.2 Fuzzy Kiimelerin Bir Fonksiyon Altidaki Goriintiisii ve Ters Goriintiisii

Tanmm 2.2.1: X ve Y iki kiime, f: X — Y herhangi bir fonksiyon ve p € F(X),
M € F(Y) olsun. Bu durumda,
(i) W niin f altindaki goriintiisii f(1), Vy € Y i¢gin,

sup  W(x) I 1(y) + D ise
FW@) = < xf'm
0 i y) =D ise

seklinde tanimli Y nin bir fuzzy alt kiimesidir.
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(ii) M niin f altindaki ters goriintiisii f'l(n), Vx € Xigin,
Fle =n(fx)

seklinde tanimli X in bir fuzzy alt kiimesidir.

Eger f bir homomorfizm ise f(1t) ye W niin homomorfik goriintiisii, f'(N) ye ise 1 niin

ters homomorfik goriintiisii denir (Rosenfeld 1971).

Ornek 2.2.1: X = {x1, X2, x3} ve Y = {y1, y2, y3} olsun. f: X — Y fonksiyonu,
f(x1) = f(x2) = y1, f(x3) = y, seklinde tanimlansin.
(i) X in bir,

W= {(x1,0.1), (x2, 0.8), (x3, 0.3)}

fuzzy alt kilmesinin f altindaki goriintiisii,

F()(yn) = sup {1(xp), W(x2)} = 0.8 (f'(y1) = {x1, x2})

f(W(y2) = W(x3) =03 (f'(y2) = {x3})
f(w(y3) =0 (fFl(y) = D)
olmak tizere,

f(w) ={(y1, 0.8), (y2, 0.3), (y3, 0)}
dir. Boylece f(i) de Y nin bir fuzzy alt kiimesi olur.

(i) Y nin bir,
N ={(y1,0.5), (y2, 0.7), (y3, 0.1)}
fuzzy alt kiilmesinin f altindaki ters goriintiisi,
£ =n(fx) =n(y) = 0.5
Flax) =n(f(x2)) =n(y1) =0.5
FlM)s) =n(f(x3)) =M(y2) = 0.7

olmak tizere,

F1o) = {(x1, 0.5), (x2, 0.5), (x3,0.7))
dir. Boylece f'l(n) de X in bir fuzzy alt kiimesi olur.

Teorem 2.2.1: X ve Y iki kiime, f: X — Y herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda
herhangi 1, we F(X) ve V1, § € F(Y) fuzzy alt kiimeleri i¢in,
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@ f'm)=¢"'m)y

(b) (F(W) < f(u)

(c) f birebir = (f(W)' = f(u')
@ Ecn=F'©cf'm
(&) oc = flw) < f(W

® f'myen

(2) forten = f(f' M) =n
() pefW)

(i) f birebir = p = f'(f(w)
dir (Chang 1968).

Teorem 2.2.2: X, Y ve Z herhangi kiimeler olmak iizere f: X - Y ve h: Y —» Z
herhangi iki fonksiyon olsun. Bu durumda ‘“°” fonksiyonlarin bileske islemi olmak
tizere X in her p fuzzy alt kiimesi i¢in,

(he )W) =h(f(w)
dir.

Ispat: Vz € Z icin,

sup { sup pu)}} W' @#9, @+
h(f(W)(z) = | yeh'@ xef'(y)

0 hl@2)=0, flz)= T
sup  (x) @)= (e ' £D
xe f(h(2)
0 , ' @)=thefH'=2
= (h° HH(W)(2)

olur.
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2.3 Fuzzy Bagint1

Bagint1 kavrami1 fuzzy kiimeler {izerinde, basit kiimelerde oldugu gibi tanimhidir. Ayrica
basit kiimelerde oldugu gibi fuzzy kiimelerin de teori ve uygulamalarinda énemli rol

oynar.

Tamm 2.3.1: X bos olmayan bir kiime olsun. X x X kiimesinin Vx, y € X icin
W(x, y) € [0, 1] seklinde tanimls,
L XxX—10,1]

fuzzy alt kiimesine X {izerinde bir fuzzy bagint1 denir.

Tamm 2.3.2: X ve Y bos olmayan iki kiime olsun. X x Y kiimesinin Vx € X ve Vye Y
icin lW(x, y) € [0, 1] seklinde tanimli,
nXxY—|0,1]

fuzzy alt kiimesine X x Y {izerinde bir fuzzy bagint1 denir.

Tamm 2.3.3: X bos olmayan bir kiime olsun. X" =X x X x X ... x X carpim kiimesinin
i=1,2, ..., nolmak iizere Vx; € X icin WXy, Xy, ..., Xp) € [0, 1] seklinde tanimli,
u:X"— [0, 1]

fuzzy alt kiimesine X {izerinde bir n-li fuzzy bagint1 denir.

Tanim 2.3.4: u ve 1, X lizerinde iki fuzzy bagint1 olsun. V x, y € X icin

M ° W(x, y) =sup {min {W(x, z), N(y, z)} } seklinde tanimh X iizerinde
zeX

nepw XxX—[0,1]

fuzzy bagintisina W ve 1 fuzzy bagintilarinin bileskesi denir.
Lemma 2.3.1: 1, n| ve § bir X kiimesinde fuzzy bagintilar ise,

HeMe&=(emne&
dir (Zadeh 1965).
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Tanim 2.3.5: X bos olmayan bir kiime, |, X lizerinde bir fuzzy bagint1 ve ¢, X in bir
fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda eger Vx, y € X i¢in,

u(x, y) <min {o(x), o(y)}
ise L ye © lizerinde bir fuzzy bagint1 denir (Malik and Mordeson 1991).

Tanim 2.3.6: X bos olmayan bir kiime, p ve ¢, X in fuzzy alt kiimeleri olsunlar. X x X
izerinde Vx, y € X i¢in (UL X 6)(X, y) = min {(x), 6(y)} seklinde taniml
Lxo: XxX—[0,1]

fuzzy bagintiya | ve 1 fuzzy alt kiimelerinin kartezyen carpimi denir.

Teorem 2.3.1: X bos olmayan bir kiime, | ve 1, X in fuzzy alt kiimeleri olsunlar. Bu
durumdat € [0, 1] olmak tizere,

(i) uxm, Xiizerinde bir fuzzy bagintidir.
(i) (U XM= W X N dir.

Ispat :
(i) Vx, ye Xicin (W X N)(X, y) = min {Wx), N(y)} € [0, 1] =>uxn: X x X - [0, 1]
olup U x 1, X iizerinde bir fuzzy bagintidir.

(i) = {xe X | ux) =t} vene={y € X In(y) =t} oldugundan,
Mex M= {5 y) [pe > tven(y) > t)

={(x, y) | min {px), ny)} =t}

= {0y [ @xmesy 2t

= (1L xM);

olur.

Tanim 2.3.7: X bos olmayan bir kiime ve pu, X iizerinde bir fuzzy baginti olsun. Bu
durumda eger,

i wx,x)=1, vxe X

(i) ux, y) =Wy, x), vx,ye X

16



(iif) p(x, y) 2 sup {min {p(x, z), W(z, y)}}

ise | ye X iizerinde bir fuzzy denklik bagintisi denir.

Tanmm 2.3.8: u, X iizerinde bir fuzzy denklik bagmtis1 olsun. Her bir a € X igin
K[a] ya, a nin denklik sinifi denir ve
ulal(x) = u(a, x), vx e X

seklinde gosterilir.

Tanim 2.3.9: u, X iizerinde bir fuzzy denklik bagintis1 olsun. Bu durumda,
Xi={pal laeX)

kiimesine fuzzy boliim kiimesi denir.

Lemma 2.3.2: u, X iizerinde bir fuzzy denklik bagintis1 olsun. Bu durumda,
() (a b)=0<« min {ufa], u[b]} =0 (a,be X)

(ii) sup pfa] =1
ae X

(i) plal=p[b] < p(a,b)=1
(iv) Vx e Xigin p(x) = u[x] seklinde taniml1 bir
p: X - X/u

birebir ve 6rten doniisiimii vardir (Kuraoka and Kuroki 1992).
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3. FUZZY GRUPLAR

Bu boliimde fuzzy alt grupoid, fuzzy alt grup, fuzzy seviye alt grup ve fuzzy normal alt
grup incelenecek, gruplar {izerinde fuzzy yan ciimle tanimi1 yapilarak fuzzy boliim grubu

tanimlanacaktir.

3.1 Fuzzy Alt Grupoidler

H kiimesi S grupoidinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger Vx, y € Hicinxy € H

ise H ye S nin bir alt grupoididir denir.

Tanim 3.1.1: u, S grupoidinin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger VX, y € S i¢in,

K(xy) = min {L(x), W(y)}

ise L ye S nin bir fuzzy alt grupoidi denir.

W, (S, -) grupoidinin bir fuzzy alt grupoidi ve Vx € S, n € N i¢in x lerin " - " islemi

altinda herhangi bir birlesimi x" olsun. Bu durumda W(x") > u(x) dir.

Tanim 3.1.2: ¢, S nin bir fuzzy alt grupoidi olsun. Vi € I i¢in ui, S nin bir fuzzy alt
grupoidi olmak iizere,

nw={Wlocu,iel
climlesinin en kiiciik elemanina, ¢ tarafindan iiretilmis fuzzy alt grupoid denir ve (o) ile

gosterilir (Rosenfeld 1971).

Onerme 3.1.1: p, S nin bir fuzzy alt grupoidi ise Vt € [0,1] icin p, seviye alt kiimesi

S nin bir alt grupoididir.
Ispat : x, y € W, olsun. Bu durumda p(x) > t ve u(y) > t dir. u bir fuzzy alt grupoid

oldugunda p(xy) = min {p(x), W(y)} = t olup xy € W, dir. Boylece W, S nin bir alt
grupoididir.
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Onerme 3.1.2: T, S grupoidinin herhangi bir alt kiimesi ve u, T nin karakteristik
fonksiyonu olsun. Bu durumda W niin S grupoidinin fuzzy alt grupoidi olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul T nin S nin bir alt grupoidi olmasidir.

Ispat: u: T — {0, 1} oldugundan,
H(xy) = min {p(x), L(y)} & "Wx) = py) =1 = uxy) = 1"
"X, ye T=xye T"

olup ispat tamamlanr.

Teorem 3.1.1: i € Ticin i, S nin fuzzy alt grupoidi olsun. Bu durumda ( A '), S nin
iel

bir fuzzy alt grupoididir.

Ispat : Vx, y € S icin,

(N W)(xy) = inf ('(xy)) 2 inf {min {W'(x), W(y)})

iel iel iel

> min {inf W'(x), inf p'(y)}
iel iel

= min {(N wH(x), ( N wHy)}

iel iel
olur. Béylece ( M '), S nin bir fuzzy alt grupoididir.
iel
Teorem 3.1.2: S ve S' iki grupoid, f: S — S' bir homomorfizm ve v, S' niin herhangi

bir fuzzy grupoidi olsun. Bu durumda v nin ters homomorfik goriintiisii f(v), S nin bir

fuzzy alt grupoididir.

Ispat : Vx,ye S' icin,
(' (M)(xy) = V(F(xy)) = V(F)£(y)) 2 min {V(F(x)), V(f(y))}

= min {(f (V). (F (V)
olur. Boylece f(v), S' niin bir fuzzy alt grupoididir.

Tanim 3.1.3: Y, S nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Herhangi bir T < S alt kiimesi i¢in,

U(to) = sup (t)
teT

olacak bicimde 3ty € T varsa K ye sup 6zelligine sahiptir denir (Rosenfeld 1971).
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Eger p fuzzy alt kiimesi, sinirhi sayida deger aliyorsa, yani Im(iu) < oo ise W sup

ozelligine sahiptir. Ornegin karakteristik fonksiyon sup 6zelligine sahiptir.

Teorem 3.1.3: f, S iizeride bir homomorfizm ve W, S grupoidinin sup 6zelligine sahip
bir fuzzy alt grupoidi olsun. Bu durumda p niin homomorfik goriintiisii f(), f(S) nin

bir fuzzy alt grupoididir.

Ispat : x, y € S olmak iizere f(x), f(y) € f(S) i¢in xo € f(f(x)) ve yo € f(f(y)
olacak bicimde xo, yo € f(S) olsun. Bu durumda p sup 6zelligine sahip oldugu icin,

W(Xo) = sup H(t) ve W(yo)= sup [(t)
te £7(£(0) te £ (f(y)

dir.
), f(y) € f(S) i¢in,
FEf(y) = sup  W(z) 2 min {l(Xo), L(Yo)}

ze fIFef(y)
= min {f(W)(x), F(Y)}
olur. Boylece f(l), f(S) nin bir fuzzy alt grupoididir.

Teorem 3.1.4: f, S {izerinde taniml1 bir fonksiyon olsun. Bu durumda,
(1) v, f(S) nin herhangi bir fuzzy alt kiimesi olsun. f(f'l(v)) =7vise, Vy € f(S) i¢in,

Yy) = sup V(f(x))=V(y)
xe f(y)

olup y=v dir.
(i1) U, S nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. f(f 1(u)) = ise Vx € S i¢in,

dx)= sup Wz 2ux)
ze f(f(x))

olup u c { diir.

Ayrica W, f-invaryant ise W = £ dir.

(i) f, S deki f-invaryant fuzzy kiimeler ile f(S) deki fuzzy kiimeler arasinda birebir
esleme yapar.

@iv) f, S deki sup oOzelligine sahip f-invaryant fuzzy alt grupoidler ile f(S) deki sup
ozelligine sahip fuzzy alt grupoidler arasinda birebir esleme yapar (Rosenfeld 1971).
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3.2 Fuzzy Alt Gruplar

H kiimesi G grubunun bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger Vx, y € Hicin xy' € H

ise H ye G nin bir alt grubudur denir.
G grubunun birim elemanini e ile gosterelim.

Tanim 3.2.1: y, G nin bir fuzzy alt grupoidi olsun. Eger Vx € G igin,
nx ) 2 p(x)

ise L ye G nin bir fuzzy alt grubu denir.

Tanim 3.2.2: u, G nin herhangi bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger Vx, ye G i¢in,
@ u(xy) 2 min {i(x), W(y)}
(i) p&x) = p)

ise L ye G nin bir fuzzy alt grubu denir.

Onerme 3.2.1: , G nin bir fuzzy alt grubu ise Vx € G igin,
() R = px)

(i) p(e) = p(x)
dir.

Ispat :

(i) W bir fuzzy alt grup oldugundan Vx € G icin u(x ") > u(x) dir. x = x " alinursa,
W)™ 2 = 0 2 pe)

olur. Boylece (x) = w(x") dir.

(1) u bir fuzzy alt grup oldugundan Vx, y € G icin ((xy) = min {u(x), w(y)} dir.
y= X! alinirsa,

MGxx ™) > min (L), K(x )} = pe) = min (L), LX) = 1)

olur. Boylece p(e) = w(x) dir.
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Sonug 3.2.1: 1, G nin bir fuzzy alt grubu ise x € G olmak iizere p. = {x | Wx) =u(e)}
G nin bir alt grubudur (Rosenfeld 1971).

Sonu¢ 3.2.2: U, G nin bir fuzzy alt grubu ise, u fuzzy alt grubu, p. nin her bir yan

climlesi iizerinde sabittir (Rosenfeld 1971).

Sonu¢ 3.2.3: u, G nin bir fuzzy alt grubu ve U, smurl ise W sup Ozelligine sahiptir

(Rosenfeld 1971).

Onerme 3.2.2: W, G nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda,
K, G nin bir fuzzy alt grubudur < VX, y € G igin u(xy_l) 2 min {(x), n(y)}
dir.

Ispat :
(=) W, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda u(y_l) = W(y) oldugundan,
M(xy™) 2 min {(x), Wy )} = min {u(x), 1(y)}

olur.

(<) Vx, y € Gicin u(xy ") = min {u(x), u(y)} olsun.

x =y alinirsa p(e) = W(y) elde edilir. Dolayisiyla Vy € G i¢in,

Wy ™) = ey ) 2 min {l(e), u(y )} = u(y) = p(xy) = ux(y )™ 2 min {p(x), Ky ™)}
2 min {U(x),1(y)}

olur. Boylece [, G nin bir fuzzy alt grubu olur.

Onerme 3.2.3: |, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda x, y € G igin,

W(x) # W(y) = W(xy) = min {(x), 1(y)}
dir.

Ispat : Genelligi bozmadan p(x) > u(y) oldugunu kabul edelim.
M(Y) = (3 'xy) 2 (R, Bxy)} = min (R0, MGy (GO > W(y))
= U(xy)
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> min {W(x), Wy)}
= (y)

olur. Boylece,

W(xy) = W(y) = min {1(x), W(y)}
dir.

Onerme 3.2.4: |, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda Vx, ye G igin,

H(xy) = W(y) & Wx) = ue)
dir.

Ispat :
(=) Vx,ye Gigin Wxy) = W(y) olsun. y = e alinirsa u(x) = w(e) olur.

(<) Vx e G icin Wx) = we) olsun. Vx, y € G i¢in W(xy) = min {(x), Wy}
oldugundan p(xy) = p(y) dir.
M(Y) = B(x'xy) 2 min {R(x7), p(xy)}
= min {u(x), i(xy)}
=min {u(e), (xy)}  (H(e) 2 u(y))
= M(xy)
olur. Boylece ((xy) = W(y) dir.

Teorem 3.2.1: |1, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda VX, y € G i¢in,

H(X) < W(y) = I(xy) = W(X) = IW(yx)
dir.

Ispat : Onerme 3.2.3 ten u(x) < W(y) = W(x) # u(y) = u(yx) = W(x) olur. Ayrica,
W(xy) 2 min {i(x), L(y)} = u(x) ve
H(x) = p(xyy ) = min {p(xy), p(y ™)}
= min {i(xy), W(y)}  (U(X) <u(y))
= M(xy)
olur. Boylece p(xy) = w(x) dir.
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Teorem 3.2.2: T, G grubunun herhangi bir alt kiimesi ve Ar, T nin karakteristik
fonksiyonu olsun. Bu durumda At nin G nin bir fuzzy alt grubu olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul, T nin G nin bir alt grubu olmasidir (Rosenfeld 1971).

Teorem 3.2.3: |1, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. x, y € G i¢in,

H(xy ) = p(e) = Wx) = u(y)
dir.

ispat: pu(xy™) = p(e) olsun.
B(x) = pixy'y) 2 min {p(xy ™), p(y)}
= min {p(e), u(y)}
= W(y)
w(y) = u(yx %) 2min {u(yx D, ux}  @yx HH =pxy ™)
= min {u(xy ), W(x))
= min {p(e), u(x)}
= u(x)
olur. Boylece pw(x) = p(y) dir.

Teorem 3.2.4: 1 ve & G nin fuzzy alt gruplart olsun. Bu durumda p M &, G nin bir

fuzzy alt grubudur.

Ispat: Vx, y € G igin,

(u N E)(xy) = min {pu(xy "), E(xy ™)}
> min {min{u(x), u(y)}, min{&x), &(y)}}
= min {min{w(x), §(x)}, min{u(y), &y)}}

=min {(L N EX), (LN E)Y))}
olur. Boylece i N &, G nin bir fuzzy alt grubudur.

Onerme 3.2.5: i € Iicin ui, G nin fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda (M ui ), G nin
iel

bir fuzzy alt grubudur (Rosenfeld 1971).
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Klasik grup teorisinden bilindigi gibi bir grup, sabit olmayan iki alt grubunun birlesimi
olarak ifade edilemez. Rosenfeld (1971) bu ifadeye benzer bir durumu asagidaki sekilde

vermistir.

Sonu¢ 3.2.4: Bir grup sabit olmayan iki fuzzy alt grubunun birlesimi olamaz

(Rosenfeld 1971).

Ispat: u ve v, G nin sabit olmayan iki fuzzy alt grubu olsun. p U v = G oldugunu kabul
edelim. Bu durumda Vx € G i¢cin G(x) = 1 olacagindan,

(LU V)(x)=maks {WX), VX)} =1 = ux)=1veyav(x)=1

dir. Ancak [ ve & sabit olmadigindan Ja, b € G igin,

wa)=1,ub)<1, viay<1,vb)=1

dir. w(a) = u(a'l) = 1 olacagindan,

i(ab) = 1 = p(b) = p(a"ab)) = min {u(a™), p(ab)} = 1

olur. Bu ise w(b) < 1 olmasiyla celigir. Aym sekilde v(b) = v(b'l) = 1 olacagindan,

v(ab) = 1 = v(a) = v(b"'ba)) = min {v(b™), v(ba)} = 1

olur. Bu ise v(a) < 1 olmasiyla celisir.

Dolayisiyla kabuliimiiz yanlis olup G grubu, sabit olmayan iki fuzzy alt grubunun

birlesimi olarak ifade edilemez.

Klasik kiime teorisinde A ve B bir G grubunun sabit olmayan iki alt grubu ise A U B
nin de G nin bir alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A € B veya B € A olmasidir.
Ancak bu sonug fuzzy grup teorisine genisletilememektedir. Birlesimleri fuzzy alt grup
olan fakat birbirini icermeyen fuzzy alt gruplar mevcut olabilir. Genel olarak iki fuzzy
alt grubun birlesiminin fuzzy alt grup olup olmadigi, birlesimlerinin goriintii kiimesine

baglhdir.

Ornek 3.2.1 de iki fuzzy alt grubun birlesimlerinin fuzzy alt grup olmasi gerekmedigi

gosterilmistir.
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Ornek 3.2.1: G = {e,a,b,ab | a’=b’= e, ab =ba } Klein-4 grubu olsun.

G nin p ve n fuzzy alt kiimeleri, 0 <1 <5, € [0, l]icints <ty <tz <t <t} <t
olmak iizere,

ue) = ti, l(a) = t3 ve p(b) = l(ab) =ty

n(e) = to, N(a) = ts, N(b) =tz ve N(ab) = ts

seklinde tanimlansin. Bu durumda p ve 1, G nin fuzzy alt gruplaridir. Ancak,

(LU M)(ab) = maks {u(ab), n(ab)} = t4

(LU mM)(a) = maks {W(a), N(@)} = t3

(LU M)(b) = maks {u(b),N(b)} =1t

min {(L UM)(@), (LUMDd)} =1t

oldugundan (1 U Mn)(ab) # min {(L U M)(a), (L U N)(b)} dir. Dolayisiyla L U M, G nin
bir fuzzy alt grubu degildir.

Sonug 3.2.5: & G nin sabit bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda & fuzzy alt grubu,

L ENven € U olmak iizere G nin U ve N fuzzy alt gruplarinin birlesimi olarak ifade
edilemez (Dixit et al. 1990).

Asagidaki 6rnekte G nin sabit olmayan bir 0 fuzzy alt grubunun, L # 0 ve 1 # 0 olmak
tizere G nin sabit olmayan | ve m fuzzy alt gruplarmin birlesimi olarak ifade

edilebilecegi gosterilmistir.

Ornek 3.2.2: G grubunun 0 fuzzy alt kiimesi to, t; € ]0, 1] ve t; < ty olmak iizere
Vx e G ig¢in,
to ,X=¢e ise
B(x) =
t , X # e ise
seklinde tanimlansin. Bu durumda 0, G nin sabit olmayan bir fuzzy alt grubudur.
G nin p ve M fuzzy alt kiimeleri, ty > to' > t; > t;' ve ty', t;' € [0, 1] olmak tizere

Vx e G ig¢in,
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to' ,X=¢ ise

Wx) =
t ,X£e ise
to ,X=¢ ise
nx =
t;' ,X£e ise

seklinde tamimlanirsa acik¢a (L ve 1, G nin fuzzy alt gruplar, u #0, n#0, L #n ve
0=pundr.

Sonug 3.2.6: G nin sabit olmayan bir 0 fuzzy alt grubu i¢in t € ]0, 1], Im (8) = {0, t}
olsun. Bu durumda p ve 1, R nin fuzzy alt gruplar1 olmak {izere,

O=pun=pcn veya ncp
dir.

Ispat: 8 = p UM olsun.
L <En ven € Woldugunu kabul edelim. Bu durumda 3x,, x, € G i¢in,
W(x1) > n(x1) ve W(x2) <M(x2) = 0(x1) = U(x1) > N(x1) 20 ve 6(x2) = N(X2) > W(x2) 20
(Im (6) = {t, 0}) = 0(x1) = pu(x1) =t =1M(x2) = B(x2) = B(x1x2)
= W(x2) < t=W(x1) ve N(X1) < t=1M(X2)
(Teorem 3.2.1 den) = WxX2) = W(X2) ve MN(x1x2) = N(x1)
= 0(x;x2) = maks {L(x1x2), N(x1x2)}
= maks {l(x2), N(x1)}
<t
= 0(x1x2) <min {0(xy), 0(x2)} =t

olur. Bu ise 0 nin bir fuzzy alt grup olasiyla celisir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlistir.
Teorem 3.2.5: 3 < | Im (W) | < oo olmak tizere W, G nin sabit olmayan bir fuzzy alt grubu

ise bu durumda B #n, L # 0 ve 1 # 0 olmak lizere p fuzzy alt grubu, G nin sabit

olmayan herhangi 1 ve 0 fuzzy alt gruplarinin birlesimi olarak ifade edilebilir.
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ispat: Im (W) = {to, t1, ..., tm}, 2 <m <o ve top > t; > ... > tpolmak iizere U, G nin bir
fuzzy alt grubu olsun. 1 ve 8 : G — [0, 1] fuzzy alt kiimeleri s;, s, € ]0, 1[ ve

12t >s1>t1 > >t>t3 > ... >ty olmak iizere Vx € G icin,

S1 , WX) =to ise
nx) =

W(x) , WX) # to ise

) , Wx) =t; ise
0(x) =

W(x) , WX) £t ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda 1 ve 0, G nin sabit olmayan fuzzy alt gruplaridir ve

N#O,ULEMN L0, L=nU 0 drr.

Sonug 3.2.7: G nin bir u fuzzy alt grubu icin, t € ]0, 1[ olmak iizere Im (1) = {1, t}
olsun. Bu durumda, p # 1, W # 0 ve N # 0 olmak {izere u fuzzy alt grubu, G nin sabit
olmayan herhangi m ve 0 fuzzy alt gruplarinin birlesimi olarak ifade edilebilir

(Dixit et al. 1990).

Teorem 3.2.6: G ve G' iki grup, f: G — G' bir 6rten homomorfizm, 1, G' niin bir fuzzy
alt grubu, W ise G grubunun sup 6zelligine sahip bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda,
(i) W niin homomorfik goriintiisii f(i), G' niin bir fuzzy alt grubudur.

(i1) M niin ters homomorfik goriintiisii f 1(1”|), G nin bir fuzzy alt grubudur.

Ispat:
(i) Teorem 3.1.3 den f(u), G' niin bir fuzzy alt grupoididir. x € G olsun. W sup

ozelligine sahip oldugundan f(x) € G' olmak tizere,

Wxo) = sup W(z)
ze f(f(x))

olacak bicimde xo € f'(f(x)) G vardur.
Bu durumda Vf(x) € G'i¢gin,
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FE)H = sup O =uxe)
te £ ((F)™)

2 W(Xo)

= sup W2)
ze f(f(x)

= fW(f(x)
olur. Boylece f(i), G' niin bir fuzzy alt grubudur.

(i) Teorem 3.1.2 den f'l(n), G nin bir fuzzy alt grupoididir. Vx € G ig¢in,
Flapeh =nfeh)

=)™

2N(f(x)

= M
olur. Béylece (1), G nin bir fuzzy alt grubudur.

Klasik grup teorisinden bilindigi gibi bir G grubunun A ve B alt gruplari i¢in,
AB, G nin bir alt grubudur & AB = BA

dir. Bu sonug fuzzy kiimelere de genisletilebilmektedir.

Teorem 3.2.7: U ve &, G nin fuzzy alt gruplari olsun. Bu durumda,
UE, G nin bir fuzzy alt grubudur < & = En
dir (Malik and Mordeson 1991).

3.3 Fuzzy Seviye Alt Gruplan

Teorem 3.3.1: |1, G nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda V't € [0, p(e)] igin,

K, G nin bir fuzzy alt grubudur < Her bir i seviye alt kiimesi G nin bir alt grubudur.
Ispat :

(=) W, G nin bir fuzzy alt grubu olsun.

1 w={xe Gl w(x) >t} ve pu(e) > W(x) oldugundan e € p; olup p, # < dir.
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(i) x, y € W olsun. Bu durumda p(x) = t ve W(y) = t dir. Ayrica 1 bir fuzzy alt grup
oldugundan,
w(xy") = min {p(x), p(y)} = xy ' 2t

= xy_1 € W

olur. Boylece (i) ve (ii) den |, G nin bir alt grubudur.

(&) Vte [0, u(e)] igin Y seviye alt kiimeleri G nin bir alt grubu olsun.
) x,ye Gvet,ht'e [0, ue)] icin w(x) = t', wWy) = t" olsun. Bu durumda x € pe ve
y € W olur. t' < t" olsun. Bu durumda,
y)2t'>t =>yep
= W< W
=X,y E W
=Xy € W (K¢, G nin alt grubu oldugundan)
= p(xy) > t' = min {u(x), 1(y))
olur.
(i) x € G ve W(x) = t olsun. Bu durumda,
Xe W= x'e i (W, G nin alt grubu oldugundan)
= u(x_l) >t
= ux = p)
dir. Boylece (i) ve (ii) den W, G nin bir fuzzy alt grubudur.

Teorem 3.3.2: |1, G nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda Vt € [0, 1] icin,
K, G nin bir fuzzy alt grubudur < p niin bos kiilme olmayan her bir L, seviye alt kiimesi

G nin bir alt grubudur.

Ispat:
(=) W, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. x, y € G i¢in,
X, YE W= WX)2t ve u(y) =t

= W(xy) 2 min {{(x), W(y)} 2t

= Xy € Ht
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dir. Ayrica Vx € | icin,
1(x) >t ve u(x) = w(x ") oldugundan x'e , dir. Bdylece W, G nin bir alt grubudur.

(<) Bos olmayan her bir ; seviye alt kiimesi G nin bir alt grubu olsun.
X, y€ Gicinu(x) =t, w(y)=t" vet >t" olsun. Bu durumda,
XE W, YE U Ve W C W = XE Ly
= Xy € W'
= W(xy) 2 min {i(x), W(y)} ="
olur.

u(x) > w(x™") oldugunu kabul edelim. Bu durumda x € py ve x' & p olur. Bu ise
U nin alt grup olmast ile celisir. Dolayisiyla p(x) < p(x") dir. Boylece p, G nin bir

fuzzy alt grubudur.

Tanim 3.3.1: 1, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. t < p(e) olmak iizere Vt € [0, 1] i¢in

L alt grubuna W niin seviye alt grubu denir (Das 1981).

G sonlu bir grup ve W, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. [ niin her bir seviye alt grubu
G nin bir alt grubudur. Ancak U niin seviye alt gruplarinin hepsi farkli olmayacagindan,
G nin alt gruplarimin sayis1 simrl iken U niin seviye alt gruplarmin sayisi1 siirsizdir.

Asagidaki teorem bu durumu karakterize etmektedir.

Teorem 3.3.3: G bir grup ve W, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. t' < t", t', t" € [0, 1]
olmak iizere | niin [y ve L seviye alt gruplar i¢in,

L = <t < W(x) < t" olacak bicimde G nin bir x elemamn yoktur.

Ispat :
(=) W = W olsun. t' < u(x) < t" olacak bigimde G nin bir x elemaninin oldugunu kabul
edelim. Bu durumda x € ¢ ve x € W olup W =L olmast ile celisir. Boylece kabuliimiiz

yanlistir.
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(&) t' < Wx) < t" olacak bicimde G nin bir x elemam olmasin. t' < t" oldugundan
W < We dir. x € e olsun. Bu durumda p(x) = t' olup, t' < ((x) < t" olamayacagindan

W(x) 2t" olup e < W dir. Boylece py = | olur.

Teorem 3.3.3 ten bir u fuzzy alt grubunun seviye alt gruplarimin farkli olmasi
gerekmedigi anlagilir. Dahas1 seviye alt gruplar1 bir zincir olusturur. Vx € G igin
L(x) < p(e) oldugundan t = p(e) olmak iizere L, seviye alt grubu W niin tim seviye alt
gruplart ailesinin en kii¢iik elemani olur. Eger,
Im (u) = {to, ti, ..., tm}, to > t;> ... > t, ise W niin seviye alt gruplarinin zinciri,

Lo CHu C ... CUn=G
dir.

Tamm 3.3.2: 1 ve & G nin fuzzy alt gruplari, F, ve Fe sirasiyla g ve § nin seviye alt
gruplarinin ailesi olsun. Eger F, = F: ise u ve § fuzzy alt gruplarina denk fuzzy alt

gruplar denir.

Lemma 3.3.1: 1 ve &, G nin fuzzy alt gruplari, F, ve Fe sirasiyla g ve & nin seviye alt
gruplarmin ailesi olsun. Bu durumda,

Fi=Fevelm(w=Im@E = pn=§
dir (Dixit et al. 1990).

Teorem 3.3.4: G sinirhi bir grup, G' herhangi bir grup ve f: G - G' homomorfizmi
orten olsun. W, G nin Im (W) = {to, t;, ..., tn}, to > t; > ... > t, olacak bicimde fuzzy alt
grubu ve W niin seviye alt gruplariin zinciri,
LSl ... Clu=G
ise f(W) niin seviye alt gruplarinin zinciri,
fl) S fU) € .. € () =G
dir (Dixit et al. 1990).
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3.4 Fuzzy Normal Alt Gruplar

H kiimesi G grubunun bir alt grubu olsun. Eger Vx € H ve Vg € G icin xgx' € H ise

H ye G nin bir normal alt grubudur denir.

Tanim 3.4.1: y, G nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger Vx, y € G i¢in,
(1) uxy) 2 min {u(x), wy)}

(i) p(x") =p(x)

(ii1) p(e) = 1

(iv) p(xy) = p(yx)

ise L ye G nin bir fuzzy normal alt grubu denir.

Tanim 3.4.2: u, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Eger VX, y € G i¢in,

H(xy) = u(yx)
ise L ye G nin fuzzy normal alt grubu denir (Mukherjee and Bhattacharya 1984).

Tanim 3.4.3: 1, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Eger VX, y € G i¢in,

M) = w(yxy )
ise L ye G nin bir fuzzy normal alt grubu denir (Abou-Zaid 1991).

Teorem 3.4.1: 1, G nin bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu durumda t < p(e) olmak

tizere Vt € [0, 1] i¢in W niin L, seviye alt grubu G nin bir normal alt grubudur.

Ispat: Vx € u, ve Vg € G icin,
nixgx) =px) 2t=xgx' e

olur. Dolayisiyla L, G nin bir normal alt grubudur.
Teorem 3.4.2: U, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda Vt € [0, 1] i¢in,

K, G nin bir fuzzy normal alt gruptur < W niin bos olmayan her bir L seviye alt grubu

G nin bir normal alt grubudur.
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Ispat:

(=) W, G nin bir fuzzy normal alt grubu olsun.
Vx e W ve Vg e Gigin,

uixgx ) = px) 2t = xgx" €

dir. Boylece L, G nin bir normal alt grubudur.

(&) Vte [0, 1] icin p niin bos olmayan her bir L, seviye alt grubu G nin bir normal alt
grubu olsun. 3x, y € G i¢cin W(xy) > W(yx) oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
Uxy) =t = Xy € W ve yx € WU olur. Bu ise Wy niin bir normal alt grup olmasi ile

celigir. Boylece kabuliimiiz yanlig olup  bir fuzzy normal alt gruptur.

Teorem 3.4.3: |1, G nin bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu durumda,

Me={x€ G | p(x) = p(e))
G nin bir normal alt grubudur (Mukherjee and Bhattacharya 1984).

Eger 1, G nin bir fuzzy normal alt grubu ve ty > t; > ... > t, olmak iizere,
Im (u) = {to, ti, ..., tm} ise G nin normal alt gruplarinin zinciri,

Lo C Uy C ... CUu=G
dir.

Teorem 3.4.4: |1, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda VX, y € G i¢in,
(2) Pxyx™) = u(y)
(b) p(xyx) = u(y)

(©) I(xy) = I(yx)
onermeleri denktir (Sidky and Mishref 1991).

Teorem 3.4.5: G ve H iki grup, f: G — H bir homomorfizm, B, H 1n bir fuzzy normal
alt grubu ve f'(B) = A olsun. Bu durumda Vg € G igin,

o(gA) = f(2)B
seklinde tanmimli ¢: G/A — H/B fonksiyonu bir izomorfizmdir. (Sidky and Mishref
1991).
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3.5 Fuzzy Yan Ciimleler

H, G grubunun bir alt kiimesi olsun. x € G olmak iizere,
xH = {xh| he H}
Hx = {hx| he H}

kiimelerine sirastyla G nin sol ve sag yan climlesi denir.

Tanmm 3.5.1: i, G grubunun bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda x € G olmak
uzere,

xp = {(yi, kxy)) i€ L yi € G)

ux = {(yi, w(yix) lie Ly € G}
seklinde tanimli G nin xy ve ux fuzzy alt kiimelerine sirasiyla G nin fuzzy sol ve fuzzy

sag yan ciimlesi denir.

Tanmm 3.5.2: 4, G grubunun bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda x € G olmak
tizere Vg € G igin,

(xw(g) = 1(xg) ve (Ux)(g) = K(gx)
seklinde taniml1 G nin xy ve ux fuzzy alt kiimelerine sirasiyla G nin fuzzy sol ve fuzzy

sag yan ciimlesi denir.

Lemma 3.5.1: u, G nin bir fuzzy alt grubu ise VX, y, g € G i¢in,
) (W =px"g

(i) (Hx)(2) = p(gx)

(i) ((xy)(W)(g) = x(yw)(g)

(V) (Mxy)(@) = (LOY)(g)

V) xp=p=px) =1

(vi) X = px

(vii) xux'1 =uU

dir (Sidky and Mishref 1991).
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Klasik kiime teorisinde bir grubun herhangi iki sag (sol) yan climlesi esit ya da ayriktir.
Ancak bu sonug¢ fuzzy kiimeler i¢in gecerli degildir. Asagidaki 6rnekte bir grubun fuzzy

sag (sol) yan ciimlelerinin esit ya da ayrik olmasi gerekmedigi gosterilmistir.

Ornek 3.5.1: G = {e, a, b, ab } Klein-4 grubu ve W, G nin, 0 < t; < t; < 1 olmak iizere,
nee) =1, w@ =t, ub)=Wwab)=t

seklinde taniml bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda,

bu = {(e, t2), (a, t2), (b, 1), (ab, t;)

ablL = {(e, ), (a, t), (b, ty), (ab, 1)}

olup bu ve abu esit ya da ayrik degildir.

Teorem 3.5.1: |1, G nin bir fuzzy alt grubu ise Vx € G ve Vt € [0, 1] i¢in,

X = (XW)y
dir (Sidky and Mishref 1991).

Lemma 3.5.2: 1, G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda g;, g € G i¢in,

il = goU = (g = W)
dir.

Ispat: Vx € G igin,
gl = Gl = giI(X) = SHU(X)
= u(xg ) = puxg ™)

dir. Sirayla x = g; ve x = g, alinirsa,

uee) = wgig ") (1)
we) = u(gg™) )
esitlikleri elde edilir. Boylece,
wg) = W(giz ') = min {W(gig™"), wg)} (1 den)

= W)
W(g2) = W(gagi ') = min {(gagi ™), nign)} (2 den)

=g

olup w(gr) = u(ge) dir.
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Lemma 3.5.3: 1, G nin bir fuzzy alt grubu ve t € [0, 1] olmak iizere x, y € G - | i¢in
XMt =yl olsun. Bu durumda p(x) = w(y) dir (Sidky and Mishref 1991).

Klasik grup teorisinde H bir G grubunun normal alt grubu ise Vx € G i¢in xH = Hx dir.
Asagidaki teorem bu sonucun fuzzy grup teorisinde de benzer sekilde oldugunu

gostermektedir.

Teorem 3.5.2: 1, G grubunun bir fuzzy normal alt grubu ise herhangi x, g € G icin

ux(xg) = ux(gx) = g)
dir.

Ispat :

Mx(xg) = px(xgx %) = p(xgx ' xx ) = p(xgx) = p(g) ve
ux(gx) = ux(xx'lgx) = u(xx'1 gxx'l) = u(g) oldugundan
ux(xg) = ux(gx) = u(g) dir.

u bir G grubunun fuzzy alt grubu olmak iizere W niin tim fuzzy yan ciimlelerinin

kiimesini Gy, ile gosterelim.

Teorem 3.5.3: G, ciimlesi VX, y € G igin,
HX O Uy = Xy
seklinde tanimli,
0:Gy— Gy

islemi altinda gruptur.

Ispat: ilk olarak islemin iyi tanimh oldugunu gostermek icin

a, b, c,d € G olmak iizere pa = pub ve pc = pud olsun. Bu durumda Vg € G icin,

Ma(g) = ub(g) = u(ga') = u(gb™) (1)
pe(g) = ud(g) = p(ge ) = p(gd ™ )
olur. Ayrica (1) de g = acd™ alinirsa,

w(acda™) = p(acd'b™) = p(ed™) 3)
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ve (2) de g = c alinirsa,
weeh) =ped™) = uie) )
elde edilir.
g€ Ricin,
(Ma o pe)(g) = pac(g)
= W(gac)™)
= u(gea™)
= u((gb"dM(acbd ™)™
> min {u(gb'd™), w(acb'd™"))  (Onerme 3.2.2 den)
= min {p(gb"d™), u(e)) (3) ve (4) ten)
= u(gb'd™)
= ubd(g)
= (ub oud)(g)
dir. Boylece ub o ud < pa o uc olur. Aym sekilde pa o pc < pub o ud oldugu da
gosterilebilir. Dolayisiyla pa o puc = pub o pud olup “o” islemi iyi tanimlidir.
Vx € G igin e, “o” islemine gore birim eleman, px™', ux in tersidir. Ayrica,
pa o (ub o pc) = pna o pube = pa(be) = w(ab)e = (na o ub) o Uc
olup “o” islemi birlesmelidir. Boylece (G, ©) bir gruptur. Bu gruba boliim grubu ya da

faktor grup denir.

3.6 Fuzzy Boliim Grubu

Teorem 3.6.1: |1, G nin herhangi bir fuzzy alt grubu ve i : R, — [0, 1], Vx € R igin,
A(ux) = (x)
seklinde tanimlanan bir doniisiim olsun. Bu durumda i doniisiimii (G, ©) grubunun bir

fuzzy alt grubudur.

Ispat : Vux, py € Gy igin,
(1) l(ux o ny) = f(Uxy)
= u(xy)
2 min {W(x), W(y)}
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=min {{l(ux), fL(1y)}
(i) fux ) = p(xH) = wx) = f(ux)

olur. Boylece (i) ve (ii) den fi, G, grubunun bir fuzzy alt grubudur.

Teorem 3.6.2: 1, G nin herhangi bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu durumda
Teorem 3.6.1 de tammlanan [I fuzzy alt grubu, G, grubunun bir fuzzy normal alt

grubudur.

Ispat: Vx, y € G igin,
A((ux) o (uy)) = fi(uxy) = L(xy)
= W(yx)
= [i(nyx)
= [((uy) © (ux))

dir. Boylece [i, G, grubunun bir fuzzy normal alt grubudur.

Tamm 3.6.1: 1, G nin bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu durumda Gy niin Vx € G
icin,
A(ux) = px)

seklinde taniml1 [i fuzzy alt grubuna fuzzy boliim grubu denir.

Teorem 3.6.3: |1, G nin bir fuzzy normal alt grubu ve Vx € G ig¢in,
0:G—>Gy

doniisiimii 6(x) = ux seklinde tanimli olsun. Bu durumda,

(i) O doniistimii bir homomorfizmdir

(i) Ker 0 = {x € G | w(x) = p(e)}

dir.

Ispat:
(i) x,ye Gigin,
B(xy) = pxy = ux o uy = 6(x) o 6(y)

olur. Boylece 8 bir homomorfizmdir.
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(i) H= {h e G| ph=pe} olsun. Bu durumda,
he Ker 6 < 6(h) = pe
< ph=pe
<heH
olur. Boylece Ker 6 = H dir. Ayrica p. = {x € G | n(x) = w(e)} olmak iizere Vx € G
icin,
he H < ph(x) = pe(x)
& pixh™) = pex)
o uhh = pe) (Onerme 3.2.4 ten)
& uh) = ple)
S he e

olur. Boylece Ker 6 = 1. dir.

Teorem 3.6.4: 1, G grubunun bir fuzzy normal alt grubu ve H= {h e G | hu = ep}
olsun. Bu durumda,

G/H =G /y.=G/u
diir (Mukherjee and Bhattacharya 1986).
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4. FUZZY HALKALAR

4.1 Fuzzy Alt Halka ve Fuzzy idealler

Bu boliimde fuzzy alt halka, fuzzy ideal, fuzzy seviye alt halka ve fuzzy seviye idealleri
incelenecek, halkalar {lizerinde fuzzy yan climle tanimi yapilarak fuzzy boliim halkasi

olusturulacaktir. Ayrica fuzzy asal idealler ve fuzzy maksimal ideal tanimlanmisgtir.

Tanim 4.1.1: R bir halka ve p, R nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Eger Vx, y € R i¢in,
@ u(x-y) 2 min {u(x), Ky}
(i) p(xy) 2 min {(x), u(y)}

ise L ye R nin bir fuzzy alt halkas1 denir.

Tanim 4.1.2: y, R nin fuzzy alt kiimesi olsun. Eger Vx, y € R i¢in,

(1) u(x-y) 2 min {ux), Wy}

(i) p(xy) = p(x)

ise 1 ye R halkasinin bir fuzzy sag ideali, (ii) yerine

(iii) p(xy) 2 u(y)

ise i ye R halkasinin bir fuzzy sol ideali denir. Eger |, R halkasinin hem sol hem sag

ideali ise 1 ye R halkasinin fuzzy ideali denir.

Tanmim 4.1.3: p, R halkasiin fuzzy alt kiimesi olsun. Eger Vx, y € R icin,
) u(x-y) 2min {u(x), 1y}
(i) u(xy) 2 maks {u(x), i(y)}

ise 1 ye R halkasinin fuzzy ideali denir.

Lemma 4.1.1: p, R halkasinin fuzzy ideali olsun. Bu durumda Og, R nin toplamaya gore
birim eleman1 olmak iizere Vx € R icin,

1) pE-x) = ux)

(1) u(Or) 2 W(x)

dir (Dixit et al. 1992).
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Lemma 4.1.2: pu, R halkasinin fuzzy ideali olsun. Eger x, y € R i¢in p(x) < W(y) ise,

WX - y) = Wx) = Uy - x)
dir.

Ispat : x, y € Rigin p(x) < p(y) olsun.
W(x - y) 2 min {l(x), 1L(y)}
= ux)
H(X) = p(x - y - (-y)) 2 min {U(X - y), u(-y)}
= min {l(x - y), K(y)} (L) < u(y))
=Wx-y)
olur. Boylece u(x - y) = W(x) dir. Benzer sekilde pu(x) = W(y - x) olur. Boylece
WX - y) = W(x) = Wy - x) dir.

Lemma 4.1.3: pu bir R halkasinin fuzzy alt halkas1 olsun. Eger x, y € R i¢in n(x) < p(y)
ise,

H(x - y) = px) = Wy - X)
dir (Dixit et al. 1992).

Teorem 4.1.1: 1, R nin bir fuzzy ideali olsun. x, y € R olmak iizere,

Wx - y) = WO0r) = u(x) = wy)
dir.

Ispat : x, y € R olmak iizere L(x - y) = w(Og) olsun.
HX) = p(x - y - (-y)) 2 min {u(x - y), u(-y)}
= min {W(Or), 1(y)}
=Wy)
H(y) = p (y - X -(-x)) 2 min {p(y - X), W(-x)}
=min {u(x - y), W(x)}
= min {W(Og), LX)}
= u(x)
olur. Boylece w(x) = w(y) dir.
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Asagidaki Ornekte bir R halkasinin fuzzy alt halkasimin R nin bir fuzzy ideali

olmayabilecegi gosterilmistir.

Ornek 4.1.1: R reel sayilarin bilinen anlamda toplama ve ¢carpma islemi altinda halkas1

olsun. R nin bir u fuzzy alt kiimesi ty, t; € [0, 1] ve ty > t; olmak iizere,

to , xrasyonel ise

u(x) =
t , X irrasyonel ise
seklinde tamimlansin. Bu durumda x rasyonel ve y irrasyonel ise xy irrasyonel olup
Wxy) =t;, Wx)=ty, Wy) =t;dir. Dolayisiyla t; = W(xy) = min {(x), w(y)} = t; ancak
Kn(xy) # maks {(W(x), L(y)} = to olup W, R nin bir fuzzy alt halkasidir ancak fuzzy ideali
degildir.

Onerme 4.1.1: R halkasinin fuzzy alt halkalarinin herhangi bir ailesinin kesisimi R nin

bir fuzzy alt halkasidir (Dixit ef al. 1992).

Onerme 4.1.2: p bir R halkasmin fuzzy alt halkasi, M ise fuzzy ideali olsun. Bu

durumda it MM, Rnin {x € R| Ln(x) = w(Ogr)} alt halkasinin bir fuzzy idealidir.

Teorem 4.1.2: i ve 1, R halkasinin fuzzy idealleri olsun. Bu durumda p n 1 de R

halkasinin bir fuzzy idealidir.

Ispat : Vx, y € R icin,
(AN -y) =min {ux-y), N(x-y)}
2 min {min(u(x), i(y)), min(M(x), N(y))}
= min {(L N N)(X), (LNAMY)}
(LA M)(xy) = min {u(xy), N(xy)}
2 min {{(x), N(y)}
= (M NM)(xy)
olur. Boylece L M 1, R halkasimn bir fuzzy idealidir.
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Teorem 4.1.3: |1, R nin bir fuzzy sag ideali, 1 ise fuzzy sol ideali olsun. Bu durumda,

mepnn

diir.

Ispat: Eger x € R icin un(x) = 0 ise sonug aciktir.

un(x) # 0 olsun. p fuzzy sag, m ise fuzzy sol ideal oldugundan Vy, z € R icin
W(y) < W(yz) ve n(z) < n(yz) dir. Boylece,

uN(x) = sup {min {K(y), N2)}}

X=yz
<min {u(yz), N(yz)}
= min {u(x), N(x)}
=M NMXx)

olur. Boylece un < p N n dir.

Teorem 4.1.4: Vi € I icin {u'}, R halkasinin fuzzy ideallerinin bir ailesi olsun. Bu

durumda,
p=ny
iel

R nin bir fuzzy idealidir.

Ispat: x, y € R icin,
W(x - y) = inf {p'(x - )}

iel
> inf { min {W'(x), W'(y)}}
iel
> min {inf W'(x), inf p'}
iel iel

= min {W(x), 1(y)}
H(xy) = inf {W'(xy)}

iel
2 inf { maks {L'(). W'(y)})
> maks {inf p'(x), inf W'(y)} (%)
iel iel

= maks {L(x), i(y)}
olur. Boylece [, R nin bir fuzzy idealidir. Burada (*) dogrudur, ciinkii Vi € I igin,

W(x) 2 inf {p'(xy)} ve u'(y) = inf {p'(xy)}

iel iel

44



= maks {W'(x), p'(y)} = maks {inf W'(x), inf p'(y)}
iel iel
= inf {maks {f'(x), W'(y)}} = maks {inf W'(x), inf u'(y)}
iel iel iel

dir.
Klasik halka teorisinden bilindigi gibi A ve B bir R halkasinin iki ideali ise A U B nin
de R nin bir ideali olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul A < B veya B € A olmasidir. Ancak
bu sonu¢ fuzzy halka teorisine genisletilememektedir. Birlesimleri fuzzy ideal olan

ancak birbirini icermeyen fuzzy idealler mevcut olabilir. Genel olarak iki fuzzy idealin

birlesiminin fuzzy ideal olup olmadigi, birlesimlerinin goriintii kiimesine baghdir.

Asagidaki Ornekte iki fuzzy idealin birlesiminin fuzzy ideal olmayabilecegi

gosterilmektedir.

Ornek 4.1.2: Z mod 6 da tamsayilarm halkasi olsun.
nven: Z— [0, 1] fuzzy alt kiimeleri t; € [0, 1], 0 <1 <4 i¢in,

1< tz3 < th <t < tgolmak iizere,

o) =to
H) =u@)=p@d =ud) =t
n3) =t
no =t

N =nBG)=nG)=u

n@2)=n# =t

olarak tanimlansin.

Bu durumda p ve 1, Z nin fuzzy idealleridir, ancak i U 1M, Z nin bir fuzzy ideali

degildir.

Sonug 4.1.1: Eger |, R halkasinin sabit bir fuzzy ideali ise bu durumda p fuzzy ideali

A & B ve B € A olmak iizere R nin A ve B fuzzy ideallerinin birlesimi olarak ifade
edilemez (Dixit ef al. 1991).

45



Asagidaki Ornekte birbirini icermeyen iki fuzzy idealin birlesiminin bir fuzzy ideal

olabilecegi gosterilmektedir.

Ornek 4.1.3: R herhangi bir halka ve Og, R nin toplamaya gére birim eleman1 olsun.

nven: R — [0, 1] fuzzy alt kiimeleri t; € [0, 1], 0<i<3 igin t3 < t, < t; < tpolmak

uzere,
to , X =0r ise
W(x) =
t , X #Or ise
9 , x=0g ise
nx =
() , X # Og ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda @ € nven € pwolup u, m ve o U N, R nin fuzzy

idealleridir.

Teorem 4.1.5: R halkasinin p fuzzy ideali icin t€]0, 1], Im () = {0, t} olsun. Bu
durumda 1 ve 0, R nin fuzzy idealleri olmak {izere,

L=nuob=nco veya B
dir.

Ispat : 1 £ 0 ve O & nise W # 1M U B oldugunu gosterelim. x, y € R icin,
n(x) > 6(x) ve 6(y) > n(y) olsun. i =1 U O oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

H(x) =M(x) > 6(x) 2 0 ve u(y) = 6(y) >n(y) 20 (a)
olur. Ayrica, Im(n) = {0, t} ve (a) dolayisiyla,

Wx) =mx) =t
Wy =6(y) =t
ux-y) =t (®)

olur. Bu durumda,

t=m(x) >n(y) ve t =0(y) > 0(x)
dir. Boylece Lemma 4.1.2 den,
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Nx-y)=ny) <t ve B(x-y) =08(x) <t
dir. Dolayisiyla
H(x - y) = maks {n(x - y), 6(x - y)}
= maks {n(y), 0(x)}
<t

olur. Bu ise (b) ile ¢eligir. Kabuliimiiz yanlistir.

Teorem 4.1.6: 3 £|Im (w |< o olmak iizere W, R halkasimin fuzzy ideali ise bu

durumda p # 1M, W # 6 ve N # O olmak lizere i fuzzy ideali R nin n ve 0 fuzzy

ideallerinin m U 0 birlesimi olarak ifade edilebilir.

ispat : Im () = {to, ty, ..., tm}, 2 <m < 00 ve ty > t; > ...> t, olmak {izere Y, R nin bir
fuzzy ideali olsun. 1 ve 6 : R — [0, 1] fuzzy alt kiimeleri s;, s; € 0, 1[ ve

12t >8>t > >t>t3 > ... >t, olmak iizere Vx € R i¢in,

S1 , WX) =tg ise
nx) =

W(x) , WX) £to ise

S2 , WX) =1 ise
B(x) =

W(x) , WX) £t ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda 1 ve 0, R nin fuzzy idealleridir ve n # 0, L # 7,
L#O, u=mu 0 dir.

Sonug 4.1.2: p, t € ]0, 1[ i¢in Im (W) = {1, t} olmak iizere bir R halkasinin fuzzy ideali

olsun. Bu durumda p # 1, L # 0 ve N # 6 olmak iizere U fuzzy ideali, R nin herhangi

1 ve 0 fuzzy ideallerinin birlesimi olarak ifade edilebilir (Dixit et al. 1991).
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Teorem 4.1.7: R ve R' iki halka, f: R — R' bir érten homomorfizm ve 1 ve & R nin
herhangi fuzzy idealleri olsunlar. Bu durumda,

@ fu+8=fw+ O

(i) f(u&) = fFWS (&)

(i) f(u N &) < f(u) N f(&) (U veya &, f-invaryant ise esitlik saglanir)
dir (Kumar 1992b).

Teorem 4.1.8: R ve R' iki halka, f : R — R'bir homomorfizm ve W, R nin, 1 ise R' niin
bir fuzzy ideali olsun. Eger f birebir ve orten ise,

(1) f(w), R' niin bir fuzzy idealidir

(ii) £'(1), R nin bir fuzzy idealidir.

Ispat :
(1) x', ¥y €eR'i¢in,
fFWE -y)= sup Wz
f@=x"y'
2 sup W(X-y)
Fe=x'
fy=y'

= sup sup {min {p(x), Wy)}}
Fx=x" f(y)=y'

=min { sup W(x), sup Wy}
foo=x' fy=y'

= min {f(L)(X), fF((Y)}

F(W(xy) = sup Wz)
f@)=x'y'
2 sup (xy)
Fx)=x'
o=y

= Sup sup {makS {H(X)’ H(Y)}}
fx=x" fy)=y'

=maks { sup W(x), sup W(y)}
f(x)=x' fy=y'

= maks {f()(x), F(Y)}
olur. Boylece f(u), R' niin bir fuzzy idealidir.

48



(ii) X, y € Rigin,
F - y) =n(fx-y)
=N - £(y)
> min {N(f(x)), N(f(y)}
= min {f ' (MK, £ M)}
Fm)xy) =n(f(xy)
= NFEA(Y))
> maks {N(f(x)), N(f(y)}

= maks {f~ (M), £ M)}
olur. Boylece £'(n), Rnin bir fuzzy idealidir.

Teorem 4.1.9: R ve R' iki halka, f : R - R' bir homomorfizm olsun. Bu durumda,
(i) u ve 0, R nin fuzzy idealleri olmak iizere f(u)f(0) < f(u0)

(i) M ve &, R’ niin fuzzy idealleri olmak iizere £ (m)f (&) < f'ME)

dr.

Ispat :
(1) y € R, o= (f(WF())(y) ve B = (f(UD))(y) olsun.
Eger Vyi, y» € R iciny # yiy» ise o= 0 < dr.
yi, v € R olmak iizere y= y1 y» ve &> 0 olsun. Bu durumda,
o= (fFWFO)(y)
= sup {min {(f()(y1), (F(O)(y2)}}

Y=y1y2
= sup {min{ sup W(x), sup B(x)}}
Y=V1¥2 xef(y) xef(y2)

dir. Boylece herhangi x; € f 1(yl) vex; € f 1(yz) icin,
o - € < min {(x1), 0(x2)}
< (UB)(x1x2) (fxix2) = y1y2 =)

< sup  (UO)(X)
xe f(y)

=(f(ue)(y) =P
dir. Dolayisiyla € > 0 keyfi oldugundan o < 3 dir.
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(i) xe R, © = (f'MF'E)X) ve y=(f'(nE))(x) olsun.
Eger Vx;, x, € Rigin x #x1x; ise @ =0 < ydur.

X1, X> € R olmak iizere x = x;x» ve 8 > 0 olsun. Bu durumda,

o= ("M EN® =sup {min {(f' M), FE)(x2)}}

X=X1X3

=sup {min {N(f(x1), E(f(x2)}}

dir.Boylece x = x;x; olmak iizere x;, X, € R i¢in,
o - 8 < min {N(f(x1), E(f(x2)} (fx) = fxDf(x2)
<MOUx)

= e =7
dir. Dolayisiyla 8 > 0 keyfi oldugundan @ <7y dir.

4.2 Fuzzy Seviye Alt Halkalar1 ve Fuzzy Seviye Idealleri

Lemma 4.2.1: p bir R halkasinin fuzzy alt halkas1 olsun. Bu durumda t < pu(Or) olmak

tizere her bir L seviye alt kiimesi R nin bir alt halkasidir (Dixit et al. 1992).

Teorem 4.2.1: | bir R halkasinin fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda,

K, R nin bir fuzzy alt halkasidir & t € Im (1) olmak iizere her bir i, seviye alt kiimesi
R nin bir alt halkasidir (Dixit et al. 1992).

Teorem 4.2.2: . bir R halkasinin fuzzy sol (sag) ideali olsun. Bu durumda 0 < t < u(Og)

olmak iizere | seviye alt kiimeleri R nin sol (sag) idealleridir.

Ispat : 0 <t<p(Og) olsun.
() = {x | px) =t} = Or €
= W £ @ dir.
(1) p bir fuzzy sol (sag) ideal oldugundan,
H(x - y) 2 min {p(x), W(y)} 2t= x-y € W dir.

r € Rolsun.Vx € R igin,
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Wrx) = Wx) 2t =>rxe W (UWxr) = px)2t=xre W)

dir. Boylece (i) ve (ii) den L, R nin bir sol (sag) idealidir.

Teorem 4.2.3: | bir R halkasinin fuzzy alt kiimesi olsun. Eger Vt € Im (W) icin,
(i) W, R nin bir sol ideali = W, R nin bir fuzzy sol ideali

(1) K, R nin bir sag ideali = ., R nin bir fuzzy sag ideali

dir.

Ispat :

(1) Vt € Im (W) i¢in U, R nin bir sol ideali olsun. Bu durumda Vt € Im (W) icin Or € L
dir. Dolayisiyla p(Og) = t dir.

X, ye Rvet se Im(u icin w(x) = t, w(y) = s olsun. Genelligi bozmadan s > t
oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

WMy)=s2t= X, y€

olur. L, R nin bir sol ideali oldugundan x - y € |.dir. Bu nedenle,

H(x -y) 2 t=min {u(x), K(y)}

dir. y € s ve U, R nin bir sol ideali oldugundan xy € s olur. Dolayisiyla,

H(xy) 2 s = u(y)

olur. Boylece |, R nin bir fuzzy sol idealidir.
(ii) Benzer sekilde ispatlanir.
Lemma 4.2.2: p bir R halkasinin fuzzy sol (sag) ideali ve t, s € Im (W) olsun.
Bu durumda,
W=WUSt=s

dir.

Ispat :

(&) t=sise W = olur.
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(=) U =W olsun. t € Im (U) oldugundan p(x) = t olacak bicimde 3x € R vardir. Bu
durumda x € s olup bodylece t = W(x) = s olur. Benzer sekilde s = t oldugu da

gosterilebilir. Dolayisiyla t = s dir.

Lemma 4.2.3: A bir R halkasinin sol (sag) ideali olsun. Bu durumda 3t € ]0,1] icin
R nin p; = A olacak bigimde bir 1 fuzzy sol (sag) ideali vardir.

ispat :te ]0, 1] ve R nin bir pu fuzzy alt kiimesi

t , X € Aise

Wx) =
0 , X & Aise

seklinde tanimli olsun. Bu durumda p, R nin bir fuzzy sol (sag) ideali ve A = . dir.

Tanim 4.2.1: p bir R halkasinin fuzzy alt halkas1 ve 0 < t £ pu(Or) olsun. Bu durumda

L alt halkasina P niin bir seviye alt halkas1 denir.

1 bir R halkasinin fuzzy alt halkas1 olsun. Eger,
Im () = {to, ti, ..., tm}, to > t;> ... > ty, ise W niin seviye alt halkalariin zinciri,

HoC Uy € ... € Wm=R
dir.

Tanim 4.2.2: u, R nin bir fuzzy sol (sag) ideali ve t € [0, 1] olsun. Eger [, R nin bir sol

(sag) ideali ise bu durumda L; ye R nin bir seviye sol (sag) ideali denir.

Tamm 4.2.3: 1 bir R halkasinin herhangi bir fuzzy ideali olsun. t € [0, 1] ve t < wW(Or)

olmak iizere |; ideallerine W niin seviye idealleri denir.
Lemma 4.2.4: A bir R halkasinin fuzzy sol (sag) ideali olsun. Bu durumda,

Ap={x¢€ R| Ax)=A0r)}
kiimesi R nin bir sol (sag) idealidir (Malik and Mordeson 1990).
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Teorem 4.2.4: Eger U bir R halkasiin herhangi bir fuzzy ideali ise s < t olmak {izere,
U niin W, ve W seviye idealleri esittir & s < i(x) < t olacak bigimde R nin bir x elemani

yoktur (Kumar 1992a).

Teorem 4.24 ten bir p fuzzy idealinin seviye ideallerinin farkli olmas1
gerekmedigi anlagilir. Dahasi1 seviye idealleri bir zincir olusturur. Vx € R icin
n(x) £ wg) oldugundan t = W(Ogr) olmak iizere U, seviye ideali W niin tiim seviye
ideallerinin ailesinin en kiiciik elemamn olur. Eger,

Im (u) = {to, ti, ..., tm }, to > t1> ... >ty ise W niin seviye ideallerinin zinciri,

LopC Uy € ... CUm =R
dir.

Teorem 4.2.5: | bir R halkasinin fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda,

K, R nin bir fuzzy idealidir < t € Im (W) olmak iizere her bir [, seviye alt kiimesi R nin

bir idealidir (Dixit et al. 1992).

Teorem 4.2.6: R bir halka, ¢(a) = {A| A, R nin bir ideali, a € A} ve |, R nin bir fuzzy

ideali olsun. Bu durumda x, yeR icin,
1 I =9(y) = Wx) = Wy) dir

(i) $(x) & J(y) = w(x) < u(y) dir.

Ispat :
(i) x, y € Rigin $(x) = $(y) olsun. i(x) > w(y) oldugunu kabul edelim.
WX)=t=X€E L vey & L

= W€ J(x) ve W & J(Y)
olur.Bu ise ¢(x) = $(y) olmasi ile celisir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanhistir.
(i) x, y € Ri¢in ¢(x) & $(y) olsun. Bu durumda
Lx)=t=xe W

= W e 9 (x)
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= U J(y)
=>yel =Wy 2t
dir. Boylece pu(x) < p(y) dir.

Teorem 4.2.7: R ve R' herhangi iki halka ve f: R - R' homomorfizmi orten olsun.
K, R nin Im (W) = {to, ti, ..., tm}, to > t; > ... > t, olacak bicimde bir f-invaryant fuzzy
ideali, 1 ise R' niin Im (n) = {0, o, ..., Ok}, 0o > O > ... > 0k olacak bigcimde bir
fuzzy ideali olsun. Bu durumda,
(1) Eger 1 niin seviye ideallerinin zinciri,

Now € NuC ... C Naw=R'
ise f'l(n) niin seviye ideallerinin zinciri,

F'0w) © f'Ma) © .. cf 'Ma) =R

olur.
(i) Eger W niin seviye ideallerinin zinciri,

Ly € W C ... C Wn=R
ise f(1 ) niin seviye ideallerinin zinciri,

f(Hm)Qf(Hn)g Qf(utm):R'

olur.

Ispat :
(i) N(F(0) = (f M)(x) oldugundan Im (M) = Im (f (1)) diir. Ayrica,
xe (F Mae F T MNE) 2 o
S N(f(x) 2 o
& f(X) € N
exe f 1My
oldugundan,
(f '))a= f ' (M) olur. Boylece £ (1) niin seviye ideallerinin zinciri,
F'Mw) < f'Ma) < ... cf "Mw) =R
dir.
(i1) Ac¢ikca Im (f(n)) < Im () diir. (f(W)s = f(Us) oldugunu gostermek icin,
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y € (f(1))u olsun. Bu durumda,

t< (f(W)y) = sup W(z)dir. Dolayisiyla 3x € f'l(y) icin t; < w(x)dir.
zef'(y)

Boylece x € W olup y € f(x) € f(le) = (f(W)u < f(Uy) olur.

Sonug olarak (f(W))s = f(uy) dir. Boylece f() niin seviye ideallerinin zinciri,
fM) s f(u)c...cf (Mw) =R

dir.

4.3 Halkalarin Fuzzy Yan Ciimleleri

R bir halka, Og, R nin toplamaya gore birim eleman ve W, R nin bir fuzzy alt kiimesi
olmak tizere,
Mo= {x € R p(x) = p(O0w)}
seklinde tanimlansin. Bu durumda R/ boliim ciimlesi,
R/py = {H0+X| x € R}
dir.

Teorem 4.3.1:

(1) Bir ¢ : R/up — [0,1] doniisiimii Vx € R icin (1o + x) = ((x) seklinde tanimlansin.
Bu durumda ¢ iyi tanimlidir ve R/ 1n bir fuzzy idealidir.

(i) Eger A, R nin bir ideali ve r € A i¢in N(A + r) = 1(A) olmak iizere 1, R/A bdliim
halkasinin bir fuzzy ideali ise bu durumda (i) de o = A ve ¢ =1 olacak bicimde R nin

bir p fuzzy ideali vardir.

Ispat :
(1) @ nin iyi taniml1 oldugunu gostermek icin 3x, y € R i¢in Wy + x = o + y olsun. Bu
durumda,
X-y€ Ho= WXx-y)=HO0r) = WX) = u(y)
=0 Mo+X)=0 (Ho+Yy)
olur. Boylece ¢ iyi tanimlidir.

X, y € R olsun.
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@ (Mo + %) + (Ho+ 1)) =0 (Mo + X) + (o - ¥))
=@ (Ho+ (x-y))
=Mx-y)
> min {u(x), W(y)}
=min {Q(Uo + X), O(Lo + )}
@ (Mo +x) - (Mo +Y)) = O(Ho + Xy)
= W(xy)
> maks {(x), W(y)}
=maks {Q(Uo + X), O(Lo +y)}
olur. Boylece @, R/ m bir fuzzy idealidir.

(i1) M, R/A nin bir fuzzy ideali olsun. Bir i : R — [0, 1] doniisiimii Vx € R i¢in,
Hx) =n(A +x)
olarak tanimlansin. x, y € R i¢in,
X=y=2>A+x=A+y=>nNA+x)=1A+Y)
= H(X) = ()
dir. Boylece W iyi tanimlidir. X, y € R olsun.
ux-y) =nA+(x-y)
=NA+x)+(A-y)
2 min {N(A +x), N(A - y))
=min {N(A +x), N(A +y))
= min {u(x), l(y)}
H(xy) =n(A + (xy))
=N(A+x)-(A-y)
=min {N(A +x), N(A+Y))
= min {u(x), l(y)}
dir. Boylece W, R nin bir fuzzy idealidir. Ayrica x € fo < ((x) = W(Or)
S NA+x)=NA)&xe A
Dolayistyla A = iy dir. Son olarak,
O(A + x) = (Lo + X) = W(x) =M(A + x) olup ¢ =1 diir.
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Tanim 4.3.1: p bir R halkasinin fuzzy ideali olsun. Vr € R i¢in,
Mx (1) =p(r-x), x € R
seklinde tanimli R nin ux* fuzzy alt kiimesine x ve W tarafindan belirlenmis fuzzy yan

cumle denir.

Lemma 4.3.1: p bir R halkasinin fuzzy ideali olsun. Bu durumda uo*(r) = Wwr — Or)
olmak tizere,

M) = R(O0R) & B = Ho'
dir.

Ispat :

(=) Wx) = WOR) olsun. r € Ri¢gin pu(r) < p(x) = W(Og) dir.

Eger w(r) < w(x) ise w(r - x) = W(r) dir.

Eger u(r) = w(x) ise t = w(Or) olmak iizere, x € L, dir. Dolayisiyla
W - x) = W0r) = W(x) = W(r) dir. Boylece r € R i¢in,

Wr - x) = wr) = ux* = po* olur.

(<) Benzer sekilde ispatlanr.

Lemma 4.3.2: K, R nin bir ideali olsun. Eger A, K nin karakteristik fonksiyonu ise

Vx € Rigin A, K + x in karakteristik fonksiyonudur.

Ispat : Vx € R icin,
he K= A()=1veh+xe K+x

= A, (h+x)=Ah+x-x)=Ah) =1
he K=AMh) =0veh+x¢ K+x

= A (h+x)=Ath+x-x)=AM) =0
olur.
Boylece,

1 ,he K+ xise

A (x) =
0 ,he K+ xise
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olup Ax*, K + x in karakteristik fonksiyonudur.

K bir R halkasinin fuzzy ideali olmak iizere x € R i¢in x ve W tarafindan belirlenmis

ux* fuzzy yan ciimlelerinin kiimesini R, ile gosterelim.

Teorem 4.3.2: R, ciimlesi VX, y € R i¢in,

* * * * * *
Hx + Hy =Hxy Ve Ux - Ry =y

seklinde taniml1 toplama ve ¢arpma iglemleri altinda bir halkadir.

Ispat : Toplama ve carpma isleminin iyi tanimli oldugunu gostermek igin,

a, b, c,d € R olmak iizere ua*: Hb* ve uc*: Hd* olsun. Bu durumda Vr € R i¢in,

W(r - 2) = u(r - b) (1)
W(r - ¢) = (e - d) 2)
olur.(1)der=a+c-d,(2)der=c ve (1) de r=a alinirsa,
Wa+c-d-a)=wa+c-d-b)=pn(c-d) 3)
(e -c)=u(c-d)=uOr) “)
H(a-a)=u(-b)=uOr) ®)
elde edilir.
r € Rigin,

(M + 1)) = Mase (D =(r - a - €)
=u({(r-b-d)-(a+c-b-d))
> min {W(r-b-d),wa+c-b-d))
=min {l(r - b - d), W(Or)) ((3) ve (4) ten)
=W -b-d)= e (1) =W +Ha (@)
dir. Boylece ub* + ud* - ua* + uc* olur. Aym sekilde ua* + uc* - ub* + ud* oldugu da
gosterilebilir. Dolayisiyla L, + [ = [y + Mg olup toplama islemi iyi tanimlidur.
r € Rigin,
(Ha” Me ()= Hac ()= (r - ac)
= W((r - bd) - (ac - bd))
2> min {(r - bd), W(ac - bd))
= min {W(r - bd), p((a - b)e - b(d - ©))}
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2> min {(r - bd), min {p(a-b), wd-c)}}
= min {(r - bd), min {W(OR), K(OR)} (4) ve (5) ten)
=Wr-bd) =W ()= - U )
dir. Boylece Wy - Ha < Ma - Me olur. Aym sekilde M, - Me C Wp - Mg oldugu da
gosterilebilir. Dolayisiyla ua*- uc* = Hb* . Hd* olup ¢arpma iglemi iyi tanimhidir.
Vx € Ricin g (= W) toplama islemine gore birim eleman, u(_x)* toplamaya gére 1, in
tersi, R halkasinin carpmaya gore birim elemani e olmak {izere ue* carpma islemine gore
birim elemandir. Va, b, ¢, d € R i¢in,
Ma - (Mo - M) = Ha - B = Hao) = Habe
= Hap - Mo
= (Mo - Ho) - R
olup carpma iglemi birlesmelidir. ¥V a, b, ¢, d € R icin,
Ma - (b +Me) = Ha - Hore
= Magore)
= H(ab+ac)*
= Map + Mac
= (Ma - o) + (- )
olup carpma isleminin toplama {izerine soldan dagilma ozelligi vardir. Aym sekilde

sagdan dagilma 6zelligini de sagladig: gosterilebilir. Boylece (R, , +, - ) bir halkadr.

Eger u sabit ise Ry, = { Wo } dir.

Teorem 4.3.3: i, R halkasinin herhangi bir fuzzy ideali ve u¥: Ry — [0, 1], Vx € R
icin,

MY (x) = R(®)
seklinde tanimlanan bir doniisim olsun. Bu durumda p¥ doniisimii R, halkasinin bir

fuzzy idealidir.
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ispat : Vi, u, € Ry icin,
() ¥y -y ) = ¥y )
= WX -y)
2 min {{L(x), W(y)}

= min {Hy(ux*)’ uy(uy*)}
(i) ¥ 1) = H¥(y )

= W(xy)

> maks {u(x), Wy}

= maks {p¥(u,"), W¥(uy )}

olup ¥, Ry halkasinin bir fuzzy idealidir.

Teorem 4.3.4: |1, R halkasinin bir fuzzy ideali olsun. Bu durumda p¥, Ry halkasinin

herhangi bir fuzzy ideali olmak iizere Vx € R i¢in,

8(x) = W¥(ix )

seklinde tanimlanmis R halkasinin 0 fuzzy alt kiimesi, R nin bir fuzzy idealidir.

Ispat : Vx, y € R igin,
B(x - y) = W¥(Mxy )
= Wy -1y
> min {W¥(iy), LX)}
=min {6(x), 6(y)}
0(xy) = H¥(kxy)
= Wy - by
> maks {L¥(k), L¥(1x)}

= maks {6(x), 6(y)}
olup 6, R nin bir fuzzy idealidir.
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Tamm 4.3.2: 1, R halkasinin herhangi bir fuzzy ideali olsun. Bu durumda R, halkasinin
W) = (x)

seklinde tamimli W¥ fuzzy idealine u tarafindan belirlenmis fuzzy béliim ideali denir.

Teorem 4.3.5: 1, R halkasinin herhangi bir fuzzy ideali olmak iizere,
R/uo=Ry
dir.

Ispat : f: R — R, fonksiyonu Vx € R i¢in f(x) = i, seklinde tanimli olsun. Actk¢a
f bir iizerine homomorfizmdir. f(x) = o < s = Mo < H(x) = W(Og) oldugundan,
Ker f = {x € Rl f(x) =o'}
= {xe Rl w'=po)
= {x € R| px) =p(O0p)}
= Uo
olur. Dolayisiyla R/ug =R, diir.

Teorem 4.3.6: f bir R halkasindan R' halkasina 6rten homomorfizm ve Qo < Ker f
olmak tizere 1, R nin bir fuzzy ideali olsun. Bu durumda Vx € R icin g(x) = ux* olmak

tizere f = h ° g 6zelligini saglayan R, den R' iizerine tek bir homomorfizm vardir.

Ispat: h:R, — R’ fonksiyonunu Vx € R igin,
h(ux*) = f(x) seklinde tamimlansin.
e o e T =

= Uoey = Mo

= W(x - y) = L(OR)

=>x-ye W < Ker f

= fx-y)=0r

= f(x) - f(y) = Or

= f(x) = f(y) = (i) = h(py)

61



olur. Boylece h iyi tanimlidir.
Ayrica f orten oldugundan h de ortendir.
B+ 1) = DKy
=fx+y)
=f(x) + f(y)
= h(ie) + h(py)
h(u " ) = h(py)
= f(xy)
= ff(y)
= h(i) - h(uy)

oldugundan h bir homomorfizmdir.

\/

diyagrami Vx € R i¢in,
f(x)= h(ux*) = h(g(x)) = (h ° g)(x) oldugundan degismelidir.
h tek olmasmn. h': R, = R' fonksiyonu i¢in f = h'° g olsun. Bu durumda Vx € R i¢in,

h(u,) = f(x) = (h'° g)(x) = h'(u, ) dir. Bdylece h = h' olur. Dolayisiyla h tektir.
Onerme 4.3.1: Teorem 4.3.6 da tamimlanan h bir izomorfizmdir & u, f-invaryanttr.

Ispat :
(=) h, 1:1 olsun. Vx, y € R icin,
F(x) = f(y) = h(ix) = h(py)
o= Hy*
= Ny = Ho
= W(x - y) = W(Or)
= Wx) = Wy) (Teorem 4.1.1 den)

olur. Boylece |, f-invaryanttir.
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(&) W, f-invaryant olsun. Bu durumda,
h(i<) = h(uy ) = f(x) = £(y)
= Wx) = u(y)
TR

olur. Boylece h birebirdir.

Teorem 4.3.7: f bir R halkasindan R' halkasina iizerine homomorfizm ve W, R nin

herhangi bir f-invaryant fuzzy ideali olsun. Bu durumda R, = R’ dir.

Ispat : U, f-invaryant oldugundan Ker f < o olur. t = u(Og) ve R' niin toplamaya gore
birim eleman1 Oy ile gosterilsin. f(0) = Or' ve Vx € R icin u(x) £ w(Or) oldugundan,

(f(W)Or) = sup W(x)
xe f(0g)

= W(Or)
=t
dir.

fx) e (f) & F)IFE) 2t
e (w2t (W) =w
& Wx) 2t =uU(O0r)
S XE Uo (Ker f < o)
& f(x) € f(lo)
dir. Boylece (f(1)): = f(lo) dir. Teorem 4.3.5 ten Ry, = R'/up ve Ry = R'/(f(w), olur.

Ayrica R/py = R'f(u) oldugu biliniyor. Dolayistyla Ry = Ry dir.
4.4 Fuzzy Boliim Halkalan
Teorem 4.4.1: 1 bir R halkasinin fuzzy ideali olmak iizere V(x, y) € RxR i¢in,

uix, y) =Ix -y
seklinde taniml p fuzzy bagintis1 bir denklik bagintisidir (Kuraoka and Kuroki 1992).
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Lemma 4.4.1: I bir R halkasinin fuzzy ideali ve ¥V (X, y) € RxR icin i denklik bagintisi

W(x, y) = I(x - y) seklinde tanimlansin. Bu durumda Vx, x'e R i¢in,

pux] = p[x'] © I(x - x') =1 dir.

Ispat : Lemma 2.3.2 den V(x, y) € RxR icin,
ux] = ux'] © ux, x') =1 dir. Bu durumda p[x] = u[x'] & I(x - x") =1 olur.

R/p= {pu[x] | x e R} olmak iizere R/u {izerinde toplama ve carpma sirasiyla Vx € R
icin,
+ : R/UW x R/u — R/p olmak iizere p[x] + puly] = Wx + y]
-t R/u x R/p — R/U olmak iizere p[x] - ply] = pulxy]
olarak tanimlansin. Bu durumda,
(UIx], ulyD = (UIXT, uly'D = uix] = uIx] ve ply] = uly']
= W[x] + W[yl = WIx'T + uly'] ve Wix] - Wly] = RIx'T- 1yl
= UX+ yl=ux' +y'Tve plxyl = ulx'y'l
dir. R/p bu sekilde tanimlanan islemler altinda bir halkadir. Bu halkayr R/I ile

gosterecegiz.

Tanim 4.4.1: R bir halka, I, R nin bir fuzzy ideali ve 1, V(x, y) € R x R i¢in,

uix, y) =Ix -y
seklinde tanimli R nin bir fuzzy denklik bagintist olsun. Bu durumda R/I halkasina

R nin I tarafindan iiretilmis fuzzy boliim halkas1 denir.
Lemma 4.4.2: R halka ve R/I fuzzy boliim halkas1 olmak iizere Vx € R i¢in p(x) = p[x]
seklinde taniml1 6rten ve birebir p: R — R/I doniisiimii bir homomorfizmdir (Kuraoka

and Kuroki 1992).

Lemma 4.4.2 de tanimlanan p homomorfizmine dogal homomorfizm denir.
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Teorem 4.4.2: R ve R'iki halka f: R — R'homomorfizm ve f(I) < I' olmak iizere I ve I

sirasiyla R ve R' niin fuzzy idealleri olsun. Bu durumda,

f*

diyagrami degismeli olmak tizere f*: R/ - R'/I' bir homomorfizmdir.

Ispat : f*(u[x]) = v[f(x)] olmak iizere 1 ve v,
Vx,ye Ricin u(x, y)=I(x - y)
vx,y e Ricinv(x, y)=I'(x"-y")
seklinde taniml fuzzy denklik bagintilar1 olsun. Eger,
uxi] = u[xz] = I(x; - x2) = lolup,
V(). f(x2)) =T (f(x1) - f(x2) =T (f(x1 - x2)) = £ () - %) (fhecl)
>1(xq - xp)
=1
olur. Boylece v(f(x;), f(x2)) = 1 olup Lemma 2.3.2 den v[f(x;)] = v[f(xy)] dir.
Dolayisiyla f* iyi tamimlidir. Ayrica,
FEUIX] + plyD = f* (ulx + yD
=v[fx+y]
=v [fx) + f(y]
=v[fX)]+ v [f(yl
= fAIxD + fAulyD
FEUIXT - plyl) = £* (ulxyD
= v [fxy)]
=v[fx) - f(y]
=v[fX)]-vIfyl
= fHuIxD + FulyD

olup f* bir homomorfizmdir.
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Teorem 4.4.3: ( Izomorfizm Teoremi )

R ve R'iki halka f :R — R'birebir ve drten bir homomorfizm, I', R' niin fuzzy ideali ve
f1(I') =1 olsun. Bu durumda,

R/A=R'T'
dir.

Ispat : Teorem 4.1.8 den I, R nin bir fuzzy idealidir. Ayrica f(I) = f(f ")) =T diir.
Teorem 4.4.2 den f*: R/I - R'/I' bir homomorfizmdir. f* 1n bir 6rten fonksiyon oldugu
aciktir. f* 1n birebir oldugunu gostermek icin p[a] € Ker f olsun.
frulaD =v[f@l=v[0rl=T (f(@) =1

=1(a-0p)=1(@)=f" )@ =I(f)=1

= pfa] = u[Or]
olur. Boylece f* birebir olup bir izomorfizmdir. Dolayisiyla R/I = R'/T' dir.

Tamm 4.4.2: R ve R'iki halka f :R — R'"homomorfizm olsun.

(i) f nin fuzzy c¢ekirdegi Ker f, R' niin 0; fuzzy noktasi icin Ker f = f~ L0y seklinde
tanimIidir.

(i) f nin fuzzy goriintiisii Im f, R nin R fuzzy kiimesi i¢in Im f = f(R) seklinde

tanimlidir.

Teorem 4.4.4: R ve R'iki halka f :R — R'homomorfizm olsun.
(1) Ker f = 7\'Kerf

(ii) Im f = Aim s
dir.

Ispat :
(1) Vx € R icin,
1 , X =0 ise

01(x) =
0 ,x#0g ise
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dir.
(i) z € Ker f = f(z) =0r' olup

£ (00(2) = 01 (f(2)) = 01 (Or) = 1 dir.

z ¢ Ker f = f(z) #0olup

£ (01)(2) =0, (f(z)) = 0 dir. Boylece £ (0,) = Ker f = Ager 7 dir.

(i1) R fuzzy kiimesi Vx € R i¢in R(x) = 1 seklinde tanimlidir.
y € Im f = 3x € Ricin f(x) = y olup

FR(y) = R(f(y)) =R(x) = 1 dir.

y ¢ Im f = Vx € Ricin f(x) # y olup

f(R)(y) = R(f '(y)) = 0 dir. Boylece f(R) = Im f = Ay, s dir.

Teorem 4.4.5: ( Homomorfizm Teoremi )

R ve R'iki halka f :R — R' birebir ve 6rten homomorfizm olsun. Bu durumda,

R/Ker f= R’

olur.

Ispat: f "0y =Ker f oldugu i¢in Teorem 4.4.3 den R/ke, f = R'/0; dir.
R/0;={x'| x'e R}
oldugundan R ' = R'/0; olup boylece R/ker =R’ dir.

I, R halkasinin bir fuzzy ideali olmak {izere I.= {x € R| I(x) =1} olsun.

Teorem 4.4.6: 1, R halkasinin bir fuzzy ideali ise
R/L. = R/l = R/AL
dir.

Ispat : ¢ : R — R/I dogal homomorfizm olsun.
Ker ¢ = {x € R| @(x) = p[Or]}
= (xe R px]=p[0r])
={xeR| Ix)=1}=L
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olur. Boylece Teorem 4.4.2 den,
R/L.= R/l
dir. Diger taraftan Ker ¢ = A ke, 0= AL oldugundan,
R/A1.= R/
olur. Boylece,
R/L. = R/l = R/AL
dir.

Teorem 4.4.7: R ve R'iki halka f :R — R"homomorfizm ve I, R nin, I' de R' niin fuzzy
ideali olsun.

@ f(fD) =1+ Ker f

(i) f(F AN =T NIm f

dir.

Ispat :
(i) z € R olsun.

(I+ Ker f)(z) = sup {min {I(a), Ker f(b)}}

z=a+b

=sup {min {I(a), Aker s (b)}}

z=a+b
= sup I(a)
z=a+b

be Ker f

= sup I(a)
fla+b)=f(z)

= sup I(a) (b € Ker f = f(b) =0r)
f@+f(b)=f(z)

= sup I(a)
f@=f()

= f(D(f(2)) = £ (fD)(2)
olur. Boylece f'(f(I)) =1+ Ker f dir.

(i) Vx' € R’ i¢in,

(I' "Im f)(x") =min {I'(x"), Im f(x)}
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= min {I'X), Mims(x)} ~ (x'€Im f)
=I'(x) (x'eIm f = 3Jy'eR "icin f(y) =x")
=T'(f(y))
= @)
= (NG
= f( N
olur. Boylece f(f '(I')) =I' N Im f dir.

Teorem 4.4.8: R ve R'iki halka, f: R — R’ birebir ve 6rten bir homomorfizm ve

A={1] L R nin fuzzy ideali, Ker f c I}
B ={I'l I, R niin fuzzy ideali}

olsun. Bu durumda 4 dan B ye birebir ve 6rten bir doniisiim vardir.

Ispat: ¥: 4 — B doniisimii VI € A icin W(I) = f(I) seklinde tanimli olsun. Bu
durumda f(I), R' niin bir fuzzy ideali olup VI € 4 i¢in W) = f(I) € B olur.
WY nin birebir oldugunu gostermek icin W(I) = ¥(J) olsun. Bu durumda f(I) = f(J) dir.
Ayrica f birebir ve 6rten oldugundan [ =1+ Ker f ve J =J + Ker f olup,
I=1+Ker f=f'(f()
=)
=J+ Ker f
=]
dir. Boylece W birebirdir.
W nin 6rten oldugunu gostermek icin I' € B olsun. Teorem 4.1.1 den f7'(I'), R nin bir
fuzzy idealidir. z € Ker f olsun. Bu durumda,
I z) =T'(f(z)) =T'(0g) = 1 olur. Boylece,
Ker f < f'(I)
dir. Ayrica Teorem 4.4.7 den
¥ () = £
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=I'nImf
=T

olur. Boylece W ortendir.

Teorem 4.4.9: R bir halka, I ve J, I < J olmak iizere R nin fuzzy idealleri olsun.
Herhangi bir ¢ : R — R/I dogal homomorfizmi i¢in,

R/1= (R/D/ @q)
dir.

Ispat : Ker ¢ = A.c I < J oldugu icin Teorem 4.1.1 den @), R/I nin bir fuzzy idealidir.
Ayrica
¢ (@) =J + Ker ¢ = J oldugu i¢in Teorem 4.4.1 den

R/I= (R/D/ @qy
dir.

4.5 Fuzzy Asal ideal ve Fuzzy Maksimal ideal

R degismeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. x, y € R igin xy € I olmasi, 3m € Z*

icin x™ e I, veya In € Z" i¢in y" € I olmasini ifade ediyorsa I ya R nin semiprimary

ideali denir.

R degismeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. x, y € Ri¢in xy € I olmasi, x € [ veya

dne Z'igin y" € I olmasm ifade ediyorsa I ya R nin primary ideali denir.

R degismeli bir halka ve I (# R), R nin bir ideali olsun. R nin herhangi bir J ideali ve

ne Z"igin J" < I olmasi, J < I olmasini ifade ediyorsa I ya R nin yar1 asal ideali denir.

R degismeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. R nin herhangi A ve B idealleri icin

AB c T olmasi, A < Iveya B c Iolmasin ifade ediyorsa I ya R nin asal ideali denir.

R degismeli herhangi bir halka ve e, R nin ¢arpmaya gore birim elemani olsun.
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Tanim 4.5.1: p bir R halkasinin fuzzy ideali olsun. Eger R nin 1 ve 0 gibi herhangi iki
fuzzy ideali ve Vm € Z*, x € R i¢inm® < u ve N(x) > w(x™) olmasi verilen bir y € R
ve dn e Z" icin,

6(y) < u(y"

olmasim ifade ediyorsa L ye fuzzy semiprimary ideal denir.

Tanim 4.5.2: u bir R halkasinin fuzzy ideali olsun. Eger R nin 1 ve 0 gibi herhangi iki
fuzzy ideali icin® c L ve N & W olmasi Iy € R ve In e Z" igin 6(y) < p(y") olmasin

ifade ediyorsa | ye R nin fuzzy primary ideali denir.

Lemma 4.5.1: u bir R halkasinin bir sabit fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda p, R nin

bir fuzzy semiprimary idealidir.

Ispat : Vx € R icin ¢ € [0, 1] keyfi bir sabit olmak iizere u(x) = ¢ olsun. Bu durumda
W, R nin bir fuzzy idealidir. R nin 1 ve 6 gibi herhangi iki fuzzy ideali ve Vm € Z", x €
R icin N6 c p ve n(x) > w(x™ olsun. u niin fuzzy semiprimary olmadigim kabul
edelim. Bu durumda Vne Z*ve 3y e Rigin,
0(y) > u(y"

olur. (MB)(xy) = min {Nn(x), 6(y)} oldugundan,
MO)(xy) > min {L(x"), u(y")}

=c

= M(xy)
dir. Bu ise N0 < [ olmasi ile celisir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlhs olup W bir fuzzy

semiprimary idealdir.

Teorem 4.5.1: I (# R), R halkasinin herhangi bir semiprimary ideali ve ¢ € [0, 1[ keyfi

bir sabit olsun. Bu durumda R nin,

1 ,Xxe lise

Mx) =

C ,xe€ lise
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seklinde tanimli fuzzy alt kiimesi R nin bir fuzzy semiprimary idealidir.

Ispat : p, R nin bir fuzzy idealidir. R nin 1 ve 0 gibi herhangi iki fuzzy ideali ve
Vm e Z%, x € R igin 10 < pu ve N(x) > w(x™) olsun. W niin fuzzy semiprimary

olmadigini kabul edelim. Bu durumda Vn € Z* ve Jy € R igin 6(y) > (y") olur.
Dolayisiyla,
x"glvey'g [I=>xye I
= H(xy) = ¢ = u(x") = u(y")
dir. (M6)(xy) = min {N(x), 6(y)} oldugundan,
(n6)(xy) > min {p(x"), u(y"}
=c

= W(xy)
dir. Bu ise N0 < [ olmas: ile ¢eligir. Dolayisiyla kabuliimiiz yanlis olur. Boylece u bir

fuzzy semiprimary idealdir.

Tamm 4.5.3: u bir R halkasinin fuzzy ideali olsun. Eger Vx € R ve Vn € Z" igin,
w(x") = u(x)

ise 1L ye R nin fuzzy yar1 asal ideali denir.

Tanim 4.5.4: p, R halkasinin bir fuzzy ideali olsun. Eger R nin bir 6 fuzzy ideali i¢in

m € Z' olmak iizere 6™ < W olmasi 6 < W olmasimi ifade ediyorsa L ye R halkasinin

fuzzy yar asal ideali denir.

Teorem 4.5.2: |1, R halkasinin bir fuzzy ideali olsun. Bu durumda,

U yar asal idealdir < t € Im(n) olmak iizere L, seviye ideali R nin yar1 asal idealidir

(Dixit, 1992).
Sonug 4.5.1: I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda,

I, R nin bir yar asal idealidir < A; karakteristik fonksiyonu R nin bir fuzzy yar1 asal

idealidir (Dixit, 1992).
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Tanim 4.5.5: P bir R halkasinin fuzzy ideali olsun. Eger P sabit degil ve R nin herhangi
iki A ve B fuzzy idealleri icin AB < P olmasi ya A € P ya da B € P olmasim ifade

ediyorsa P ye R nin fuzzy asal ideali denir.

Tanim 4.5.6: u bir R halkasinin fuzzy ideali olsun. Eger,
Mo= {xe R|p(x) = p(Or)}

ideali bir asal (primary) ideal ise | ye fuzzy asal (fuzzy primary) ideal denir.

Teorem 4.5.3: Eger I (# R) bir R halkasinin asal ideali ise bu durumda A; karakteristik

fonksiyonu R nin bir fuzzy asal idealidir.

Ispat : I # R oldugundan A; fonksiyonu sabit degildir. A; mn fuzzy ideal olmadigin
kabul edelim. Bu durumda A ve B, R nin herhangi iki fuzzy ideali olmak {izere,
AB C A ve A & Aj, B @ A olsun. Dolayisiyla 3x, ye R igin,
M(X) < A(x) ve M(y) < B(y) = A(x) #0 ve B(y) #0

= M(x)=0ve A(y)=0

=>x¢lveyel

=3dre Ricinxry ¢ I (I asal ideal)

= M(xry) =0

= AB (xry) =0 dur. (*)
AB(xry) = sup {min {(A(c), B(d)}}

xry=cd
min {(A(x), B(ry)}
min {(A(x), B(y)} (B fuzzy ideal = B(ry) = B(y))
0
olup bu sonug (*) ile celisir. Dolayisiyla A; karakteristik fonksiyonu R nin bir fuzzy asal

vV v

\%

idealidir.

Teorem 4.5.4: Bir R halkasinin, A; karakteristik fonksiyonu fuzzy asal ideal olan her bir

I ideali R nin bir asal idealidir.
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Ispat : A; karakteristik fonksiyonu bir fuzzy asal ideal oldugundan I # R dir. AB < I
olmak iizere A ve B, R halkasinin iki ideali olsun. AsAp ¢arpimini g6z Oniine alalim.
x € R olsun.

Eger AaAp =0 ise AaAp < A1 (X) olur.

Aaig # 0 olsun. Bu durumda,

AaAg(x) = sup {min (Aa(y),As(z))} #0 = Ty, z € Rigin x = yz ve Aa(y) #0, Ap(z) 0
- = A(y) =1ve Ag(z) =1
=>ye Aveze B
=>x=yze ABcl
=>Mux) =1
= Vx € Rigin AaAp(x) < A(X)
= Vx € Rigin Aads C M
=S AMCMveya s C M
=Acl veyaBcl

dir. Boylece I, R nin bir asal idealidir.

Teorem 4.5.5: P bir R halkasinin fuzzy asal ideali olsun.
Po= {x|x e R, P(x) =P(0p)}
seklinde taniml1 Py, R nin bir asal idealidir (Mukherjee and Sen 1987).

Teorem 4.5.6: R bir halka ve A, R nin bir fuzzy asal ideali olsun. Bu durumda

| Im (A) | = 2 dir (Malik and Mordeson 1990).

Teorem 4.5.7: A bir R halkasinin fuzzy asal ideali olsun.Bu durumda A(Og) = 1 dir
(Malik and Mordeson 1990).

Im (A) |=2, AOr) = 1 ve
Ap={xe R| A(x) = A(Or)} R nin bir asal ideali olsun. Bu durumda A, R nin bir fuzzy
asal idealidir (Malik and Mordeson 1990).

Teorem 4.5.8: A bir R halkasinin fuzzy alt kiimesi,
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H bir halka ve A # H, H nin bir ideali olsun. H nin bir B ideali icin, A < B olmasi
A = B veya B = H olmasini ifade ediyorsa A ya H nin maksimal ideali denir. Diger bir
degisle A ve H arasinda H nin A dan farkl: bir ideali yoksa A ya H nin bir maksimal

ideali denir.

I, R halkasinin bir fuzzy ideali olmak {izere I.= {x € R| I(x) =1} olsun.

Tanim 4.5.7: M, R halkasinin bir fuzzy ideali olsun. R nin herhangi bir sabit
olmayan A fuzzy ideali i¢in,
McA=A.=M.veya A=Ak

oluyorsa M ye R nin fuzzy maksimal ideali denir.

Tanim 4.5.8: |1, R halkasinin bir fuzzy ideali olsun. Eger o € [0, 1[ olmak iizere
Im(pu) = {1, o} ve p: = {x € R| u(x) = 1 } R nin bir maksimal ideali ise L ye R

nin fuzzy maksimal ideali denir.
Teorem 4.5.9: 1, R nin herhangi bir fuzzy ideali olsun. Bu durumda . niin fuzzy

maksimal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin cisim olmasidir (Dixit et

al., 1991).
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5. FUZZY IDEALLERIN VE FUZZY GRUPLARIN KARTEZYEN
CARPIMI

Bu boliimde fuzzy gruplarin ve fuzzy ideallerin kartezyen carpimin olusturularak,

karakterizasyonlar iizerinde durulmustur.

Teorem 5.1:

(1) u ven, R halkasmin fuzzy sol (sag) idealleri olsun. Bu durumda p x 1, R X R nin bir
fuzzy sol (sag) idealidir.

(ii) € ve 0, G grubunun fuzzy alt gruplari olsun. Bu durumda & x 6, G x G nin bir fuzzy

alt grubudur.

Ispat :
(1) 1 ve M, R nin fuzzy sol ideali olsun.
(L x M(x, y) = min {(x), N(y)} ve Vx, y € R igin W(x) < u(0r) ve n(y) < N(Or)
oldugundan,
te Im (Uxmn)=t<wW0r) ve t <M(Or)
dir. Boylece Teorem 4.2.2 ten ; ve 1, R nin sol idealidir.
VX, y), (z, W) € (XM= (LXM)X, y) 2 tve (LxM)(z, W) 2t
= min {R(x), N(y)} >t ve min {1(z), N(W)} > ¢
olur. Bu durumda,
(W xM((x - 2), (y-w)) =min {li(x - ), N(y - W)}
2 min {min {{(x), W(z)}, min {N(y), N(W)} }
>t
dir. Boylece ((x - z), (y - w)) € (L X )¢ dir. Ayrica V(a, b) € R x R i¢in,
(L x M)(xa, yb) = min {(xa), N(yb)}
2 min {maks {{(x), u(a)}, maks {n(y),n(b)}} 2t
dir. Boylece (xa, yb) € (U x M), dir.
Dolayisiyla (L x M), R x R nin bir sol ideali olup Teorem 4.2.4 ten i x 1M, R nin bir
fuzzy sol idealidir.

(ii) Ispat aymi yontemle yapalir.
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Tanim 5.1:

@) ul, uz, ..., W' swrastyla Ry, Ry, ..., R, halkalarinin fuzzy idealleri ise,
ul X uz X ...x W' ¢arpimi, i=1, ..., n olmak iizere Vx; € R; igin,

W'x pu?x ... x WXL, X2, ..y Xo) = min {p'(x1), W(x2), ..., 1"(Xn)}

seklinde tanimli,

wWxp?x ... xp" Ry xRy x ... xRy — [0, 1]

fonksiyonudur.
(i1) nl, nz, . 1"|t sirastyla Gy, Gy, ..., G gruplarmin fuzzy alt gruplar ise,
nl X n2 X ...xM' ¢arpimy, i= 1, ..., n olmak iizere Vx; € G; icin,

(nl X nz X ... X nt) (Xl’ X2y vevs Xﬂ) = mln {nl(xl)’ nz(x2), ey nn(xﬂ)}
seklinde tanimli,
N'xn’x...xN": G xGyx ... x G — [0, 1]

fonksiyonudur.

Sonug 5.1:

@) ul, uz, ..., W sirasiyla Ry, Ry, ..., Ry halkalarinin fuzzy idealleri ise,
wx p? x ... x u" carpimi Ry x Ry x ... x R, in fuzzy idealidir

(i1) nl, nz, . 1"|t sirasiyla Gy, Gy, ..., G, gruplarinin fuzzy alt gruplari ise,
nl X n2 x ... x 1" carpmmi G; X G; x ... x G;nin bir fuzzy alt grubudur
(Ersoy, 2003).

Teorem 5.2: 1L X 1, R x R nin bir fuzzy sol ideali olmak {izere R nin p ve n fuzzy alt
kiimeleri i¢in,

(1) Vx e Rigin pu(x) < u(0r) veya n(x) <n(0r)

(i) ux) <puOr) = Vx € Rigin p(x) <M(Or) veya n(x) <M(Or)

(iif) n(x) = M(Or) = Vx € Rigin p(x) < u(Or) veya n(x) < u(Or)

(iv) u veyam, R nin bir fuzzy sol (sag) idealidir.

Ispat :

(1) wx) > WOgr) ve N(y) > n(0r) olacak bicimde x, y € R oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,
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(L xM)(x, y) = min {l(x), N(y)}
> min {|(0r), N(Or)}
= (U x N)(Og, Or)
olup bu sonug¢, U x 1 nin R x R nin bir fuzzy sol ideali olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla

kabuliimiiz yanhstir.

(i) Wwx) > n(0g) ve N(y) > N(Or) olacak bicimde x, y € R oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,

(1 x M)(OR, Or) = min {(Or), N(OR) }
=n(0r)

dir. Ayrica,

(L xM)(x, y) = min {l(x), N(y)}
>1n(0r)
= (U x N)(Og, Or)
olup bu sonug, i x 1M nin R X R nin bir fuzzy sol ideali olmas1 ile celisir. Dolayisiyla

kabuliimiiz yanhstir.

(>iii) N(x) > WOr) ve W(y) > W(0gr) olacak bicimde x, y € R oldugunu kabul edelim. Bu

durumda,

(U x M)(Og, Or) = min {{(Or), N(Or)}
= 1(Or)

dir. Ayrica,

(L xM)(x, y) = min {l(x), N(y)}
> W(Or)
= (U x N)(Og, Or)
olup bu sonug, i x 1M nin R X R nin bir fuzzy sol ideali olmas1 ile celisir. Dolayisiyla

kabuliimiiz yanhstir.
(iv) (i) den Vx € R i¢in p(x) < w(Or) veya n(x) < mM(Or) dir.

Genelligi bozmadan Vx € R i¢in u(x) < M(Og) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda (ii) den Vx € R i¢in u(x) £ n(0r) veya 1n(x) < n(0g) dir.
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1. Durum: ¥x € R icin pl(x) £ 1(0r) olsun. Bu durumda (i x 1)(x, Or) = W(x) dir.
X, y € R olsun.
M- y) = (M xM)(X -y, Or)
2 min {(1 x N)(x, Or), (L x M)(y, Or)}
= min {u(x), l(y)}
H(xy) = (L x M)(xy; Or)
= (L x M((x, Or)(y, Or))
2 (U xM)(y, Or)
=Wy)

olur. Boylece |, R nin bir fuzzy sol idealidir.
2. Durum: Vx € R i¢in n(x) < N(Or) olsun. 1. durum gergeklenmesin. Bu durumda
Jy € Rigin u(y) > n(0r) = W(O0r) 2 u(y) > N(Or) olup Vx € Rigin,
(1 x M(Og, X) = min {u(Or), N(X)} =N(Xx)
dir. x, y € R olsun.
nx-y) =@xmnOg, x-y)
2 min {(1 x N)(Or, x), (L x M(Or, y)}
= min {N(x), N(y)}
n(xy) = (1 x N)(Or, xy)
= (L x M((Or, x)(Or, ))
2 (U xM)(O, y)
=n(y)

olur. Boylece M, R nin bir fuzzy sol idealidir.

Teorem 5.3: L X M, G X G nin bir fuzzy alt grubu olmak iizere G nin | ve 1 fuzzy alt
kiimeleri i¢in,

(i) Vxe Gigin Wx) < ue) veya n(x) <nle)

(i) ux) <pe) = Vx e Gigin pu(x) < M(e) veya n(x) < n(e)

(i) n(x) £ n(e) = Vx € Gigin W) < we) veyan(x) < we)

(iv) n ya dam, G nin bir fuzzy alt grubudur

(Malik and Mordeson 1991).

79



Sonug 5.2:
(a) L x N, R x R nin bir fuzzy sol ideali olmak iizere R nin i ve 1 fuzzy alt kiimeleri ve
Vx € R i¢in eger,
() uOr) =n(0r)
(i) u(Og) 2 M(x)
(ii1) n(Or) 2 M(x)
ise L ve 1, R nin fuzzy sol idealidir
() w x M, G x G nin bir fuzzy alt grubu olmak iizere G nin 1 ve N fuzzy alt kiimeleri ve
Vx € G igin eger,
() pe) =ne)
(i) p(e) 2 n(x)
(iii) N(e) = N(x)
ise L ve 1, G nin fuzzy alt grubudur

(Malik and Mordeson 1991).

Teorem 5.4: G grubunun W ve 1 fuzzy alt kiimeleri i¢in,

KU x 1M, G x G nin fuzzy alt grubu = W veya 1, G nin bir fuzzy alt grubudur.

Ispat: u x M, G x G nin fuzzy alt grubu oldugundan Vx, y € G igin,
(Lxm)(e, e) =min {u(e), n(e)} = (L X M)(X, y) = WX) < u(e) veyan(y) <M(e)
dir. Genelligi bozmadan pu(x) < p(e) oldugunu kabul edelim. Bu durumda,
u(x) <7(e) veyan(y) < n(e)
dir.
1. Durum: p(x) <m(e) olsun. Bu durumda Vx, y € G i¢in,
(UL x (X, e) = Wx) oldugundan,
H(xy) = (L x M)(xy, e)
= (L xMn)((x, e), (v, ©)
2 min {(1L X N)(X, e), (WX M)y, e)}
= min {u(x), iW(y)}
M) = xM(x,e)
=(xn)(x’ e
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= (Lxn)(x e’
2 (UxM)(x, e)
= W(x)
olur. Boylece |, G nin bir fuzzy alt grubudur.
2. Durum: 1. Durum gerceklenmesin. Bu durumda,
Jx € Gicin Wx) > pe) = Vy e Gicinn(y) < nle)
= Vye Gigin (L xn)(e, y) =n(y)
dir. Vx, y € G i¢in,
n(xy) = (L x MN)(e, xy)
= (U xm)((e, x), (e, y)
2 min { (1 x M)(e, X), (WX M)(e, y)}
= min {N(x), N(y)}
N = @x e x)
= (X’ x7)
= (xn)e %"
2 (U xM)(e, x)
=MNx)
olur. Boylece 1, G nin bir fuzzy alt grubudur.

Sonug olarak p veya M, G nin bir fuzzy alt grubudur.

Teorem 5.5: R halkasinin 1 ve 1| fuzzy alt kiimeleri i¢in,

KU x 1M, R x R nin fuzzy ideali = Q1 veya 1, R nin bir fuzzy idealidir (Ersoy, 2003).

Teorem 5.4 ve Teorem 5.5 in tersi her zaman dogru degildir. Yani i ve 1, R halkasinin
fuzzy alt kiimeleri ve )L X 1, R X R nin bir fuzzy sol (sag) ideali ise L ve 1 niin R nin bir
fuzzy sol (sag) ideali olmasi gerekmemektedir. Ayni sekilde & ve v, G nin fuzzy alt
kiimeleri ve £ X v, G x G nin bir fuzzy alt grubu ise & ve v nin G nin bir fuzzy alt grubu

olmasi gerekmemektedir. Ornek 5.1 ve Ornek 5.2 de bu durum gosterilmistir.
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Ornek 5.1: R en az iki elemanli bir halka ve 0 <t < s < 1 olsun. R nin W ve o fuzzy alt

kiimeleri Vx € R icin pu(x) =t ve

S , Xx=0gr ise
o(x) =
1 , X#0r ise

seklinde tanimli olsun. Bu durumda Vx, y € R i¢in,
(L x 0)(x, y) =min {u(x), 6(y)} =t
olur. Boylece n x ¢ bir sabit fonksiyon oldugundan R x R nin bir fuzzy sol (sag)
idealidir. Ancak |, R nin bir fuzzy ideali olmasina ragmen x # Ogr olmak iizere Vx € R
icin,
6(0R) < o(x)

oldugundan o, R nin fuzzy sol (sag) ideali degildir.

Ornek 5.2: G en az iki elemanl bir grup ve 0 <t < s < 1 olsun. G nin u ve 1 fuzzy alt

kiimeleri Vx € G igin W(x) =t ve

S , X=e¢ ise
o(x) =
1 , XF#e ise

seklinde tanimli olsun. Bu durumda L x 1, G X G nin bir fuzzy alt grubu ancak ¢, G nin

bir fuzzy alt grubu degildir.

Sonug 5.3:

(i) o, R nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda ¢ {iizerine tanimli [l bagintisi,
R X R nin bir fuzzy sol (sag) idealidir < &, R nin bir fuzzy sol (sag) idealidir

(i) 0, G nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda ¢ {izerine tanimh s bagintisi,
G x G nin bir fuzzy alt grubudur < &, G nin bir fuzzy alt grubudur

(Malik and Mordeson 1991).
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Teorem 5.6:
(a) 1, R x R nin bir fuzzy sol (sag) ideali olsun. Bu durumda VX, y, z € R i¢in asagidaki
durumlardan birisi saglanir

@ -y, z)=uy, Og)

(i) px -y, z) = ux, 2)

(iii) (X, ) = J(y, Or)
(®) K1, G x G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda VX, y, z € G i¢in asagidaki
durumlardan birisi saglanir

() nexy™, 2) =y, e)

(i) p(xy", z) =p(x, 2)

(ii1) p(x, z) = u(y, e)
(Malik and Mordeson 1991).

Ispat :
(a) t1, t2, t3 € [0, 1] olmak iizere WW(x - y, z) = t1, Wy, Or) = t2, WX, z) = t3 olsun.
K, R x R nin bir fuzzy sol (sag) ideali oldugundan,

t; 2 min {t, t3}, t, 2 min {t3, t;}, t3 > min {ty, t2}

olup (i), (ii) veya (iii) den birisi saglanir.

(b) Aym1 yontemle ispatlanir.

Sonug 5.4:
(a) 1, R x R nin bir fuzzy sol (sag) ideali olsun. Bu durumda Vb € R i¢in asagidaki
durumlardan birisi saglanir

» b, b)=p(b, Or)

(i) u(b, b) =p(Og, b)

(ii1) (b, Or) = W(Or, b)
(®) 1w, G x G nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda Vb € G icin asagidaki
durumlardan birisi saglanir

(i) H(b,b)=p(b, )

(i) p(b, b) =p(e, b)
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(ii1) (b, ) = p(e, b)

Ispat :
(a) Teorem 5.6 (a) da x = y = z = b alinarak sonuca ulagilir.

(b) Teorem 5.6 (b) de x = y = z=Db alinarak sonuca ulagilir.

Asagidaki oOrnekte Sonu¢ 5.4 deki (i), (ii) ve (iii) nin esit olmasi gerekmedigi

gosterilmistir.

Ornek 5.3: R = Z tamsaylar halkas1 ve Vx € R igin,

1 , X € (2) ise

0 , X & (2) ise

seklinde taniml1 6, R nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. y, R iizerinde Vx, y € R i¢in,
W(x, y) = o(x)
seklinde tanimli bir fuzzy baginti olsun. Bu durumda ., R nin bir fuzzy idealidir.
b =1 alirsak,
L, b) =o(b) =0, wb, 0) =c(b) =0 ve w0, b)=0c(0)=1
olur. Boylece (b, b) = w(b, 0) < w0, b) dir. Ayn1 durum G = Z tamsayilar grubu icin

de gecerli olur.

K, R X R nin bir fuzzy sol (sag) ideali ise Vx, y € R i¢in u(Og, Or) = W(X, y) dir. Aym
sekilde u, G x G nin bir fuzzy alt grubu ise VX, y € G i¢in (e, e) = u(x, y) dir.
Ornek 5.4 ve Ornek 5.5 de u, R x R nin (G x G nin) bir fuzzy sol (sag) ideali (fuzzy alt
grubu) oldugunda 3x, y, z € R (G) icin W(x, z) > Wy, Or) (W(X, z) = W(y, e)) olabilecegi

gosterilmistir.
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Ornek 5.4: R en az dort elemanh bir halka ve A, R nin sabit olmayan bir sol (sag) ideali

olsun. R nin bir ¢ fuzzy alt kiimesi,

1 , X€ A ise
o(x) =
0 , Xe& A ise

seklinde tanimlansin. Bu durumda o, R nin bir fuzzy sol (sag) ideali olur.
L = Us = O X G olsun. Bu durumda [, R x R nin bir fuzzy sol (sag) idealidir.
x,z€ Aveyé¢ A= Wy, Or) = min {c(y), 6(0r)} =0 ve
W(x, z) = min {6(x), 6(z)} =1
olur. Boylece W(x, z) > W(y, Or) dir. Ayrica w(Og, y) =0 = u(y, Or) olup
H(x, z) > WO, y) dir.

Ornek 5.5: G en az dort elemanli bir grup ve H, G nin sabit olmayan bir alt grubu

olsun.G nin bir { fuzzy alt kiimesi,

1 , xe H ise
o]

0 , x¢ H ise

seklinde tamimlansin. {, G nin bir fuzzy alt grubudur.
U =g = x { olsun. Bu durumda [, G x G nin bir fuzzy alt grubudur.
x,z€ Hvey¢ H= Wy, e) =min {{(y), {(e)} =0 ve

H(x, ) = min {{(x), {(2)} =1
olur. Boylece W(x, z) > W(y, e) dir. Ayrica p(e, y) =0 = u(y, e) olup
M(x, 2) > pe, y) dir.
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